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AVERTISSEMENT., 


La Société suisse de Physique a pris linitiative de publier 
les ceuvres de Walther Rirz, le jeune physicien mort le 
7 juillet 1909, a Page de 31 ans. 

Elle ne s'est pas proposé seulement, en contribuant a faire 
connaitre des travaux scientifiques d’une rare beauté, d’at- 
tirer encore une fois attention des mathématiciens et des 
physiciens sur Vceuvre d’un esprit d’élite. Mais elle est 
convaincue qu’en facilitant la diffusion d’idées nouvelles et_ 
hardies elle favorise les progres de la Science. Beaucoup 
d’entre elles, méme celles qui ont dés a présent prouveé leur 
fécondité, ouvrent des voies nouvelles et réclament des conti- 
nuateurs. Nous souhaitons que cette publication (')contribue 


a les susciter. 


M"* Raphaél Ritz a voulu consacrer a la mémoire de son 
fils les sommes qui lui avaient été allouées pour favoriser ou 
récompenser ses travaux scientifiques et pour lui permettre 
de prendre soin d’une santé particulicrement précieuse et 
continuellement menacée. 


(1) Nous publions chacun des mémoires dans la langue ot il a été écrit, 
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Il convient de citer parmi ceux qui ont ainsi pris part a 
cette publication : 

Un groupe d’amis anonymes de Goettingue. 

L'Institut de France. 

L’Kcole polytechnique féderale. 

La Socicté suisse de Physique. 


PREFACE. 


Walther Ritz naquit le 22 février 1878 a Sion (Valais). 

Son pére était Raphaél Ritz, le peintre bien connu par ses 
paysages valaisans, ses intérieurs et ses scénes de la vic 
populaire, Eléve de I’Kcole de Dusseldorf, contemporain et 
camarade d’études de Vauthier, de Koller et de Boecklin, il 
retourna en 1865 vivre en Valais, son pays natal. En 1875, 
il épousa la fille de Pingénieur Noerdlinger, de Tubingue. 
W. Ritz dut a son pere le sens de la beauté de la nature, 
la connaissance des populations du Valais, de leurs usages, 
de leurs traditions, de leurs légendes. Toute sa vie il con- 
serva un tres profond attachement pour son pays et aimait 
dans des conversations pleines de charme a le faire connaitre 
ases amis. 

Brillamment doué, Ritz fit sans effort de bonnes études au 
Lycée communal de Sion. II eut, tres jeune, avec la stirete 
de jugement qui presida plus tard au choix des sujets de ses 
travaux, Vintuition quil pourrait faire des découvertes 
scientifiques et s’en ouvril a sa mére qui le comprit. 

En 1897, il entra a ’ Ecole polytechnique de Zurich pour 
s'y préparer a la carriére d’ingénicur, Mais il ne trouva 
dans les études techniques qu'une demi-satisfaction. Son 
esprit épris d’absolu s’accommodait mal des démonstrations 


sommaires a l’usage des ingénieurs, des compromis entre les 
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solutions théoriques et les exigences de la vie réelle. Aussi, 
quand, en 1900, une pleurésie mal guérie rendit impossible 
pour lui le climat humide de Zurich, alla-t-il chercher dans le 
milieu scientifique de Goettingue un régime intellectuel plus 
conforme a ses gouts. 

Son séjour 4 Gottingue fut la partie la plus heureuse de 
sa vie. Sa santé n’était pas encore assez compromise pour 
Vempécher de suivre avec toute Pardeur de sa nature |’en- 
seignement des maitres qu’il avait choisis. Hilbert et Voigt 
surtout eurent une influence durable sur la formation de son 
esprit. C’est Voigt qui recut sa thése sur la Theorie des 
spectres en série, le 19 décembre 1902. Il trouva a Geettingue 
parmi ses compagnons d’étude des amis dévoués avec lesquels 
il entretint jusqu’a sa mort un commerce didées qui, pen- 
dant les années d’¢loignement, le maintint en contact avec le 
mouvement scientifique. 

I] passa été de 1903 a Leyde, attiré par H.-A. Lorentz et 
déja preoccupé des problemes electrodynamiques, puis pen- 
dant un séjour relativement court a Bonn, il eut la satisfac- 
tion de découvrir lui-méme une raie du spectre du potassium 
que les formules de sa these lui avaient fait prévoir. Plus 
tard, dans les mesures faites par d’autres, il devait ne plus 
compter les succes de cette espéce. 

in novembre 1903, il se rendit a Paris, ot il trouva un 
accueil amical auprés de A. Cotton qui lui ouvrit son labora- 
toire a Ecole Normale et qui, dans la suite, ne cessa de s’in- 
téresser vivement a lui. Mais le travail de laboratoire avan- 
cait lentement a son gre et lorsque, fatigue par une journée 
de lutte contre les diflicultés matérielles de Pexperience, 
il ne tenait aucun résultat positif, il cherchait a dissiper 
Pimpression de temps perdu en suivant sans mesure son 
penchant pour les speculations abstraites. 
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A partir de Vhiver 1904, le soin de sa santé tient une 
grande place dans sa vie. Aprés un séjour au sanatorium 
de St. Blasien, dans la Forét Noire, il put pendant quelques 
semaines passées & Zurich mener a bonne fin la préparation 
des plaques photographiques sensibles & Vinfra-rouge a la- 
quelle il avait travaillé a Paris. Puis ce furent des séjours 
a Rapallo, aux Mayens de Sion. I passa l’hiver 1905-1906 a 
Sion ott, grace a la sollicitude maternelle et a l’excellence 
du climat valaisan, il réunit les conditions de vie les plus 
favorables a son rétablissement. Malgré tout, cet hiver fut 
une dure épreuve pour lui. I] y avait quelque chose de dou- 
loureusement tragique dans son cas : lVardeur au_ travail 
qui le dévorait était a la fois sa meilleure raison de vivre 
et, de Vavis du médecin, le principal obstacle a sa guérison. 
On lui interdit de travailler plus d’un quart d’heure par 
jour, prescription qu il s‘efforca vaimement de suivre, 
puisque c’est de cette époque que datent ses idées nouvelles 
sur lélectrodynamique. Déja commencait une lutte dans 
laquelle il hésita souvent entre deux voies a suivre : ou vouloir 
cuérir en sacrifiant son travail, ou dépenser sans compter ce 
qui lui vestait de forces pour conserver plus stirement a la 
science les idées qui hantaient son cerveau, Ce fut la 
deuxiéme maniére qui ’'emporta. Au cours de Vhiver suivant 
qu'il passa a Nice, il écrivait: « Vous m’accorderez que je ne 
puis dans la méme mesure que d'autres me reposer sur 
Vavenir comme devant compenser le présent. Il ne me reste 
peul-étre que peu de temps, et je suis fermement resolu a 
passer ce temps dans des milieux scientifiques et intellectuels 
qui seuls peuvent me donner le contentement, le sentiment 
de vivre, et sont ainsi peul-étre une condition de santé? Cher 
ami, je ne puis espeérer ni les joles de la famille mi le bien- 


étre du vieux garcon qui jouit de sa santé; il ne me reste que 
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la Science et la vie intellectuelle; et vraiment je ne me sens 
pas la force, pour un résultat incertain, de continuer a m/en- 
terrer ainsi. » A partir de ce moment il n’interrompit guere 
le travail que pendant les accés de fiévre et les journées 
d’épuisement de plus en plus fréquentes. C’est a Nice qu’il 
eut intuition géniale du mécanisme électromagnétique des 
raies spectrales par lequel il pénétra plus profondement 
que personne avant lui dans la connaissance de ce monde 
dune merveilleuse beauté et d’une inimitable précision 
qu’est l’'intérieur de l’'atome. Ayant trouvé au cours de l’éte 
un peu de repos & Waldkirch, prés du lac de Constance, 11 
se décida a retourner dans les centres de travail intellectuel 
en Allemagne, pensant y retrouver le temps heureux de 
Goettingue. Hl passa Vhiver tg07-1g08 a Tubingue, ot il 
trouva, avec Pamitie de F. Paschen, l’occasion d’un échange 
de vues des plus féconds. Lui soumettant ses idées théo- 
riques sur les spectres, il recevait la primeur de mesures 
qui apportaient a sa théorie de nombreuses et éclatantes 
confirmations. 

En 1908, il émigra vers Goettingue oti Vattiraient tant de 
souvenirs. Il eut la joie de s’y senlir compris par ceux qui 
avaient eté ses maitres et de prendre nettement conscience de 
sa célébrité naissante. L’état précaire de sa santé lui valut de 
connaitre plus complétement les amiti¢és qui! avait su ins- 
pirer. I eut aussi la satisfaction d’achever la plupart des tra- 
vaux commences, notamment son beau travail sur le probléme 
classique des plaques vibrantes. M. Henri Poincaré, lors de 
son passage a Geettingue, demanda a le voir et lui annonea, 
en le félicitant, Vintention qu’avait PAcadémie des Sciences 
de lui déecerner un prix en récompense de ses travaux. Le 
prix Lecomte lui a été attribué aprés sa mort. Son habi- 


litation comme privat-docent & l'Université fut son dernier 
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succés. Il était fier d’étre adopté plutot que jugé par un jury 
comprenant Hilbert, le regretté Minkowski, Voigt et Runge. 
Son électrodynamique est restée inachevée. Au cours de sa 
derniére maladie, Vidée de la tache 4 accomplir subsiste et le 
soulient jusqu’a la fin. Le jour méme de sa mort, il dit a 
la sceur qui le veille : « Soignez-moi bien, ma sceur, il est 
sl nécessaire que je vive encore quelques années pour la 


Science ». 


Ritz a eu le sens trés net de l’importance relative des pro- 
blémes. Ha vu que lextréme précision des raies spectrales 
fait de leur étude l'un des moyens d’exploration les plus 
puissants des proprictés cachées de la matiére. Dans sa thése 
il aborde cette étude par la seule voie ot elle paraissait alors 
accessible, par l’analogie supposée avec les vibrations élas- 
tiques. Cette tentative, malgré toute Pingéniosité mise a son 
service, n’a qu’un succes relatif: elle conduit a des formules 
meilleures que celles de ses prédécesseurs, 4 nombre égal 
de constantes. Mais il s’est rendu compte qu7il est impos- 
sible de croire a la réalité physique des lois de force compli- 
quées qu il avait imaginées et de la nécessité de les remplacer 
par autre chose : le probléme était posé dans son esprit. 
I avait été vivement frappé surtout du vice capital de toutes 
les solutions faisant appel aux vibrations élastiques qui font 
intervenir — lord Rayleigh y avait déja insisté — le carré 
de la fréquence alors que les lois expcerimentales s’expriment 
au moyen de la premiere puissance, Ce nest que cing 
ans plus tard, a Nice, qu’il entrevit pour la premiére fois 
une des parties essentielles de la solution: la fréquence du 
mouvement péeriodique d’un électron lancé dans un champ 


magnétique sexprime par la premiere puissance du champ. 
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IL restait, pour achever la construction d’un mécanisme don- 
nant les raies de Vhydrogéne, & obtenir des champs magne- 
tiques échelonnés suivant les inverses des carrés des nombres 
entiers. La premiére solution qu'il donna alors était logique- 
ment admissible mais trés improbable. Quelques mois apres 
il la remplacait par une autre d’une séduisante simplicite : le 
champ est obtenu au moyen d’éléments rectilignes, Juxta- 
posés bout a bout, tous de la méme longueur, et dont une 
partie posséde des poles magnétiques de méme grandeur, 
tandis que les autres sont a l’état neutre. Il montra plus 
tard comment son modele électromagnétique peut, au 
moyen de modifications peu importantes, representer les 
séries des métaux alcalins. Il faut a cet effet faire quelques 
hypotheses accessoires qui reviennent a ajouter un trait nou- 
veau a limage de la constitution intime de l’atome. Il ne 
considérait pas cette derniere partie de son travail comme 
achevée. Voici ce qu'il dit dans une lettre : 


« Tiibingen, 1% févr. 1908. 


» Je viens Venvoyer aux Annalen mon Mémoire sur les 
spectres et les champs atomiques. Ce mest pas que je sois 
satisfait, loin de la; mais apres divers essais pour découvrir de 
nouvelles relations numériques, je n’ai pu que constater que 
mon ancienne formule est toujours ce qu'il y ade mieux ; il 
faudra des hypotheses détaillées sur la structure des atomes 
pour aller plus loin, et le courage et les forces m’ont trahi. Le 
probléme peut d’ailleurs fort bien ne pas étre mir a lheure 
qu'il est. » 


Dans le Mémoire en question il donne aussi, au moyen 


du méme mécanisme, une nouvelle théorie du phénoméne 
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de Zeeman. H.-A. Lorentz a expliqué le premier la décom- 
position magnétique en triplet. par le mouvement dun 
électron soumis a des forces quasi-clastiques, mais on sait les 
difficultés rencontrées A étendre cette théorie aux rajes a 
décomposition multiple. La théorie électromagnétique de 
Ritz les surmonte sans peine. 


« Mon investigation sur le phénoméne de Zeeman se 
resume en ceci: tout mouvement périodique de la molécule 
(exemples: toupie, pendule, etc.) décompose une raie née 
Lun champ atomique (le théoréme ne s'applique pas a une 
force élastique, comme la veut Lorentz) en un certain 
nombre de composantes ayant les polarisations que vous 
Savez, el des rapports rationnels entve les distances. La dis- 


tance maximum observée pour un triplet correspond, dans 
X 1 @ . < 
mon systeme, a— = valeur cathodique; la valeur cathodique 
Mn 


nest jamais dépassée. Chez Lorentz les mémes faits s’énoncent 
-en disant qu’il y a des triplets inférieurs et superieurs a cette 
valeur, mais que la valeur limite est le double de la valeur 


. (A y : é 
cathodique de—. Ce passage du simple au double de —, dans 
m m m 


Pinterprétation des expeértences faites jusqu ici, est caracté- 
ristique de Vhypothése d’un champ atomique et ’énoncé que 


° aN fe R ‘ 6, : \ 
tire des expériences ma_théorie ( <7, cathod. ) me semble 

‘jae ; : SF eee : 
preferable a celui de Lorentz ( = 2 — cathod. ) 

» J’obtiens avec facilité les triplets et quadruplets inverses, 
et les décompositions en 15 lignes, récemment observées, 
sont pour moi un jeu. Je simplifie la loi des rapports 
rationnels, la forme de ma théorie mintroduisant que les 
enuiers 0, t, 2, 3, parfois 4, tandis que Runge monte 


jusqu’a 21. » , 
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Il réussit, enfin, a donner une portée encore plus grande a 
ses idées sur l’origine des spectres en séries en y rattachant 
une remarquable loi de combinaison entre les formules des 
diverses series d’un méme corps, donnant des séries nouvelles 
sans l’emploi d’aucune constante nouvelle. Il appliqua cette 
méthode, dans le Mémoire: Ueber ein neues Gesetz der 
Serienspektren, & Vhydrogéne, aux metaux alcalins et 
alcalino-terreux, au cuivre et a l’hélium et trouva dans les 
spectres de ces corps une riche moisson de confirmations. Les 
nouvelles raies non sériées récemment découvertes par 
Lenard dans les métaux alcalins, entre autres, vinrent se 
placer dans les nouvelles séries ainsi calculeées. 

D’aprés quelques notes trouvées dans ses papiers, nous 
avons aussi reconstitué une ébauche de ¢héorie des spectres 
de bandes, fondée sur Pemploi @un meécanisme ayant une 
proche parenté avec celui des spectres en séries. Nous y 
avons ajouté une discussion sur la structure des bandes 
sugeérée par quelques notes de Ritz et des souvenirs de 
conversalions. 

Il s’étatt proposé, dés Pachévement de sa thése, de faire 
lui-méme des mesures spectroscopiques. C’est ainsi qu’il a 
été amene a étudier les plaques au collodion d’Abney, sen- 
sibles 4 Pinfra-rouge, que personne n’avait su reproduire. 
Apres de nombreux tatonnements, il a réussi & délerminer 
les conditions de succes de cette expérience, puis, avec des 
plaques a la gélatine, a dépasser la limite de sensibilité 
atteinte par Abney. La Note publiée par Ritz aux Comptes 
Rendus de V Académie, qui ne contient que des indications 
sommaires sur ce procédé, ne permet pas de le réaliser. 
Nous avons pu, avec l’aide de M. A. Cotton, extraire de ses 
cahiers de laboratoire une description complete de la méthode 


de préparation qut lui a donné ce résultat remarquable. 


:— 
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A la thése de doctorat se rattache aussi un deuxiéme 
groupe de travaux sur les méthodes de calcul des problémes 
dépendant des équations aux dérivées partielles. M. Henri 
Poincaré a bien voulu nous donner Pappréciation suivante 
de la portée mathématique de cette ceuvre : 


« Les problémes de Physique mathématique se raménent 
presque tous aun type commun. C’estle mérite de Fredholm 
@avoir trouvé une méthode générale et rigoureuse qui leur 
est applicable a tous. Elle consiste en derniére analyse a 
trailer les équations intégrales et différentielles linéaires 
comme un systéme dune infinité d’équations du premier 
degré a une infinité @inconnues. La solution se présente 
ainst comme le quotient de deux expressions analogues a 
des déterminants. 

» Ces déterminants se présentent eux-mémes sous la 
forme de séries; le premier terme de chacune de ces 
series est une intégrale simple, le second une intégrale 
double et ainsi de suite. Bien que les séries sovent extré- 
mement convergentes, bien que la loi de formation des 
termes soit élégante et simple, il en résulte pour le calcul 
numérique des di fficullés presque insurmontables. A usst la 
méthode de Fredholm, excellente pour démontrer rigou- 
reusement la possibilité du probleme, ce qui élait consi- 
déré naguére encore comme extrémement difficile, excel- 
lente peut-étre aussi pour découvrir certaines propriéles 
analytiques de la solution, quoique a cet égard elle nail 
pas encore fait ses preuves, na pas encore été employée 
pour le calcul numérique et ne parait pas devowr Vétre 


sous sa forme actuelle. 


R. b 
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» La méthode de Ritz se préte mieux au calcul numeé- 
rique. Elle consiste a représenter la solution comme une 
somme de termes d’une forme donnée affectés de coeffi- 
cients indéterminés et a délerminer ces coefficients par la 
méthode des moindres carreés. 

» C’est une méthode dingénieur; seulement Ritz est 
parvenu dans deux cas, celui du probléme de Dirichlet et 
celui de Uélasticité, a montrer d’une facon tout a fait 
rigoureuse qu en prenant un nombre suffisamment grand 
de termes, on peut approcher autant qu’on le veut de la 
solution exacle. Ila montré aussi quelles étavent les pro- 
priétés analytiques essentielles de cette solution, telles 
gu elles étaient déja connues par la méthode de Fredholm. 

» Les mémes procédés de démonstration seratent-tls 
applicables a tous les problemes analogues et, par exemple, 
aux problémes de Fourier? Ritz le croyait, je le crotis 
aussi, mais le temps lui a manqué pour le vérifier. » 


Les trois Mémoires contenant cette nouvelle méthode et 
les résultats qu’elle a donnés sont: exposé général paru au 
Journal fiir reine und angewandte Mathematik et pré- 
senté plus tard comme thése d’habilitation, le Mémoire 
Ueber eine neue Methode zur Lésung gewisser Randwert- 
aufgaben présenté le 16 mai 1908 a la Société Royale des 
Sciences de Goettingue et le Mémoire, écrit en janvier 
1909, sur la théorie des vibrations d’une plaque carrée a 
bords libres, publié aux Annalen der Physik. Ul écrivait au 
cours de l’exécution de ce dernier travail : 


« Goettingue, 15 décembre 1908. 


« La théorie des figures de Chladni va étre pour ma mé- 


thode une bonne occasion de montrer ses qualités. Je trouve 


PREFACE. XVII 


un réesultat remarquablement simple: soit w,, (x) la défor- 
mation d’une verge vibrante 4 extrémités libres (mi*™® har- 
monique), de méme longueur que le cdté de la plaque carrée 
vibrante; eh bien! toutes les vibrations de celle-ci sont, a 
quelques pour cent prés, données par les expressions : 


Un (2 )Un(¥) =e nV) ton &); ln, (2) Un(y) mz, Um (¥) Un (2) 


(x, y paralléles aux cétés du carré). J’ai calculé pour 


M=0, I, 23 N=1, 2.... les approximations supérieures A 
1 
3000 


plus précises ; et je donnerai pour la premiére fois, la série 


pres, cela concorde trés bien avec les expériences les 


des figures exactes de Chladni jusqu’au 30° harmonique !! 
Cela m’a fatigué, mais il n’y a aucun rapport entre la fatigue 
et la célébrité de ce probléme resté insoluble malgré tant 
d’efforts. » 


Le troisieme groupe des travaux de Ritz a pour objet la 
plus importante question, peut-étre, dela Physique actuelle: 
les lois de l’Electrodynamique générale et de l’Optique. II 
s’était propose d’écrire d’abord une étude critique montrant 
Vinsuffisance des théories antérieures et de faire ensuite la 
synthése d’une électrodynamique nouvelle comprenant l’op- 
tique. La partie critique seule est achevée. C’est elle qui fait 
objet principal de important Mémoire publié en février 
1908 aux Annales de Chimie et de Physique qui contient en 
outre, a titre d’acheminement vers la synthése, la délimi- 
tation de l’ensemble des lois élémentaires possibles pour 
Vaction mutuelle de deux électrons. I a donné un exposé plus 
condensé de sa pensée aux Archives des Sciences physiques 
et naturelles et dans deux articles de Philosophie scienti- 
fique: Du Réle de VEther en Physique et La Gravitation 


publiés dans la revue: Scientia. Dans le premier devees 
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articles il montre l’impossibilité de conserver le concept 
éther malgré les services qu’il a rendus. Mais la vole dans 
laquelle il s'est engagé est toute différente de celle qu’ont 
suivie Lorentz et Einstein. Il remarque que la Mécanique 
classique satisfait au principe de relativité et que la théorie 
de l’émission fondée sur elle est, en conséquence, conforme a 
ce principe. Attribuant les phénoménes électriques et lumi- 
neux A une énergie projetée par l’électron avec la vitesse de 
la lumiére il peut conserver l’universalité du temps, le 
parallélogramme des vitesses, le solide invariable auxquels 
ont renoncé les électrodynamiques rivales. Dans sa théorie, 
Vaction élémentaire entre deux électrons, par un retour 
imprévu au point de vue newtonien et a celui de W. Weber, 
ne dépend que de la distance, des vitesses relatives et des 
accélérations. Ritz conserve la constance de la masse, ren- 
dant les forces infinies pour la vitesse limite. Ce sont la de 
trés grands avantages. Is sont liés au postulat de la commu- 
nication de l’heure par le transport d’horloges et non au 
moyen de signaux électromagnétiques. Cette conception des 
choses est-elle réellement féconde? I] n’a pu en fournir la 
preuve, mais il avait la ferme conviction qu'il y réussirait. 
Il Pexprimait dans les lettres dont nous donnons ici des 
extraits; elles contiennent aussi des indications sur la 
maniére dont il entrevoyait le développement ultérieur de sa 
théorie : 


« Waldkirch, 19 aotat 07. 


« L’étude attentive de l’optique m’a montré que mes hypo- 
théses étaient insuffisantes pour certains phénoménes tels 
que l’entrainement des ondes (de Fizeau); au lieu de laisser 
mon « émission » filer tout droit a travers les corps, modi- 
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fiant leur mouvement s’ils sont électrisés, mais n’étant pas 
modifiée elle-méme, je vois qwil y a action ef reaction; la 
partie de emission qui frappe un électron rediverge en nou- 
velle onde a partir de ce centre. J’entrevois encore beaucoup 
d’autres choses, et en somme une belle théorie physique. 
Mais mon travail critique ne rentre pas dans ce cadre, et 
dailleurs je ne peux le laisser dormir indéfiniment. Je me 
suis dit que ce sont la deux choses différentes et me suis 
décidé a publier ma critique — d’abord toute négative — de 
la théorie de Lorentz, d’introduire Phypothése de l’émission 
seulement dans le but de pouvoir ajouter la partie positive 
de ma critique (qui est expression mathématique la plus 
générale pour J’action élémentaire de deux électrons, ren- 
dant compte de toutes les expériences ¢lectrodynamiques y 
compris celles de Hertz) ; }’indique seulement les lignes géne- 
rales de la théorie physique telle que je la concois; et me 
borne a une recherche mathématique critique, dont les résul- 
tats sont le complément indispensable de la critique néga- 
tive, el qui sont méme assez curieux, eux aussi. » 


« Waldkirch, 17 Sept. 1907. 


« ... Wenn ich kann, sende ich Dir die Correcturbogen 
meiner kritischen Arbeit. Doch erwarte ich héchstens, dass 
Du zugeben wirst nach Lectiire: Die Elektrodynamik ist 
noch ganz im Argen, der Aether ist aufzugeben und das 
Emissionsbild wieder aufzunehmen. Du wirst sehen, dass ich 
demselben noch nicht seine definitive Fassung gegeben habe; 
so wie ich es im Kopfe habe ist es viel einfacher und befrie- 
digender, dank der Aufgabe des Superpositionsprincipes. 
Aber dieses habe ich in meiner kritischen Arbeit nicht auf- 
geben wollen und es war mir wichtig zu untersuchen, wie sich 
die Dinge mit und ohne dieses wichtige Prinzip ausnehmen. » 
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« Geettingue, lundi de Pentecdte 1908. 


« Je vais maintenant revenir a l’optique des corps en mou- 
vement, mais sans enthousiasme, par acquit de conscience. 
Je ne saurais douter, en effet, qu’on ne viendra a mes idées, 
quelle que soit la perfection que je leur donne, qu’extréme- 
ment & contre-cceur; une conversation avec X apres beau- 
coup d’autres conversations, m’en a persuadé. Personne ne 
parvient a me faire une objection valable, et j’ai fait laire X 
lui-méme. Ca n’y fait rien, on trouve mes idées « scheuss- 
lich ». Pourtant, j’ai trouvé en dehors du critérium relatif a 
influence d’un aimant fermé sur un rayon $ (') que vous 
connaissez, un autre critérium réalisable au moyen des puis- 
santes installations de la télégraphie sans fils. C’est l’action 
d’une antenne verticale, rectiligne, sur du fer ou sur un tube 
de Braun. Si le résultat est négatif, comme cela est possible, 
cest l’enterrement de la théorie de Maxwell. Si non, il 
faudra voir le détail: les choses pourraient se passer comme 
le veut Lorentz, sans que, au reste, ses équations soient 
justes. En tous cas le résultat serait intéressant. » 


« Gottingen 17. XII. 08. 


« Die « Scheusal-Theorie » in den Annales de Chimie et 
de Physique ist nicht wahre Theorie, sondern nur Gegen- 
beispiel. An der wahren Theorie, die unter grossten Schwie- 
rigkeiten langsam wachst, wirst Du kaum etwas auszusetzen 
haben, gesetzt ich erlebe ihre Vollendung. » 


(1) Déviation ou absence de déviation des rayons 8 par un aimant fermé 


ou un solénoide fermé, dans les diverses positions relatives. 
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Nous avons ajouté aux travaux sur l'Electrodynamique le 
discours d’habilitation qu'il a prononcé le 5 mars 1909 
dans sa lecon inaugurale. Il n’a pu mettre la derniére main a 
cet expose qu’il avait intention de publier et nous avons dt 
le reconstituer d’aprés des brouillons. I] n’a sans doute pas la 
perfection de forme qu'il aurait su lui donner, et tout ce 
qwil contient d’essentiel est déja énonceé dans ses autres tra- 
vaux. Mais nous avons cru devoir le conserver, ne serait-ce 
que comme résumé en langue allemande d’une partie de son 
ceuvre écrite entiérement en francais. 


Il avait, sur d’autres questions encore que celles qui sont 
traitées dans ses écrits, des idées neuves et sans doute 
fécondes dont il avait parlé a ses amis. Il était convaincu 
entre autres que les problemes de la Mécanique statistique 
ne sont si difficiles que parce que les véritables méthodes de 
calcul restent encore a trouver, et il semble, d’aprés une de 
ses lettres, que pendant l’hiver passé a St. Blasien il se soit 
occupé de ces questions avec un commencement de succes : 


« .....einen weitgehenden Ansatz gefunden, ganz neuer 
Art (eine noch nicht dagewesene Methode in der kinetischen 
Theorie der Materie), durch die ich den Satz beweisen werde, 
dass die irreversiblen Erscheinungen wie Warmeleitung, 
Reibung etc., auf einem gewissen Grundgesetz beruhen, und 
dass dieses aus der Elektronentheorie, combinirt mit der 
gewohnlichen kinetischen Theorie sich beweisen lasst, ganz 


streng... » 


Les idées auxquelles il fait allusion dans cette lettre étaient- 


elles encore les siennes quelques années plus tard? Il est 
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difficile de s’en rendre compte et les recherches attentives 
faites dans ses papiers n’ont rien donné a cet égard. Il nous a 
paru cependant que cette indication méritait d’étre conservée, 
comme aussi les extraits de lettres que nous donnons plus 
loin et dans lesquelles il exprime son intention de reviser la 
théorie de la polarisation rotatoire et deabsorption. Jusqu’a 
ses derniers jours il n’avait pas renoncé a mettre ce projet a 
exécution. 


C’est donner une image bien incomplete de la richesse de 
sa nature que de ne parler que de ses travaux scientifiques. 
Il avait un sentiment artistique trés affiné, une vive compre- 
hension de la peinture, il aimait la musique dont les chefs- 
d’ceuvre avaient dans son ame sensible une répercussion pro- 
fonde. [| faudrait dire aussi l’affection qu'il avait pour ses 
amis et pour sa famille a qui son jugement si str en toute 
circonstance était devenu indispensable. I] faudraitapprécier 
sa parfaite independance d’esprit, ennemie des idées recues, 
lattrait de sa conversation pleine d’apercus pittoresques et a 
laquelle le souci de l’expression juste donnait parfois comme 
une nuance d’hésitation qui était un charme de plus. 

Mais sachant qu'il eit préféré le silence a toute manifes- 
tation un peu excessive, nous éviterons d’écrire ce qui 
n’aurait pas manqué d’éveiller son ironique et malicieux 
‘sourire. 


Pierre Wetss. 


GESAMMELTE WERKE 


WALTHER RITZ 


(KUVRES. 


I. 


ZUR 


THEORIE DER SERTENSPEKTREN. 


Inaugural-Dissertation zur Erlangung der Doktorwiirde, vorgelegt 
der Hohen Philosophischen Fakultit der Georg-Augusts-Uni- 
versitat zu Gottingen. 


EINLEITUNG. 


Die merkwiirdigen Gesetze, die von Balmer ('), Kayser und 
Runge, und Rydberg in vielen Linienspektren entdeckt worden 
sind, zeigen bekanntlich, dass die Kigenschwingungen des Licht- 
erregers einen durchaus anderen Typus besitzen als die uns aus 
der Elektrodynamik, Elastizititstheorie und Hydrodynamik be- 
kannten Falle von Eigenschwingungen. Wahrend in letzteren die 
Schwingungszahlen v, als Funktionen willktiriicher ganzer Zahlen 
dargestellt, fiir grosse Werte dieser Zahlen arithmetische Progres- 
sionen bilden, welches auch immer die Gestalt der schwingenden 


Kérper sei, und somit niemals zwischen zwei endlichen Werten 


(‘) J.-J. Batmer, Wied. Ann., t. XXV, 1885, p. 80. 
R. 
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yon y unendlich viele Eigentine liegen, so findet genau das 
Gegenteil fiir die den Serienspektren (und wie es scheint, auch den 
Bandenspektren) entsprechenden schwingenden Systeme statt. 

So ist das Wasserstoffspektrum bekanntlich mit ausserordent- 
licher Genauigkeit darstellbar durch die Balmersche Formel, die 
man schreiben kann 

Tos Ta 


ie: I 
— = 10967),0 ie 
i ary 4 me? 


ae 


wo Ader Reihe nach die auf Vakuum reduzierten Wellenlingen 
der Wasserstofflinien in Angstrimeinheiten (10-Sem) bedeutet, 
wenn m=3, 4,5... 32 gesetzt wird (1). Mit unendlich wachsen- 
dem m nihern sich die 1/) immer wachsend einer endlichen 
Grenze, in deren Nihe unendlich viele Spektrallinien sich haufen. 

Dabei ist die Genauigkeit, mit welcher sich diese Formel an die 
Erfahrung anschliesst, eine so ausserordentliche, und die Feinheit 
der Messungen so gross, dass nur wenige physikalische Gesetze 
in dieser Hinsicht mit jener Formel yergleichbar sind. Beim Ver- 
such sie theoretisch zu begriinden wird man somit zunachst von 
der Voraussetzung ihrer absoluten Genauigkeit ausgehen diirfen. 

Die ganz ahnlichen Gesetze anderer Linienspektren sind weiter 
unten zusammengestellt. Auch sie zeigen stets eine Hiufungsstelle 
der Schwingungszahlen im Endlichen. 

Dass eine solche Haufungsstelle auf Grund der bekannten Dif- 
ferentialgleichung 


die fiir alle Schwingungsprobleme der Elastizitits- und Elektri- 

zitatstheorie massgebend ist, nie eintreten kann, ist bekannt. Fiir 

festgehaltene Begrenzung ist der strenge Beweis von Herrn 

Poincaré (*) erbracht worden. Zwar kinnen bei geeignet gewiihl- 
ib s : : eT TO ee eS : , t= 

ten Bedingungen mehrere Eigenschwingungen sehr nahe zusam- 

menfallen, doch ist ihre Zahl stets endlich, und sie weisen auch 


(") Naheres vgl. H. Kayser, Handbuch der Spektroskopie, U. Aufl., t. I 
1902, p. 504. 


(*) H. Potncart, Rendic. del circ. mat. di Palermo, t. VIM, 1894. p..o7 
by A 


’ 
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nicht annihernd die von der Balmerschen Forme! geforderte 
Gesetzmiissigkeit auf. 

Danach scheint die Anlehnung an die geliufigsten Hypothesen- 
bildungen der Physik sehr erschwert. Bedenkt man noch, dass 
der Schluss aus den Schwingungszahlen eines zur Zeit uns noch 
ganz unbekannten Systems auf die Gesetze seiner Bewegung kein 
eindeutiger ist, so wird man die Aufgabe der Theorie so stellen 
diirfen : 

Unter moglichster Anlehnung an Mechanik oder Elektrodyna- 
mik sollen physikaliseh anschauliche, mathematische Operationen 
angegeben werden, deren Interpretation durch die Schwingungen 
eines geeigneten « Modells » fiir diese auf die Gesetze der Serien- 
spektren ftihren; sie soll gestatten, die empirischen Formeln zu 
verbessern, unter einheitlichen Gesichtspunkt zu ordnen und neue 
Gesetze aufzudecken. 

In diesem Sinn der Fragestellung hoffe ich die Aufgabe im 
folgenden gelist zu haben. Nach einer Uebersicht des vorliegenden 
empirischen Materials und der bisherigen theoretischen Versuche 
werden zuniachst aus einem geeigneten, moglichst einfachen An- 
salz fiir die potentielle Energie eimes zweidimensionalen Kon- 
tinuums ‘(es sind Fernwirkungen angenommen) die Bewegungs- 
gleichungen desselben auf Grund des Prinzips der kleinsten 
Aktion abgeleitet. Es ergeben sich eine Hauptgleichung und ge- 
wisse Randbedingungen; die Lisung dieser Gleichungen zeigt, 
dass die Gesamtheit der Eigenschwingungen des Systems das 
Wasserstoffspektrum darstellt. 

\uf die Spektren anderer Elemente wird man gefiihrt, wenn 
man die Hauptgleichung der Bewegung und die Gestalt des Sy- 
stems ungeiindert lisst und nur die Randbedingungen varilert. 
Diese Annahme fiihrt ndmlich su Forme!n, die bet geringerer 
Anzahl der verfiigbaren Konstanten etne besonders tm roten 
Teil des Spektrums wesentlich hoihere Anndherung an dite 
Erfahrung darstellen als bisher erretcht war. Auch ergeben 
sich Beziehungen zwischen verschiedenen Serien, die zum Teil von 
Rydberg wegen der Unvollkommenheit seiner Formel nur ver- 
mutet werden konnten. Der sogenannten zweiten Konstante der 
Formeln von Kayser und Runge, die von Element zu Element 
auffallend wenig veranderlich sich zeigte, entsprichtin den neuen 
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Formeln eine exakt universelle Grosse, etc. Da somit die ge- 
machten Voraussetzungen mehr als bloss formale Bedeutung zu 
haben scheinen, wurde schliesslich der Versuch gemacht, durch 
geeignete Hiilfshypothesen die Ausstrahlungsfihigkett der 
Oberténe des Systems zu erzielen. 

Auf Bandenspektren findet die Theorie keine Anwendung. 


Die empirischen Gesetze. 


Mit 4 wird im folgenden stets die Wellenlange in Luft nach 
Rowlands Skala und in Angstromeinheiten bezeichnet; mit v dze 
Wellensahl, d. h. die Anzahl Wellenlingen, die im Vakuum 
auf rem fallen; abgesehen von der Luftbrechung ist y= 10%)‘; 
vy ist der Anzahl Schwingungen pro Sekunde proportional. Endlich 
sei N der Koeffizient der Balmerschen Formel, aus Rowlands 
Messungen fiir H,, Hg, H, abgeleitet. Es ist also 


N = 109675,0. 


Dann schreibt sich die Balmersche Formel 


/ 


I I 
Pa ol ae ) (t= "3 beens 


m2 


Von Pickering (*) ist im Spektrum des Sternes ¢ Puppis, der 
die Wasserstofflinien sehr stark zeigt, eine neue Serie von Linien 
gefunden worden, deren Wellenzahlen sich sehr genau darstellen 
lassen durch die Formel 

e=N(7—-7 os ) (CeO ae rere 
(m= fallt ins Ultrarot). Pickering hat diese Serie mit der 
Balmerschen zu einer Formel vereinigt, wobei der Balmerschen 
die geraden, der neuen die ungeraden Ordnungszahlen zukommen. 
Doch haben Kayser (7) und Rydberg (*) nachgewiesen, dass nach 
der Analogie aller anderen Spektren diese Darstellung nur zufallig 


(*) H.-W. Pickerine, Harvard Co/lege Observatory Circular, Nr. 12, 1806; 
Astrophys. Journ., t. IV, 1896, p. 369. 

(*)-H. Kayser, Astroph..Journ., t. V, 1897, p- 243. 

(°) J.-R. Ryppera, Astroph. Journ., t. V1, 1897, p. 233. 
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moglich ist, dass wir vielmehr in der Balmerschen Serie die so- 
genannte erste Nebenserie, in der Pickeringschen die zweite Ne- 
benserie von Wasserstoft haben. 

Fir m=1 ergibt sich nun y= — 21325,9, A= 4087,88. Nach 
Analogie der anderen Spektren sollte eine hervorragend starke 
Linie, die Grundlinie der Hau ptserie diese Wellenlainge aufweisen, 
was sich glinzend bestatigt hat ('). Die weiteren Linien der Haupt- 
serie liegenim Ultravioletten und sind wegen der atmospharischen 
Absorption unsichtbar. Die Formel der Hauptserie ist’ nach 


Rydberg 


e=N[S- os (Vi8, SOs Sy mane 

Danach besteht das Wasserstoflspektrum der Nebelsterne aus 
drei Serien: einer sehr intensiven, weit im Ultraviolett endigenden 
Serie mit scharfen Linien, der « Hauptserie »; einer weniger in- 
tensiven « Nebenserie » mit verbreiterten Linien, der einzigen, 
die wir kiinstlich darstellen kénnen; und einer noch schwacheren, 
aber schirferen « zweiten Nebenserie », die an demselben Punkt 
endigt wie die erste Nebenserie. In jeder dieser Serien nimmt die 
Intensitat ab mit wachsender Ordnungszahl. 

Ganz aihnlich gebaut erweist sich das Spektrum von Lithium (*) 
Auch hier ordnen sich die Linien in drei Serien mit genau dem 
besprochenen Aussehen; wieder zeigt sich ein immer naheres 
Zusammenriicken der Linien jeder Serie, wenn man von Rot 
nach Violett geht. 

Auch Na, K, Rb, Cs zeigen dieselbe Erscheinung, nur sind die 
Linien doppelt. Von Hartley (*) und Julius (*) ist bemerkt worden, 
dass der Abstand der Komponenten jedes Paares, gemessen in der 
Skala der Wellenzahlen, also y,—¥2, konstant ist. Dies « Gesetz 
der konstanten Differenzen » hat sich von héchst allgemeiner 


Giiltigkeit erwiesen. 


(eee RYDBERG) COC. Cl... p. 200) 

(*) Die Linien sind wahrscheinlich sehr enge Paare, vel. A. HAGENBACH, Ann. 
d. Phy-s., t. IX, 1902, p. 729. 

(2) W.-N. Hartiey, Journ. chem. soc., t. XLI, 1582, p. 84; Phil. Mag., 3° série, 


tex XAT, TOOK, Pp. 300. 
(4) V.-A. Junius, Watuurk. Verh. der Kon, Akad. ¢. Wetensch. Amsterdam, 


t. XXVI, 1888. 
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Dies gilt fiir die Nebenserien. Fiir die Hauptserie werden die 
Paare mit zunehmendem y immer enger; das rote Paar zeigt die- 
selbe Diflerenz y, —y» wie die Nebenserien. 

Die Elemente der zweiten Mendelejefschen Gruppe zeigen 
Triplets an Stelle der Doppellinien; die Hauptserie ist noch nicht 
gefunden, fiir die Nebenserien gilt wieder das Gesetz der kon- 
stanten Differenzen. 

Bei Helium (') hat man zwei Nebenserien und eine Hauptserie 
yon Doppellinien, dann noch zwei Nebenserien und eine Haupt- 
serie von einfachen Linien. Das sogenannte Compoundspek-. 
trum (2) von O zeigt dieselbe Anordnung, nur dass an Stelle der 
Doppellinien Triplets treten; an Stelle der einfachen Linien 
Doublets. 

Wenn die Linien einer Serie wegen ihres gemeinsamen wohl 
ausgepragten physikalischen Charakters schon sehr friih in vielen 
Fallen als zusammengehérig erkannt waren, so haben die Unter- 
suchungen von Runge und Paschen (*) tiber das Verhalten der 
Serienlinien im magnetischen Feld diese Zusammengehorigkeit, 
unabhdngtg von jeder mathematischen Darstellung, definitiy 
dargetan. Danach zeigen alle Linien einer und derselben Serie 
qualitativ und quantitativ dieselbe meist ziemlich komplizierte 
Zerlegung, wenn man die Skala der Wellenzahlen zu Grunde 
legt; die verschiedenen Komponenten eines Triplets geben ver- 
schiedene Zerlegungen, ebenso die verschiedenen Serien. Die 
Zerlegung (in der y-Skala) entsprechender Linien verschiedener 
Elemente ist qualitativ und quantitativ dieselbe. Man hat hier ein 
von aller Willktir freies Mittel, die Linien zu Serien zu ordnen. 

Es handelte sich nun darum, fiir diese Serien Formeln aufzu- 
stellen, die der Balmerschen entsprechen. Dies ist gleichzeitig 
von Kayser und Runge (+) und Rydberg (*) versucht worden, 
und zwar ordnen sie die Spektren im wesentlichen ganz in 
derselben Weise. 


(1) C. Runer u. F. Pascnen, Astrophys. Journ., t. UL, 1896. p. 4. 
(*) C. Rungzu. F. Pascuen, Wied. Ann., t. LXI, 1897. p. 641. 
(*) C. Runge u. F. Pascuen, Sitsungsber. d.k. Akad. a. Wissensch. su Berlin, 
1902, p. 380 u. p. 720; Abhandlungen d.k. Akad. d. Wissensch. su Berlin, 1902. 
(*) H. Kayser u. C. Runge, Abhandlungen d. k. Akad. d. Wissensch. su 
Berlin, 1889, 1890, 1891, 1892. 
(°) J.-R. RypBere, K. Svenska Akad. Handl., t. XXIII, 1889. 
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Die Balmersche Formel lautet 


I I i 
F — 4 a 


es lag nahe eine Kntwickelung yon der Form 


I b 3 
a) allie 
(a) ( oder fi (=) TO ale eee 
Les, Siu b c 
mx m2 me 


anzuselzen und mit den ersten Gliedern abzubrechen. In ihren 
ausgedehnten Untersuchungen haben Kayser und Runge auf 
Grund ihrer sehr feinen Messungen nachgewiesen, dass die zweite 
Formel die Beobachtung in der Tat sehr genau darstellt. Dabei 
zeigte sich, dass meist die niedrigsten Ordnungszahlen (2 oder 3) 
der ersten (roten) beobachteten Linie entsprechen; war dies nicht 
der Fall, so ergaben die Formeln Linien im Ultrarot, die seither 
in der Tat von Lehmann (') und Lewis (2) griésstenteils nach- 
gewiesen sind, eine schone Bestitigung der Formeln. Merkwiirdiger- 
weise bleibt der zweite Koeffizient 6’ zwischen ziemlich engen 
Grenzen eingeschlossen, wihrend der erste und der dritte yon 
Serie zu’ Serie stark varieren. Wahrend aber bei der ersten 
Nebenserie die Abweichungen zwischen Rechnung und Beobach- 
tung meist innerhalb der Fehlergrenzen legen, haben Kayser 
und Runge bei der niedrigsten Ordnungszahl in der Hauptserie 
und derzweiten Nebenserie sehr starke Abweichungen, die bis auf 
300 A.-E. (bei Cs) aufsteigen. Es fehlen somit in ihren Formeln 
Glieder mit héheren Potenzen von 1/m?; 1/4 ist durch eine rasch 
konvergente Potenzreihe darstellbar. Die Existenz einer Grenze 
fiir ) bei m=~ folgt aus diesen Formeln wie bei Wasserstoff. 
Rydberg (loc. ect.) benutat die Forme|l 
B 


Le Sg se eee (1h, 28. Bs a) 
A (m+ pw)? 


(6) 


die er als Anfangsglied der sehr konvergenten Entwickelung einer 
Cc 


(1) H. Leumann, Ann. d. Phys., t. V, rgo1, p. 633; t. VIII, 1902, p. 643. 
(2) E. Lewis, Astroph. Journ., t. I, 1895, p. 1. 
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universellen Funktion 


C 


[ 
ad MU) alge ane 


betrachtet. Er setzt daher B aus der Balmerschen Formel ein, 
sodass er nur siwei willkiirliche Konstante A und y. verfiigbar hat. 
Die Uebereinstimmung ist aber wesentlich schlechter als bei 
Kayser und Runge, und daher die Formel sehr verbesserungsbe- 
diirftig. Bestimmt man dagegen B fiir jede Serie in geeigneter 
Weise, so wird der Anschluss (bei drei Konstanten) mit dem 
von Kayser und Runge erzielten ziemlich gleichwerug. Es zeigt 
sich, dass B innerhalb noch engerer Grenzen vyariabel ist (') 
wie bin (a). 

Fiir die rote Linie der Hauptserie nehmen Kayser und 
Runge zumeist die Ordnungszahl 3 an, um den bestmoglichen 
Anschluss an die Beobachtung zu erhalten. Bei Li, He dagegen 
zeigt sich, dass n =2 gewahlt werden muss. Rydberg hat iiberall 
n==2 (wenn seine Konstante » zwischen —o,5 und +0,0 ge- 
nommen wird). Da ist der Hauptserie von Wasserstoll 


1 1 ys 
x =N| a -=| 


die Grundlinie der Ordnungszahl m—=»2 entspricht, so ist letztere 


Wahl sicher die zweckmassigere. 
Bei He, O, S, Se benutzen Runge und Paschen (loc. cit.) die 
Formel 


die man als Anfang der Entwickelung von 


nN (m+ pp) m? m3 


i ix B {yoo B 2u2B 


auffassen kann. Bei allen Formeln werden die Grundlinien 
(n = 2, 3) besonders schlecht dargestellt. 
Dass Rydbergs Formel der von Kayser und Runge in gewis- 


(1) Vgl. C. Runee u. F. Pascuen, Wied. Ann., t. LXI. 1897, p. 664. 
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sem Sinn iiberlegen ist, zeigt die Pickeringsche H-Serie, deren 
Gleichung 


I 1 I ij 
> N Fe 2 el: ea eee Te 
IN 4 (m+ 0,5)? 


genau die Rydbergsche Formel hat. 
Rydberg hat auf Grund seiner Formel eine Anzahl Gesetze 
gefunden, die von Kayser und Runge zum Teil bestatigt wurden. 


|. Die beiden Nebenserien endigen an derselben Stelle; 
bestehen sie aus Doppellinien, so hat man sie den beiden Serien 
gemeinsame Konvergenzpunkte. Die ersten Konstanten A miissen 
dann in den Formeln der beiden Serien identisch sein. Die Prii- 
fung dieses Gesetzes erfordert Extrapolation auf m=, und das 
Gesetz zeigt sich bei den Formeln von Kayser und Runge we- 
niger genau erfiillt wie bei den Rydbergschen. Eine Zusam- 
menstellung der Werte von A, die an dem Gesetz kaum einen 
Zweifel lassen, gibt Rydberg ('). 


Il. Die Doppellinien der Hauptserien haben eine gemein- 
same Grenze, wie auch Kayser und Runge angeben. 


Ll. Die Linien der ersten Nebenserie haben einen kom- 
plisierten Bau: nicht die intensiysten Linien, sondern die « Sat- 
teliten » geben untereinander die konstante Differenz der Wellen- 
zahlen, und zwar dieselbe wie die Paare bzw. Triplets der zweiten 
Nebenserie. 

Dieses Gesetz ist ebenfalls von Kayser und Runge (7) zuge- 
geben. Am yollstindigsten ist die Anordnung der Quecksilber- 
linien (in Geisslerriéhren) bekannt, die als Beispiel folgen moge. 
Es sind nach Rydbergs Bezeichnung », bzw. 7. die Differenzen der 
Wellenzahlen der ersten und zweiten, bzw. zweiten und dritten 
Linie eines Triplets. Fiir die zweite Nebenserie ist v,= 4633, 0; 
Yo = 1767, 4 (im Mittel). 


(1) J.-R. Rypnena, Rappgorts présentés au Congres international de Phy- 
Sique, t. II, Paris tg00, p. 212. 
(?) H. Kayser, Handbuch, t. I, 1902, p. 535. 
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hs Va 


DFO 6 5 oa 4632, 39 31928 ,99 1767, 82 33696, 81 
BpOWbon mos 2,96 3,06 

D720 On OO Maen 4632.50 31931,95 1767 , 92 33699 , 87 
(DOM oe cas 60,06 

DMN) Asem o6 4632, 23 31992, 01 — = 
SOLO tec 

Diy SKOVAKO Was oo. = -- — - 


IV. Die Differenzen ¥,, v2 sind innerhalb etner und der- 
selben Gruppe chemisch verwandter Elemente proportional 
dem Quadrat des Atomgewichtes. Diese Beziehung ist nur an- 


genihert. 


V. Hine letste wichtige Besiehung verbindet die Hauptserie 
mit der swetten Nebenserte. Schreibt man ftir erstere 


(1) y=A- = 55 aes 
fiir letztere aber 
() 1=8- (CTs = Dey ect 
so findet man, dass 
A ee ee 
(1-+ s)? (2+ a)? 


sodass beide Serien sich susammenfassen lassen in 


N 1 I 
(7 +s)? (m—+a)? 


Das Vorzeichen ist so zu wiihlen, dass y positiv wird. Fiir die 


(3) SS y) == 


Hauptserie ist m=1, n=2,3,4...; fiir die zweite Nebenserie 
N=2,m—=1,2,.... Piir die rote Linie der Hauptserie ist 
+) = N l t . 
(150) (24+ |? 


thr vy ware also gleich der Differens A —S der Grenzen von 
Hauptserie und Nebenserien. 


Die erste Beziehung lasst sich recht genau prifen und erweist 
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sich als richtig, soweit die Sicherheit der extrapolierten Grenzen 
reicht (4). 

Die zweite Aussage der Gleichung (3) ist; 

Die erste Linie der zeerlten Nebenserie (esa ioy nie 1) wst 


identisch mitt der ersten Lintie der Hauptserie (m=1, n=2). 


Diese Beziehung scheint zunichst nur eine rohe \nnaherung 
zu sein und wurde bis jetzt als solche betrachtet (2). Man muss 
jedoch beriicksichtigen, dass die Priifung derselben eine sehr 
weite Extrapolation der Formel (2) verlangt, nach der Seite der 
kleineren Ordnungszahlen hin. Schon von n= 3 auf n= 2 wird 
die Extrapolation recht ungenau, sie kann fiir n=1 ganz unsicher 
werden, aber es ist durch diese mangelhafte Uebereinstimmung 
mit der Beobachtung nichts gegen die Zusammengehorigkeit der 
Serien bewiesen. Sehr gestiitst wird dieselbe dagegen durch fol- 
gende ‘Tatsachen : 

Betrachtet man ein Spektrum von Doppellinien, so lauten die 
Formeln nach Rydberg : 


Hauptserien : 


\ I 1 
\ (1+ s)? (m+ w,)? 
(a) a ye ) (1 
N I } 
(iS s))2 (7 += [te )? 
Eerste Nebenserie : 
|a| |] 
= Wes It ; 
y (ma)? (232 ws) ) 70,5. 
2) SE te | aI 
N I I 
2 2 | pe | 
| (m+ a)? (2+ ps )* 
Zweite Nebenserie : 
( I I 
» an 2 
v (Gi sy (Oar [UE je 
(y) Sas Sy 
N | I { 
+ ; 
(7m + 5)? (2+ po)? | 


’ 


Sei p, > 2, so ergibt py fiir die Hauptserie nach (a) grissere v 


(1) J.-R. RypBere, Rapports, etc., b. Il, p. 214, gibt eine Zusammenstellung. 
(7) H. Kayser, Handbuch, t. II, 1902, p. 297- 
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(absolut genommen) als 42; kleinere nach (y) fiir die zweite Neben- 
serie. Es miissten sich die kleineren Wellenlangen des Doublets 
der Hauptserie und die grisseren in der zweiten Nebenserie ent- 


sprechen, und vice versa. Nun findet sich: 


1. Die Intensitéten der Komponenten der Doublets zeigen in der 
Hauptserie die umgekehrte Reihenfolge wie in der zweiten Neben- 
serie. 

2. Die Abstinde der Komponenten sind durch die Formeln 
(x), (8), (y) sehr genau beschrieben (') (naheres vgl. unten). 

3. Die ersten (mehr nach Rot gelegenen) Komponenten der 
Doublets der Hauptserie zerlegen sich 1m magnetischen Feld genau 
wie die zweiten Komponenten der Doublets der zweiten Neben- 


serie, und vice versa (*). 


Besonders letztere Beobachtung spricht sehr fiir einen wirk- 
lichen Zusammenhang. Auch ist bemerkenswert, dass bei Wasser- 
stoff, wo die Formeln sich der Erfahrung am besten anschliessen, 
die Rydbergschen Beziehungen sich als vollkommen exakt erwie- 
sen haben. 

Vorgreifend bemerke ich, dass die gerade fiir die niederen 
Ordnungszahlen viel genaueren Formeln, die ich auf Grund der 
Theorie gefunden habe, eine weit bessere Uebereinstimmung der 
Rydbergschen Regeln mit der Erfahrung geben : bei allen Ele- 
menten, wo beide Serien bekannt sind, fallt die extrapolierte 
Grundlinie der zweiten Nebenserie in die unmittelbare Ndhe 
der Grundlinie der Hauptserie; in den Tabellen (vgl. unten) 
sind direkt beide Serien durch eine einsige Formel dar- 
gestellt. 

Weiter seigte sich, dass die sweite Konstante der neuen 
Formeln genau universell ist, ein Resultat, dessen Deutung sich 
als sehr einfach erweist. 

Schon Balmer betrachtete seine Formel als Spezialfall yon 

I m?— n? 


— eee ie Se —- “ 
ee ty (C200 7 Te De ee 


(*) G. Runer u. F. Pascugen, Wied. Ann., t. LXI. 1897, p. 664. 
(7) C. Runge u. F. Pascnen, Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu Ber- 
lin, 1902, p. 380, 720; H. Kayser, Handbuch, t. I, 1902, p. 670. 
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Ebenso wird man vermuten, dass Wasserstoff ausser der Serie 
-Ey/N=1/(1,5)? —1/m?auch noch die Serien -y/N=1(2,5)2—1/m?, 
ea “nd ‘ eh es ee 
+ v= 1/(3,5)?— 1/m? ete. zeigt. Es lauten dann die Formeln des 
H-Spektrums: 

v I I 7] 1 r 


(A Se AS eee ; a 
) N n2 mR? N Ge Ty Hh CE TO ONO, Na 


Berticksichtigt. man noch die Darstellbarkeit der Haupt- und 
Nebenserie durch eine einzige Formel bei allen Elementen, soweit 
die Erfahrang reicht, so wird man wohl mit Rydberg es als sehr 
wahrscheinlich betrachten diirfen, dass die Serienformetn 
ergentlich mit swet willkiirlichen ganzen Zahlen su schreiben 
sind. Dabei hatten dann positive und negative Schwingungs- 
zahlen dieselbe Bedeutung. Man erkennt sofort, da N=109675,0, 
dass die nicht beobachteten Grundlinien, die den Ordnungszahlen 
1, 2 in den Serien entsprechen, ins dusserste Ultrarot bez. Ultra- 
violett fallen. Denn es entsprechen sich folgende vy und } : 


9 = 10000 17.000 32000 30000 


C 3 he Grenze der bekannten 
AA.-E.=10000 5900(D-Linien) 3100 2000 


Spektren. 
Weitere Serien, die den Formeln =v=N[1/m?— 1/n’*], 
m=1, 3,4, ... entsprechen, liegen ganz im Ultrarot bez. Ultra- 
violett, bis auf die schon von der Balmerschen Serie aufgenom- 
menen Linien; ihre Intensitétist wahrscheinlich geringer als die 
der letzteren Serie. 

Die Formeln (A) verlangen also, dass im dussersten Ultrarot bez. 
Ultraviolett weitere Serien des Wasserstoffs parallel der bekannten 
verlaufen, ihre Wellenlaingen sind durch obige Formeln (A) sehr 
genau voraus zu berechnen. 

Bei den anderen Elementen gilt aihnliches, es sind in noch un- 
bekannten, oder sehr mangelhaft bekannten Gebieten des Spek- 
trums neue Serien zu erwarten, die sich aus den bekannten durch 
die unten angegebenen Formeln extrapolieren lassen. Die wenigen 
Spektren, bei welchen sich im Gelb und Blau Linien ergeben 
wtirden, lassen die genaue Berechnung nicht zu, da die Haupt- 
serien noch nicht bekannt sind. (Niheres vgl. unten. ) 

Eine entscheidende Priifung der zu (A) ftihrenden Annahme 
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muss also der Zukunft tiberlassen bleiben. Doch scheint es wohl 
im jetzigen Stand unserer Kenntnisse der Linienspektren noé- 
wendig sie heranzuziehen, um zu einigem Verstindnis der Tat- 
sachen zu velangen ('). Die Méglichkeit einer kiinftigen Priifung 
dieser Hypothese rechtfertigt dieselbe ebenfalls; es legen daher 
die Formeln 


n2 m2 


tvi=N( = 55) y= N | 


der hier vorgetragenen Theorie zu Grunde. 


Ubersicht der bisherigen theoretischen Versuche. 


Die theoretische Erklirung der besprochenen Gesetze ist bis 
jetzt nicht iiber die ersten Anfange hinausgegangen, Ww ohl vor allem 
weil keine mathematischen Operationen im Gebiete der theore- 
tischen Physik sich finden lassen, die auch nur annahernd zur 
Darstellung der Verhaltnisse geeignet waren. 

Die Literatur iiber den Gegenstand ist in Kaysers Handbuch, 
zweite Auflage, Band IL, p. 597-609 ausfiihrlich zusammengestellt 
beztiglich der Einzelheiten darf ich darauf verweisen. 

Schon im Jahre 1870 hat Stoney (7), indem er die Bewegung 
eines Punktes durch Fouriersche Reihen darstellte, die Existenz 
harmonischer Beziehungen zwischen den Wellenlangen plausibel 
zu machen gesucht. Spater (*) hat er in ahnlicher Weise die Dop- 
pellinien als Stérungen einer elliptischen Hauptbahn zu erkliren 
versucht. Diese Erklirung der Doublets ebenso wie die von 
Julius (+) (durch Kombinationstine) sind heute hinfallig geworden 
(vel. Kavser, Handbuch, loc. cit.). 


Unter Annahme einer periodischen Exzitation stellt Jaumann (*) 


(') Bei den Bandenspektren ist yon Deslandres (niiheres bei H. Kayser, 
Handbuch, t. Il, 1902, p. 470-495) die Abhingigkeit von dreé willkiirlichen 
gauzen Zahlen nachgewilesen worden. 

() Gis. Stonny, Phils Mac., 4° série, to NGL, i871, p. 201. 

(*) G.-J. Stonty, Dublin Trans., 2° série, t. IV, ior, p. 963. 

(') V.-A. Juttus, Natuurk. Verh. k. Ak.. Wet. te Amsterdam, t XXVI, 1888. 

(°) G. JauMANN, Sitsungsber. d. k. Akad. ad. Wissensch. su Wien. t. CII b, 
IT, 1894, p. 3% 
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die Bewegung wieder durch Fouriersche Reihen dar und schliesst 
aus dieser Darstellung auf die Existenz einer grossen Auzahl 
aquidistanter Linien, die nie beobachtet sind. Eine derartige 
Deutung der einzelnen Glieder einer Fourierschen Reihe ist ganz 
unberechtigt. Man wiirde ebensogut nach Wurzeln von tg k=k 


in der Form 
. A 
> arpsink;a 


i 


entwickeln kinnen; die a sind dann bekanntlich wieder bestimmte 
Integrale wie in Fouriers Entwicklung; man kénnte so auf un- 
endlich viele andere Spektrallinien schliessen. 

Die Analogie der Doublets und Triplets mit dem Zeemaneffekt 
hat u. A. Larmor (') hervorgehoben. Sie erweist sich aber als 
eine rein dusserliche, wenn man nicht nur die Nebenserien mit 
ihren aquidistanten Linien, sondern auch die Hauptserien mit 
den rasch enger werdenden Doublets beriicksichtigt. 

Beziighch der Arbeiten von Herschel (7) und Sutherland (*) 
sei auf das Handbuch von Kayser (doc. crt.) verwiesen. 

Dem Standpunkt der Elektronentheorie nihert sich Jeans (‘). 
Er denkt sich eine Kugel, bestehend aus konzentrischen Schichten 
positiv und negativ geladener lonen, deren Anziehung eine Funk- 
tion o(7) der Entfernung r ist. Fiir grosse r ist dann o(7)=a/r? 
(a=konst.), fiir kleine muss 9 eine wesentlich andere Form be- 
sitzen, da sonststabiles Gleichgewicht unméglich ware. Liasst man 
die Veilchen unendlich klein werden, so kann man das Schwin- 
gungsproblem durch Entwickelungen nach Kugelfunktionen behan- 
deln. Auf Grund der asymptotischen Gleichung 9 (7) =a/r? will 
Jeans beweisen, dass eine Grenze der Schwingungszahlen ein- 
treten muss, also die Serien erklaren. Dass dies in solcher All- 
gemeinheit nicht richtig ist, zeigt schon der Umstand, dass die 
molekulare Theorie der Elastizitat einer Kugel, die von denselben 


Anschauungen ausgeht, bekanntlich nicht zu einer Grenze der 


(1) J. Larmor, Phil. Mag., 5° série, t. XLIV, 1597, p- Oe 

(2) A.-S. HerscuEer, The observatory, June 1896; Referat Cruw, Astrophys. 
Journ., t. VIL, 1898, p. 194 

(*) W. Surmertann, Phil, Mag., 

() J.-H. Jeans, Phil. Mag., 6° serie, t. Il, 1901, p. A 21. 


6° série, L. II, 1901, p. 245. 
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Schwingungszahlen fiihrt. Auch kann ich in den Entwickelungen 
p- 434-437 keinen stichhaltigen Beweis fiir die Behauptung von 
Jeans finden, da ich die ausgefiihrten Grenziibergange fiir be- 
denklich halte. Es muss iiberhaupt der Verlauf von o(r) fiir 
kleine Entfernungen weit mehr als der fiir grosse die Schwin- 
gungszahlen bestimmen. Auf spezielle Spektren wird in der Arbeit 
nicht eingegangen. 

Fitzgerald ('), Schuster (?) und Rayleigh (*) untersuchen 
den Fall, wo die Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Wellen in 
einem System von Kérpern eine Funktion der Wellenlange ist, 
wie in Cauchys Dispersionstheorie. Man kann dann eine Grenze 
der Schwingungszahlen erzielen, besonders wenn man sich jede 
Spektrallinie von einem anderen System yon Korpern ausgesandt 
denkt. Doch bezweifelt Lord Rayleigh, ob solche Analogien 
berechtigt seien, da bei ihnen im allgemeinen das Quadrat der 
Schwingungszahlen y und nicht, wie die Erfahrung verlangt, 
y selbst in den Gleichungen vorkommt. Er schliesst auf kinema- 
tusche, nicht auf dynamische Verbindungen. 

In diesem Sinn hat Hr. Riecke (*) die Schwingungen eines 
Ringes untersucht, indem er als Integrale der Bewegung ansetzte 


Uh = y An sinng sinarpt, 


mn 


Us = An sinng cos27 pt 


n 


(n Anzahl der Knotenpunkte eines Ringes, u,, uw. zwei den 


Zustand beschreibende Griéssen). Soll p durch eine Formel der 
Art 


(1) G.-F. Firzgeraip, Rep. Brit. Ass., 1894, p. 689. 

(?) A. Scuusrer, Vat., t. LV, 1896, p. 200. 

(a) Lord RayLeian, Phil. Mag., 5° série, t. XLIV, 1897, p. 356; 5° série, t. XLVI, 
1898, p. 567. 

(*) KE. Rigcke, Phys. Zeitschr., t.1, 1899, p. 10; t. II, p. 107; Ann. d. Phys., 
t. I, 1900, p. 399. 
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gegeben sein, so geniigt, dass man fiir w,, Ww das System ansetat 


OP Uy O* Us 02 lbs 
dt dot a On rf Jo* SPEEA Se! 
on Uo ok Uy 0? uy, 
en == Cll) == 0. 


Eine Deutung dieser Gleichungen ist bis jetzt noch nicht ge- 


lungen. Eliminiert man etwa w,, so folgt fiir w, eine Gleichung 
zehnter Ordnung. 

Nach den Erérterungen in der Einleitung ist das Verhalten der 
Spektralserien mit der Annahme rein elastischer oder elektro- 
dynamischer Schwingungen unyereinbar. Kolaéek (‘) und 
Lindemann (7), die yon derartigen Annahmen ausgegangen 
sind, gelangen daher nur zu einem Zusammenriicken einzelner 
Linien; die Balmersche Formel auch nur angenadhert zu er- 
halten, ist ihneon unméglich. Die yon Hrn. Lindemann aufge- 
stellte Beziehung zu den Atomgewichten hat deshalb auch kaum 
Bedeutung. 


Die Grundlagen der Theorie. 


Fiir die Theorie der Spektrallinten kommen von vornherein 
zwei verschiedene Annahmen in Betracht. Man kann, ausgehend 
yom Zeemanphinomen, die Schwingungen einzelner Koérper bez. 
Elektronen untersuchen, die sich in verschiedenen Gleichgewichts- 
lagen oder Konstellationen befinden. Abgesehen von dem schon 
erwahnten Einwand von Lord Rayleigh, dass sich dann die ein- 
fachsten Gesetze auf das Quadrat der Schwingungszahl, nicht aut 
diese selbst beziehen (wie es die Balmersche Formel, das Gesetz 
der konstanten Differenz u. a. erfordern), scheint es sehr schwer 
auf diesem Weg eine zweifach unendliche Anzahl von Linien, 
wie sie bei den Linienspektren zu erwarten ist, oder gar eine 
dreifach unendliche, wie sie Deslandres (*) Gesetze fiir Banden- 
spektren erfordern, zu erhalten. Gerade letzterer Umstand zwingt 


(1) F. Kouatex, Wied. Ann., t. LVII, 1896, p. 271. 
(2) F. Linpemann, Minch. Sits.- Ber., t. XXXT, 1g01, p. Aqt. 
(°) H. Destanpres, Compt. rend., t. CX, 1890, p. 748. 


R. = 
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fiir die Bandenspektren auf Schwingungen eines | nach Runge (*) 
positiv elektrischen | dreidimensionalen Korpers zurtick zu greifen, 
und fiihrt dann von selbst zur Annahme, dass die Linienspektren 
thren Ursprung den Eigenschwingungen zweidimenstonaler 
Gebilde verdanken. 

Dies soll unsere Grundannahme sein. 

Bei dieser Auffassung wird sich insofern eine Analogie unserer 
schwingenden Flaiche zu elastischen Membranen ergeben, als beide 
eine zweifach unendliche Anzahl von Knotenlinien aufweisen 
kénnen, und ihre Schwingungszahlen Funktionen zweier willkiir- 


licher ganzer Zahlen sind, wie die Formel 


1 1 
a= yi IN i A 
Tz Tit~ 


verlangt. Mathematisch eingekleidet besagt diese Annahme, dass 


jede stetige, fiir den Zustand charakteristische Grosse 9 in ihrer 
Abhangigkeit vom Ort durch eine oszil/terende Funktion ge- 
geben ist. 
Man vergleiche die Formel 
I i 
—zvy=N(— —— 

n> m? 
mit der fiir eine transversal schwingende, quadratische Membran 
gulugen Formel: 


T= =i, oy 


- an + Ss 
A) Pp? = Or == Mm"), 
(ete == D4 =e 
wo 6 eine Konstante, p die Schwingungszahl bedeutet. Sind die 
Seitenlangen 2a, sind die Koordinatenachsen durch den Mittel- 
punkt parallel zu den Seiten gelegt und ist der Rand festgehalten, 
dann ist das Integral der Elastizitiitsgleichungen von der Form : 
MOMS 3. 0 my 


A sin( pt+ c) sin sin 
a 


(A, c, Konstanten). Dass die Quadrate der ganzen Zahlen m,n 
ohne weiteren Faktor verbunden erscheinen, ist Folge der Gleich- 


wertigkeit des Quadrates in der w- und y-Richtung. Dass ganze 


(') H. Kayser, Handbuch, t. UU, 1902, p. 660. 
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Zahlen und nicht, wie gewoihnlich, Wurzeln transzendenter Funk- 
tionen auftreten, folgt aus dem Umstand, dass in dem Integral 
nur sinus und cosinus vorkommen; die eingefiihrte Grundannahme 
fiihrt also in wohl nicht allzu willkiirlicher Weise dazu, fiir das 
dem Wasserstoflspektrum entsprechende schwingende Gebilde 
ebenfalls nur mit trigonometrischen Funktionen zu operieren. 
Damit ist die allgemeine Form der Lisungen der gesuchten Be- 
wegungsgleichungen festgestellt; fiir die Schwingungszahlen sollen 
sich ausserdem die Formeln 


I\2 
ba = 
\ 2) 


ergeben. Die Aufgabe ist nun, einfache Ansatze fiir die poten- 
tielle Energie des Systems zu finden, die zu solchen Bewegungs- 
gleichungen fihren. 
Drei Unterschiede zwischen den Formeln (A) und (B) charak- 
terisieren nun die Spektralschwingungen gegentiber den Schwin- 
oO 2 
gungen elastischer Korper. 


1. Bei unendlich wachsenden Ordnungszahlen m, n wird p un- 
endlich, y aber nicht. 

2. Die Formel (A) enthilt die Schwingungszahl p im Quadrat, 
in (B) dagegen tritt sie in der ersten Potenz auf. 

3. Die Formel (A) ist in m und n symmetrisch, (B) aber nicht. 


Es sei noch bemerkt, dass bei den Spektralschwingungen 
ebenso wie in der Elastizitatstheorie, das Superpositionsprinzip 
velten muss, die Grundgleichungen also linear sein mtissen. Die- 
selben sollen jetzt aus dem Hamiltonschen Prinzip unter Zu- 


reergneten Form fiir die potentielle Energie 


grundelegung einer g 


abgeleitet werden. 


Systeme mit endlicher Grenze der Schwingungszahlen. 


Aus spater zu erorternden Griinden lassen sich x und y in den 
folgenden Gleichungen nicht, wie zuerst nahe legen méchte, auf 
einer Kugelflache interpretieren. Als weitaus einfachste Inter- 
pretation erweist sich die Annahme eines ebenen, schwingenden 
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Quadrates, die yon nun an der Betrachtung zu Grande legen 
mége. Die Koordinatenachsen seien durch den Mittelpunkt der 
Fliche parallel zu den Seiten gelegt; 2a@ sei die Seitenlange, 9 die 
Massendichte, do das Flachenelement. 

Wir betrachten zuniachst den einfachsten Fall, wo ere Grosse w, 
die wir zweckmissig als eine kleine Verschiebung der Punkte der 
Quadratfliche F senkrecht zu deren Ebene deuten, zur Beschrei- 
bung des Zustandes ausreicht. Dann ist die kinetische Energie des 


[ Ow \? 
[fey 


Die potentielle Energie soll auf einer Fernwirkung beruhen, 


Systems : 


die jedes aus dem Gleichgewichtszustand yverschobene Teil- 
J 5 

chen zy’ auf ein in xy gelegenes ausiibt. Diese Wirkung sei 
proportional der mittleren Kriimmung 1/9,-+ 1/9. der defor- 
mierten Flache in zy’, d. h. bis auf Grissen hoherer Ordnung 
proportional 


Ist dann f|(a—.2'), (y—y’)] eine Funktion der relativen Lage 
der wirkenden Punkte, d. h. der Abstinde gemessen parallel 
zu den Seiten des (Quadrates, so sei die « Wirkung » ® im 
Punkte ay: 

(a) o = | [ aw fda! ia 

Als Ausdruck der potentiellen Energie nehme man ©? (analog wie 


in der Maxwellschen Theorie); dann besagt das Hamiltonsche 
Prinzip, dass 


i Fe 

, { Ow \2 ane 

(1) [ dt f | do E (+) —«:] = Minimum. 
J 1, Bans » ot 


Setzte man f als Funktion der Entfernung 


2) 


allein an, so erhielte man, selbst wenn nach der Grundannahme 
w als oszillierend yorausgesetzt wird, fiir ®, also fiir die poten- 
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tielle Energie keine oszillierende Funktion (‘), sodass der Vorgang 
nicht von der gewitinschten Art sein wiirde. Zu einem befriedi- 
genden Ansatz fiihrt dagegen folgende Ueberlegung: Wenn sich 
auf einer Geraden OX eine Reihe von Punkten nach dem Newton- 
schen Gesetz anziehen, so ist ihr Potential 


m;M>f. 
| xi— 7% | 


{In diese Formel gehen die absoluten Betrage |x;—2,;| der Ent- 
fernungen ein, Dasselbe nehmen wir hier an; man hat dann jedes 
Integral yon der Form 


zu zerlegen in 


i 


a 


a 


; 8 
o(2') (a2 — a’) da'+ if o(2') b(2'— a) dz’, 


xy kommen dann auch in den Grenzen des Integrals vor, und ® 
kann oszillierend werden. 
Besonders naheliegend ist nun die Annahme, dass 


Ale—2'|,ly—y'l)s 


und somit die Elementarwirkung einfach proportional sei den 


Entfernungen |2—a’|, |y—y'|. Es sei also, unter ¢ eine Kon- 


stante verstanden, 


(2) w= ff ola—a'||y—y'|aw do! Cy: 


(1) Denn wire ® oszillierend, so wiirden bei sehr grosser Anzahl der Knoten- 
linien die Perioden von @ mit denen yon w beliebig klein werden. Nun darf f 
von der willkiirlichen Zahl (mm, 2) der Knotenlinien natiirlich nicht abhaingen, 
Differentiiert man beide Seiten von (a) nach x, so wird fiir grosse m, n, OP/dx 
unendlich gross gegen ®; rechts aber hat man, da die Grensen bestimmt sind, 
nur 0f/dx statt f zu setzen; die rechte Seite bleibt von derselben Groéssenord— 
nung, sobald f und 0f/dz stetig sind, oder die Funktion der’ Entfernung 9(7) 
Singularitaéten wie die in der Polentialtheorie auftretenden besitzt, sodass das 
Integral (a) einen Sinn hat. Man erkennt dies leicht durch Anwendung des 
Mittelwertsatzes. 

(2?) Die Elementarwirkung ist also proportional dem Inhalt eines Rechtecks 


joa!) [9 — 9" |. 
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Dann ist mit dieser Bedingung das Integral (1) 


[af foley] 


zum Minimum zu machen, 

Vorerst aber eine Bemerkung. Soll diese Form des Hamilton- 
schen Prinzips anwendbar sein, so muss die Ausstrahlung ver- 
nachlissigt werden diirfen, wenn es sich nur um die Be- 
rechnung der Lage der Spektrallinien handelt. Die geringe 
Grisse der Dimpfung, die durch die hohen Gangunterschiede, 
bei denen noch Interferenzen erscheinen, einerseits, und durch 
die unveranderliche Lage der Spektrallinien bei sehr verander- 
lichen Intensitaéten anderseits erwiesen ist, berechtigt wohl zu 
dieser Annahme. Umegekebrt scheinen erhéhte Dampfdichte und 
Temperatur, also Vergrisserung der ausseren Einwirkungen nur 
im Sinne einer Verbreiterung, nicht eimer Verschiebung der 
Spektrallinien zu wirken ('). 

Das aufgestellte Variationsproblem lasst sich nicht ohne wei- 
teres nach Lagranges Methoden behandeln wegen des dabei autf- 
tretenden Integrals ®. Durch ganz ahnliche Rechnungen, wie 
in den unten ausfiihrlich behandelten Fallen, findet man die 
Hauptgleichung 

O19 (wp 


aS 
Be a EN SS 
Ot 0x" Oy* 


und die Randbedingungen 


Ow op 
ae) SS 
On ; on 


’ 


unter 2 die Normale zur Begrenzungslinie des Quadrates ver- 
standen. Als einzige Lisung ergibt sich 


; ‘ i\ cy 
w=! sin(vt +e) sin( m+ + we * sin(n + pa) hrc 
: De ‘ >) 


Hier sind A, ¢ willkiirliche Konstanten, m, 7 ganze Zahlen, 2a 


(') Hieriiber vgl. H. Kayser, Handbuch, t. Il, p. 297 {f. Jedenfalls ist die Ver— 
schiebung sehr klein gegen die Verbreiterung der Linie und kommt hier nicht in 
Betracht. 
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die Seitenlinge des Quadrates. Die Schwingungszahl y ist ge- 
geben durch ; 


ae 
/ I \ roa 
sy = N : | I LO) SM 
T\4 2 
(m+ +) (n+ =O 1, 
2 


worn 


Ht Ht 
$ 


gesetzt ist. 

Durch die oben gemachten einfachen Annahmen wird man 
also su einer Formel gefiihrt, die schon verschiedene wesent- 
liche Bigenschaften der Wasserstoffformel 


ee [ I 
(a) + vy = 109675,0( = — — 
\ ioe m? 


aufweist: die Schwingungszahlen haben eine Grenze; aus der 
zunachst auftretenden Formel fiir das Quadrat der Schwin- 
gungssahl lésst sich die Wursel ausziehen etc. Ein bemerkens- 
werter Unterschied bleibt im Vorsetchen,; durch passende Aen- 
derungen in den Grundannahwmen kann man genau die Forme! («) 
erhalten; die yorhergehenden Eriérterungen sollten die Berech- 
tigung dieser neuen Annahmen, zu denen wir jetzt tibergehen, 
erweisen. Dieselben wiirden, unvermittelt auftretend, recht will- 
kiirlich scheinen. 


Die Balmersche Wasserstoffformel. 


Durch die Symmetrie des Quadrates sind nicht nur die Rich- 
tungen der Seiten, sondern auch die Diagonalen 5, 1 ausgezeich- 
net. Auf Jetztere als Koordinatenachsen bezogen, sind fiir die 
Deformation der Flache in jedem Punkt charakterisusch die 
Koeffizienten 02/0&?, 02/077, 02/05 07, der Dupinschen 
Indicatrix in diesem Punkt ( als s-Koordinate au feefasst). Letz- 
tere Grosse ist das Mass fiir die Abweichung der Ebene der zwei 
Hauptkriimmungslinien von den Richtungen der Diagonalen Sere 


i eS 7, ese! —7', so folgt 


0? ~ 02 Ww Pw 
dt dn’ ox'® dy’? 
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Diesen Ausdruck werden wir als Mass der Deformation be- 
trachten. 
Ferner seien 


X= | a — a | = 


lIy—y'lP? 
Se eee, 


Yet y= — 

ee al oe 
im folgenden vielfach auftretende Funktionen der absolut genom- 
menen, parallel den Quadratseiten gemessenen Entfernungen Je 
zweier Punkte 2, y und 2’, y'; 2a sei die Seitenlange des Quadra- 
tes. Die « Wirkung » ® definieren wir durch 


(3) Gna @ [ [ Xv edo’ 


(° ist eine Konstante). Die potentielle Energie sei wie oben ®?; 
dann fordert das Hamiltonsche Prinzip, dass 


9 of 3) a . . 
the fF Ow )'= 92] do de = Minimum. 


Das Integral wira tiber die ganze Fliche erstreckt, do ist das 
Flachenelement. Um diese Variation ausfiihren zu kinnen, 
zeigen wir zunachst, dass man die Grisse ® = ® (x, y) auch auf- 
faussen kann als abhingig vom Zustand im Punkte x,y allein, 
d. h. dass man dte Integralgleichung (3) durch eine partielle 
Differentialgleichung ersetsen kann. 

Jedes Integral der Form 


+a 


T= o(a')|a—a'| da’ 


muss wegen des auftretenden absoluten Betrages |2—wx ‘| zerlegt 
werden in 


Pee ata 


T= jon (~— 2’) dx'— dl) (2% — x)o0 dz’ 


bol eet (/ ae 
py 


x 
=~ ip (@— x')o daz’ +- if (e = 2) 9 dz 


iat Me ae! 
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und es gilt 
au xr 
dT roe Mek 
a = (a0) dar’ + eal ae) @ke., 
beat | +a 
aan 
dae 294) 


Dagegen folgt aus |.2c—ax'|? = (a —z’')?, dass 


Ha 
= ip g(a’ )[e@—x' Pda’ 


nicht zerlegt zu werden braucht; man findet 


au Ry Bu 
Pr = ok. p (2) dx ; ae = 0, 
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e nach dem Vorzeichen von x—w2z', y—,y’, ist also das Inte- 
J h dem \ | ', ¥—y’, ist also das Int 


grationsgebiet von ® in vier Teile zu zerlegen. Sei z. B. ab- 


kuirzend 
(7—2') (y—y')Vw=tF, 
(2 =a" )"y—y' yw =y 


gesetzt, so gilt 


= + a 
: iy ja —a'| |y —y'|viw da'dy' 


ea 4 a 


pa y av , AVE 
= [ dv’ [ Udy’ + [ dx iL vdy' 


tee 
ree. ay a ie 
+f his / vady'+ fi dx’ (c Vidi 
v—a V+ra at 0 V+ 
sta 


(fase hy 


ea Se 


y w da dy’ 


e 


See ¥ +a af 
= if olie [ y dy’ + i de! f Yay: 
e — v—a Bete 


== 


Nach diesem Schema findet man, da 


26 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


geselzt war, - 
+a , . cs t 
vi ; 2 2’, o? Dine P 
bee ivw 2 f eee ae EE 2 dx 
¢ 0x? dy? ny bas On"? by 
(4) : hes [a LE aes 1 dy' 
4 Saher: ca a ae a er 
Qe Ou? oy : 
. =~ <0 +a v w dz' dy' 
aie Be aetna 
a : 
v=-a Y“—a 


Bei der Variation entstehen im allgemeinen ein Flachen- und 
éin Randintegral, die einzeln yerschwinden miissen. Um unnétige 
Rechnung zu ersparen setzen wir von yornherein solche Acne- 
matischen Bedingungen an, dass das Randintegral zu Null wird 
und zugleich die Lisung eindeutig bestimmt ist. Sie laulen, wenn 


wieder n die Normale zum Rand der Figur ist: 


+a 


F) +a 
(Coy) —~ = 9, af w(x, y) dx =o, aL w(x, y)dr=o. 


= 


Das Integral 


verschwindet vermége (5), ebenso die anderen Integrale in (4); 
es bleibt also 

: 0'@ 

6 ——. = FT Ww. 
( ) Ox oy? aay 

Die Definition von ® durch (6) bestimmt diese Grisse nicht voll- 
standig und ist daber, um mit (3) aquivalent zu sein, durch gewisse 
Bedingungsgleichungen zu yeryollstindigen, die wir unten be- 
nutzen werden und zuerst ableiten miissen. Durch Einftihrung 
des Wertes (6) von ym in (3) ergibt sich fiir jedes 2 und y 


identisch : 
Weimar 4! + ' 
; ; On Nate a 02C 
(ez) (f= )/ i —.——- XY do’ = / v¢ dy' =a 
ce ox’? oy"? oy"? 
4 ny eee A 
wo 
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Darch Ausfitihrung der Integration ergibt sich 


eee ret) [Ge) 2s) ea 


— * 1 e(4 Gai \— Pl —= 0 ! oP 1 aoe P da’ 
a 1G, Y-) (—@5 )|=2 (yy f a 
7 We a Ot / ot 
4@ (. af ag | US Lo 
+ (za y (= a ee nee 
Mk ” MT eis! 
— Zee, +a) — ea) trtiayy— fH. 


= 


Fihrt man f aus der ersten Gleichung in die zweite ein, so wird 
die rechte Seite, abgesehen von den Ghedern 


(5 oS Op 
24 = pe | 


— “7 |®(2, a)— P(2, —a)}+4a(2,y)—2 ff 
a 


“v—a 


+a @P dy’ 
a 


ein Polynom zweiten Grades in Bezug auf x. Ist ®, wie wir an- 
nehmen werden, kein solches Polynom, so miissen wegen des 
identischen Bestehens der Gleichung die angegebenen Glieder sich 
gegen 4 ®(z, y) auf der linken Seite der Gleichung aufheben, und 


zwar fiir jedes y. Es folgen somit die Bedingungen : 


oy Wy y= 
+ a 
® dy'=0 fir jedes a; 


(=) — (=) 10), P(x, + a)—P(x7,—a)=0, 
y—+a ¥S—@ 


“—a 
(8) : 
/ Je 
(=) —(=) = (Ws (+ a, y)—P(— a,y) =0, 
OX: | w+ 0%} x =—a 


+ 
[ ® dz'=0 fiir jedes y. 


\ vw — a 


(Das zweite System folgt ebenso wie das erste.) 

Nun ist die Gleichung (7) identisch erfiillt : dee Gleichungen 
(6) und (8) sind susammen dquivalent mit (3). 

Die leicht in Worte zu fassenden Bedingungen (8) bestummen 
also das Verhalten von ® und seiner Ableitung nach der Normale 
in einander gegeniiberliegenden Punkten der Riander; ausserdem 
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28 
verschwindet nach (8) der Mittelwert von ® auf Parallelen zu den 


Seiten, wie schon fiir @ der Fall war 
Wir fiihren nun eine Hiilfsgriésse 4 ein durch die Beziehungen 


ay ie 
Ox? Oy? ar on 


(9) 
Diesen Gleichungen geniigt unter anderem der Ansatz 


Af if 
=f fi fi vaean, 


—arv 


Ae 


denn esistz. B. 
I (=) 
Ox x=+a a 
Damit ist gezeigt, dass (9) ketnen Widerspruch involviert 
Auf Grund dieser vorbereitenden Satze lasst sich nunmehr die 
Variation des tiber die ganze Flache zu erstreckenden Hamilton- 


“—a 


9 Ps +a 
=f[ i dy* i @dzx=o0 wegen (8). 


schen Integrals 


ghee) 


a] do dt = Minimum 
2 ty 
Fiir die Zeitpunkte ¢), ¢, sind dabei bekanntlich die 


ausfthren. Fiir 
Zustande als gegeben zu betrachten, sodass 6 hier verschwindet 


Es ist also 


Wo. 2 
ow +20 a0) do dt =o, 


(Pie 
Bad Pan Res 


oder wegen (9) 
4 
pai a0 do dt =0. 


SOS f(eGeeer 
Ow pea ree Pa, 
rye i 2 0a? Oy? 


sehen von hinzutretenden Rand- 


Das letzte Glied lisst sich, abges 
integralen, in 

ror Pd ode 

| } js 5 do dt 


Oa? Oy 


umformen, und da nach (6) 
orp 
——— 4 v 
Ox? dy? his 
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20 [ff vy de do ut, 


Man erhiilt schliesslich als Hauptgleichung 


ist, in 


02 ~w 
(1) Poa = 20 = 0. 


Wegen (6) und (g) folgt hieraus die Differentialgleichung 


O19 oy 


I a 
ie ° 00 ox" oy" 


+ 3292 yyw =o. 


Danach ist 2ey die auf jeden Punkt wirkende Kraft. 
Die von der partiellen Integraliou herriihrenden Randinte- 
grale sind 


t +a 
4 an j2 )2 8 Ne 
i dt | dy(5 ay open ee ee 
i 2 


é eee 0x Oy? DOP ate Ox 
ou a at 
—29— dow 
Ox ey 
fs ‘1 lt [aa(! ay 02 6b I , 03 o® pecs 
= C ~ oS SS Oe t 
bs , 5 NO mmo 2 ' 0u? Oy oy 
0 6 
aw y=ra 
+ 20 — Sw ) 7 
Oy y= 


Fiihrt man die aussere Normale rn zur Randlinie s ein und formt 


die Glieder 
a r 1 2Y 0d 
fi dy (4 See oe) 
bt 2 0x Oy 2 OY 


durch partielle Integration langs der Randlinie um in 


paee rol db 1, dh 
i va pT aah 
=, De AYE 2 A; 


(es treten noch gewisse, an den vier Ecken zu bildende Ausdriicke 
hinzu), so kann man die Integration tiber den ganzen Rand er- 


strecken und erhalt als zweite Bedingung 


oh spas Le snine Sa y 
1 ov 9? ob 1— 03 ob dim ov, =) 
aie = a Ss = SS a — — dw)|=o. 
+ ff af as| ! On Os? a st on € on on 
t) 


Das Vorzeichen - des ganzen Integrals wiirde, bei allgemeinerer 
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Begrenzung des Bereiches, durch gewisse, die Grissen cos n, 2, 
cos n, y enthaltende Ausdriicke zu ersetzen sein. Die Dissym- 
metrie des Ausdruckes 0207 / 0x? —0?/dy? macht sich in den 
auf den vier Seiten des Quadrates verschiedenen Vorzeichen (=) 
innerhalb der Klammer bemerkbar. Wir beweisen nun, dass ver- 
mige der Bedingungsgleichungen (5), namlich 


ae +a ‘teats 

Ow 

Fo Wat OF w dy=o 
n ue 


—— (Kt 


das Randintegral verschwindet. Diese Bedingungen erweisen sich 
dann als hinreichend; notwendige Randbedingungen lassen sich 
in diesem Fall aus dem Verschwinden der Variation iiberhaupt 


nicht gewinnen, daz. B. das Glied 04/0n 026®/ds? sowohl fiir 
dv /dn =0, als auch fiir 0? ® / ds? = 0, also 0? 6® /ds? = 0 ver- 
schwindet. Dass diese Bedingungen auf eine und nur eine Lé- 
sung fiihren, soll unten gezeigt werden. Nun haben wir nach (5) 


und (9) 


ow ov 0ow 0ou 
— =0, —=0, also — 
on on on on 


Dann folgt aus (L) 


fiir jedes y, so ist also 
und 
oy ) , [OP 
a nye — 
0x3 oy* D Mle main ay) ( aah =a 


und ebenso 


also allgemein 
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Die Ghieder des Randintegrals verschwinden sdmtlich, ebenso 
die an den Ecken des Quadrates zu bildenden Ausdriicke, wie zu 
hbeweisen war. 


Energiegleichung. 


Entsprechend den Voraussetzungen, unter denen oben das 
Hamiltonsche Prinzip angewendet wurde (keine Energieabgabe 
nach aussen, d. h. keine Ausstrahlung etc.), muss das Prinzip 
der Erhaltung der Energie sich als Folge von (1) und (5) in 
der Form ergeben 


1h ip [: (=) ‘as do = konst.(t). 


Die Integration ist tiber die ganze Flache des Quadrates zu er- 
stwecken. Aus (1) folgt nun in der Tat durch Multiplikation mit 
dwidtdx dy und Integration : 


af fle Ow 02 ~ ae: Ow alee py es 
tet ar Pe 
Das erste Ghed ist 
cf ft Bi o) 
ot 


Das zweite Glied geht durch partielle Integration tiber in: 


orp ; 
f frou Gao = I fs re Ee ray do nach (9); 


die bei diesen Transformationen auftretenden Randintegrale ver- 
schwinden wegen der Randbedingungen dw/dn =o etc., aus 
welchen u. a. folgt 02/dn ds =o, etc. Da nun aber nach (9) 


+f [as =o See 
so bleibt 
(10) ry: sf Ie (3) a | A010. 


wie zu beweisen war. 
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(/i aa, o’=B 
2 0 


als zwei den Zustand beschreibeude Grissen ein, so ist die 4na- 
logie des hier aufgestellten Energieausdruckes 


f fires py ao. 


mit dem fiir die eleklromagnetische Energie des Athers giil- 
tigen auffallend. 


Fiihrt man 


Eindeutigkeit der Losung. 


Die weitgehende Analogie der fiir unser schwingendes System 
giiltigen Gesetze mit den in der Mechanik der Continua bis jetzt 
aufgetretenen zeigt sich auch im Umstande, dass aus dem Prinzip 
der Energie auch hier die Eindeutigkeit der Lésung sich sofort 
ergibt. Denn sei «, die Differenz zweier Lisungen, die fiir ¢=o0 
demselben Anfangszustand entsprechen, sodass 


OW, ‘ 
wv = 10) —— = 0 
(1 )t=0 , ( OL es, 


auf der ganzen Flache, also auch (y,)--p =0, so gibt (3) 
(Py )i=0 =0. 


Nun ist w, wegen des lineiren Charakters aller Relauionen eben- 
falls eme Losung; die Energiegleichung (10), von o bis ¢ integriert, 
ergibt fiir dieselbe 


ff E (eye | dO 10. 


fiir jedes ¢, somit einzeln 


Ow, p | | 
=| cm), *,=—0 also Ee st.= reo ) ——, 
OE ; 1 A als WP) SONS ==0 wegen (#1 )i=9 = O. 


Die hier noch einmal susammengestellten Gleichungen unseres 
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Problems 
| O24 ne eres x 02 02 vie 0? 
° Oe Dee pe Oak. ey t OF dye 
a =) s 
Ox? dy ee 
(Ia) z +a Le | Ja "|? ly—y' 2 
P= vw (a Ge )(y y'| : )ao 
va va 2a 2a 
Ow +a +a ou 
| ee Jb. WOOO He w dy =0, = Fe © 


bestimmen also die Lésung bet gegebenem Anfangssustand 
vollstdndig. Dass dieses System, wie sich zeigt, wirklich eine 
_Lisung besitzt, also keine Widerspriiche involviert, ist schon 
nach der Ableitung aus dem Hamiltonschen Prinzip zu erwarten. 

Sucht man die Lisungen dieser Gleichungen, welche Eigen- 


schwingungen (') entsprechen, also von der Form 
w = sin(vt+c)o(a, 7) 


sind, so ergibt der Ansatz trigonometrischer Funktionen die 
Formel 


: MTL nwy 
(11) w = Asin(vé +c) cos 3s— 


Dabei sind A, ¢ willktirliche Konstanten; m, n ganze Zahlen, »a, 
wie stets, die Seitenlange des Quadrates. Dass diese Funktion 
das System (la) befriedigt, ergibt sich leicht durch Einsetzen, 
wenn man bei der Ausrechnung von ® die bekannten Formeln 


benutzt: 


fe cosx dx =a sina + cosx + konst., 
fo cosxz dx = x? sina + 2x” cosx — 2 sinx + konst., 


aus welchen sich ergibt, wenn man das Integrationsgebiet 1a 


(1) Dass auch die unten angegebenen Eigenschwingungen die einzigen sind, 
folgt durch eine adholiche Anwendung Vourierscher Reihen, wie sie (p. 43) be 
einem anderen Beispiel gegeben ist. 


R. 3 
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—a.i.£; +a...x, wie friher erértert, zerlegt : 


= tt 1 ry fms 2 <2 = 
MTX } |a—a' | Nol 2a Mn: 
‘ =) [Pa Se ‘c' = —— cos . 
"e) ie eal (I2 Mesh 2a ) mx? a 
ot 
Da 
72 MTL MWTY . : 
yr = A— (n?— m?) cos cos ——sin(vf+ ec), 
w 
so ist 
4 Abbe : (n2?—m?) a? ma Lig Ea nTy so I I \\a? ie 
i Serene ey == AO te ea ee 
MBs.) Grae) nim? 7 a a (im? n2/ 2 
Die Funktion & ergibt sich aus (g) zu 
Wy) 4voas I iy 3 : 
erste a eis eg eant ea Ce) 
2 


worin «, 8, y, 6 willkiirliche Funktionen sind. Wegen 04/dn = 0 


ist nun 
ov dt Oe La a, 
(2). =9=9(Z)_ +0 +(Z)_ 


Is istalso 8(y) von der Form 


B(y)=a+ary, 
und ebenso 
y¥(v7) = b+ bya, 


wo die a, 6 Konstanten sind. Die Bedingung 0¢/dn = o fordert 


a, = — b,, und der Ausdruck fiir § wird, unter 9,(2), 22(y) 
willkiirliche, nur an die Bedingung 


de, thes ‘dv, \ _# 
ey) (4) = ” Exiiee 


gekniipfte Funktionen yerstanden : 


uv 4vas \ A . 
SS Se ee net ry. 
4 m2 n278 \ m2 a G1(@) Vil y) 
Setzt man die Ausdriicke fiir g und in die Grundgleichung 
ein 
02 
Pap ey Vivian 
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so findet man schliesslich 


Gil LS ed ee 


apart, ice 
dx dy? 
oder nach (13) 9, =¢,=0, und es ergibt sich fiir die Sechwin- 
gungszahl y 
1 2 # 
Oysi 912 ———) we == 0 
7702 eT 2) ero ; 
oder wenn 
9 9 
o2, a* 
N — ements ira) 
ere 
eine Konstante bezeichnet: 
tven(2 - 5) i SAE Ng =i 9), etenon OO: 
m? n> i Sees BEION, Blea gah cee 


Die Schwingungszahlen des Systems sind durch die verall- 
gemeinerte Balmersche Formel gegeben. Fiir n= 2, m=3, 
4, -.-. 32 ergibt sich die bekannte Wasserstoffserie. Positive 
und negative Werte der Schwingungs- und Ordnungsahlen 
haben dieselbe physikalische Bedeutung. 

Nimmt man die A.-Einheit (10~8cm) als Lingeneinheit, so ist 

109675,0 = oe wie, 
e) 5;990.. 101" 

Die Knotenlinien der durch (11) dargestellten Bewegung 
zeigen auffallende Eigentiimlichkeiten. Fiir eine Eigenschwin- 
gung, fiir welche m—=vn ist, d. h. wenn auf den vier Seiten gleich 
viele Knotenpunkte liegen, ist yo, somit w =konst. (¢), solche 
Eigenschwingungen sind unméglich. Sobald m<n ist, haben wir 
dagegen Doppelschwingungen, da die Vertauschung von m mit n 
die Formeln nicht andert; es ist dann, wenn A, B Konstanten 


sind 


MTX 1 a NTL Tv TV 
cos — + Bcos cos 


w= sin(ve-be) (A cos 


das System dieser Schwingungen; die Knotenlinien zeigen die 
bekannten Figuren. Um zu entscheiden, ob auch mehrfache 
Schwingungen hébherer Ordnung méglich sind, hat man eine 
diophantische Gleichung 4'" Grades zu behandeln. 

Aus den gefundenen Ausdriicken fiir 4 und ® und Formel (12) 
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ergibt sich 


BE ae: mara’ ney. ; | ea |S 
cos COs B= 2S ee 
$ a a a y 


=n GE en. 
pee Bey We 4a CZ CR | a as 
, |v y' | ; fat mre / 
= (1y > 2a Hs mie ad “Ska 
Ist, wie friiher 
' 
X | ! | a x is 
||P a |) 


und analog Y, und beriicksichtigt man die fiir ®, 4 p. 36 gefund- 
enen Ausdriicke,so lasst sich die eben gefundene Formel schreiben : 


i =f [ exvao. 


Es folgt weiter (unter Voraussetzung der gefundenen Lésung) 
eee a [ veXY do’ 


Die Grundgleichung lasst sich daher infolge der iibrigen Bedin- 
gungen schreiben: 


2 
oY neo.” Ke | eee ay ee 


und es ist 2K die auf den Punkt (x, y) ausgetibte Kraft; sie 
steht mit den Werten you ® auf der ganzen Flache in derselben 


Weise durch Fernwirkung im Zusammenhang, wie ® mit «. 

Es legt dies den Gedanken nahe ® als zweite, den Zustand be- 
schreibende Grosse einzuftihren, wie schon bei der Energie- 
gleichung bemerkt wurde. Man wird zu einem unten zu behan— 


delnden, sehr symmetrischen Gleichungssystem gefiihrt. 


Weitere Auffassungen der Grundgleichung. 


Bemerkenswerte Transformationen der Grundgleichung ergeben 


sich, wenn man die, durch direkte Rechnung zu beweisende 
Formel 
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benutzt. Es geniigt @ namlich den Gleichungen 


o2 ww 9 =e +a 
Poa AedL i wiX2nVY? do’ = 0, 
‘ -@ 


=a 


O20 iad ie 
PO +aety f if WiPeeNny "1101 == 10 (2) 


— 2 ae Kt 


ata Sit 
Pa tev f iP wX2Y2do'=o. 


— it ae Gs 


Diese Formen sind alle geeignet, die Hauptgleichung  voll- 
standig zu ersetzen. Zusammen mit den fiir @ geltenden Bedin- 
gungen bestimmen sie eine und nur eine Lisung, wie man wieder 
durch die unten zu besprechende Anwendung trigonometrischer 
Reihen beweist. Sie kénnen dazu dienen, eine physikalische 
Deutung der zu Grunde liegenden mathematischen Satze zu 
erleichtern. Die letzte kénnte man etwa folgendermassen plau- | 
sibel machen: 

Die Flaiche des Quadrates trenne zwei Medien, deren trans- 
versale Verschiebungen sv und W sein mégen. Die beiden Medien 
seien durch Fernwirkung miteinander verkniipft, sodass zwischen 
wound W die kinematische Bedingung besteht 


Wee [ foxy rhe 


Ausserdem soll die auf jeden Punkt des ersten Mediums wirkende 
Kraft durch die in seiner unmittelbaren Nahe stattfindende De- 
formation des zweiten bestimmt sein, sodass wie bei den trans- 
versal schwingenden Platten der Ausdruck der Kraft sich ergebe 


proportional zu AAW: 


(‘) Der Ansatz fiir die potentielle Energie 


eve fa w X2Y? do’ 


fiihrt, bei geeigneten Randbedingungen, zu dieser Formel als Hauptgleichung. 
Dieser Ausdruck hat die Form eines Selbstpotentials. 
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Dann ist also 
02 w 


Ot 


+ ¢2 AAW =0. 


Man erhiilt bis auf ein Vorzeichen die oben besprochene Gleichung ; 
aber entsprechend der nun angenommenen Isotropie werden die 
Schwingungszahlen des Systems proportional 


Auch hier muss also die Platte anisotrop angenomimen werden. 


Auf etwas anderer Grundlage und mit weniger Rechoung erhalt 
man ebenfalls die Balmersche Formel, wenn man die « Wir- 
kung » ® zunichst durch die, eine Kontaktwirkung ausdriickende 


Note marginale manuscrite de Ritz : 


ap res oO? 2 
CO it fi =l eC 
Jar Oya rae et oad ae 


Hierzu noch eine Randbedingung, etwa ®=o0; dann ist ® bei gege— 
benem ww bestimmt, denn eine etwa hinzutretende Funktion o geniigt den 
Gleichungen 


Oko = 
dx? dy? =0; Ge Or; 
also 
g=a(rjyy+ B(y)x+y(xr)+8(y¥)5 
und 
Q2 
( <) ==) eas a3" + =O == Oo, OX== 05 
\ We CS= oa. 


also a, 8, y, 6 linear; 
=axry+bx+cy+d; 
und fiir 
pres a, 
zeigt sich 


a=b=c=d=0. 

Analogie zu der Art wie H.-A. Lorentz das Hamiltonsche Integral fiir 
Klektronen ansetzt und variiert. Fiir zwei Komponenten eines Vektors WE 
ibnliches; nimmt man hier als Hilfsvectoren ©, o), scdass vo=eU; 
V %2= €y, so entsteht genaue Analogie. 
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Gleichung 


Op 
0a? dy? 


(14) = 49, 
definiert, die erst nachtraglich durch Fernwirkung zu erkliren 
sein wird, Das Hamiltonsche Integral sei, unter 


die frtihere Operation verstanden 


7 
E o fow? 
eeigee ies 2 = EAR 
if f fe E ( oi ) (v® ) Jae = Minimum. 


Hierin fiihre man «aus (14) ein; die Variation ist sofort ausfiihr- 
bar und gibt 
Vp ie 
Q 08 ox oy* +- 3292 yy = 0, 
also fiir ® die Grundgleichung (11), die friiher fiir erhalten war. 
Das Randintegral wird 


ty ; ss a as 
ee 0% Op 03 > 
Oa dt [as Bp gee Ses 
i é " E LON Ore OSH OL” on3 Os? On 
3 e 
0 6b e os IS Oks 
+- —_ —_—_—____-. —_ 2. ——_- —_ 5 
On 16¢2 dn? ds‘ ot? On? Os? 


Wir setzen am Rande 


e O2@ 


- =0, also iO nach (14), 
on 


d. h. wir halten den Rand fest. 

Die sogleich abzuleitende Energiegleichung ist fiir den Beweis 
der Eindeutigkeit hier unbrauchbar, da bei gegebenen ()¢~o, 
(Ow/dt);—»9 die Grissen (®);-9, (OP/It)-—9 aus (14) noch nicht 
ganz bestimmt sind. In der Tat ist auch die Losung erst eindeutig 
bestimmt, und zwar ist sie 


MG. IT 
1 


w = Asin(vt-+c) sin 


a 32 pa? I i 
sy ie ae | 7 Se le 
\) 9 m2 ~\ 7m? n2 
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wenn man (14) durch Fernwirkung erklart, d. h. durch 
1 ! 1 xo — x'|? ' ly—y' |? , 
(15) wae f foley )(lz—e i") (Iy—y i= le 


ersetzt. Nun ist ® fiir den Anfangszustand bestimmt, die Eindeutg- 
keit folgt wie friiher. 
Nach einem p. 29 abgeleiteten Resultat gilt der Satz: 


Die Integralgleichung (15) ust dquivalent der Differential- 
gleichung (14) mit den Randbedingungen 


® =o, 
O® » (=) (=) (=) 
— —(— = (Oy —— =, (= =o, 
(S Lee OL | x=—a OY J yaa Uy y=—a 
+a +a 


Fiir ungerade Funktionen ® sind die Zusatzbedingungen idenusch 
erfiillt. 

Der Satz ldsst sich auch umkehren. 

Ganz ahnlich kann man auch von 

O+p 02 ~ 

ausgehend, statt von der Integraldarstellung, den ersten Ansatz 
(p. 26ff.) entwickeln. In allen Pdllen gelangt man fiir die 
Wellenzahlen sur Balmerschen Formel. Durch Multiplikation 
der Grundgleichung mit (d@/d¢)do und Integration tiber irgend 
ein Bereich erhilt man nach einigen Transformationen den Satz: 


Die zeitliche Aenderung der Energie eines Flachenstiickes, 


also 
0 0 (ow \?2 le 
st LES) +44] ake 


driickt sich aus durch ein Randintegral tiber dessen Begren- 
sung. Die Energie des gesamten Systems bleibt erhalten. 


Nicht wesenthch verschieden von den bisher betrachteten An- 


siitzen verhalt sich der Fall, wo man Verschiebungen der Platte in 
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ihrer Ebene voraussetzt, und dementsprechend zwei Komponen- 
ten uw, ¢ einer in der Plattenebene liegenden gerichteten Grisse 
einfiihrt. Ich halte mich dabei nicht auf und gebe im folgenden 
eine nicht auf dem Hamiltonschen Prinsip beruhende Auf- 
fassung der Vorgdnge, die sich aber in threr symmetrischen 
Form den Maxwellschen Gleichungen sehr nihert. . 
Seien w, ¢ zwei Grissen, die in jedem Punkt den Zustand des 
schwingenden Quadrates beschreiben, etwa die Verschiebungen 
zweier sich in diesem Quadrat beriihrenden Medien, senkrecht zu 
dessen Ebene. Die Bezeichnungen y, X, Y behalten ihre friihere 
Bedeutung. Die Gleichungen der Bewegung seien nun 


ae 
(ny =e [ vVXY do, — nef fv UXY do, 


e v 


am Rande sei 


(Illa) (Ul = "foyp Vio: 


Zur Integration dieser, wie sich ergeben wird, den Vorgang bei ge- 
gebenem Anfangszustand eindeutig besummenden Gleichungen sei 


== Ui Gas )rsinvic, V=V\(2, 7) cosvt 


gesetzt; es wird (III): 


(16) URS s f fevixy do’, vVo=6 [ [suixy ao’ 


Addiert und subtrahiert man diese zwei Gleichungen, so findet 
man, dass U,+V,, U,— V, Lisungen sind von 


(17) | Vite veh XY do’, 
(17 d 


] v= am Rande. 


PID Eee Te pain 1 ie) 
= APSin sin ) yv=4e—(— - Ss!) 

a a 2 \ m? n2, 
Ape _Mnrer . ney 

U =B sin(vt-—+ ec) sin sin , 

a a 
: 5 UOTE. WO 
V = Beos(vé+c) sin sin ) 


a cl 


wo A, B, ¢ willkiirliche Konstanten bedeuten. 
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Es ist dies auch die einzige, Eigenschwingungen entsprechende 
Lésung, und der Beweis dieses Satzes, der mit wenigen An- 
derungen auf die iibrigen schon behandelten Fille sich ausdehnt, 
soll kurz dargelegt werden, da die Entwicklungen sich hier am 


iibersichtlichsten gestalten. 


Eindeutigkeit der Losung. 


Wir wihlen die Langeneinheit so, dass die Seite des Quadrates 
»~werde. Da nur Lisungen in Betracht kommen, die innerhalb 
der ganzen Quadrattliche stetig und endlich bleiben, so kann 
man fiir dies Gebiet « in eine konvergente trigonometrische 


Reihe 


OD == . Amn cosma cosny + Byn cosmz sinny 


m,n 


+ Cyn sinmae cosny 


=i) sinmaesinny = ye nn 
mn aya Z { 


m,n 


entwickeln; da am Rande «=o ist, so bleiben nach einem be- 
kannten Satz (') die Gréssen A,,,m?n? etc. bei wachsenden m, n 
endlich, die Reihe konvergiert wie Sai /m?n?, also absolut und 


m,n 


gleichmassig, und darf daher gliedweise integriert werden. 
In der Gleichung (17) kann man aber offenbar durch partielle 
Integration alle Dilerentaaun een zum Verschwinden bringen 


bis auf Glieder der Form 


Ow * (ee ) 
ae 5 ; 
Ox ones OY /y=+r 


1 t 


die nur von x bez. y noch abhingen; die Entwickelungen derselben 
in Fouriersche Reihen konvergieren wieder absolut und gleich- 
Cc .© 


| Ow /dy = 0; dies gilt auch an den Ecken. Die Funktion 


miassig; denn auf den Randern 2 = + 7z ist fiir jedes vy w= 0, also 


(1) Vel. RiemanN-WeEBER, Die partiellen Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik, t. I, Braunschweig 1900, p. 78. 
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gibt also an den Ecken o(7)=0, der Hiilfssatz lasst sich auch 
hier anwenden. Auch diese Entwickelungen diirfen gliedweise 
integriert werden, und so ergibt sich durch Ausfiihrung der Inte- 
grationen in (17): 


co} 


N ,_ mer— n2 
Wp dS —— ——— 
= IN 


m2? n2 


c°) 
ll 


Hae Ap ft 


nes 


we=1 


, 
4t 
n 


3 =) (Ano cosnx — Ao, cosny 


— Bon sinny + Cry sinnw”) +vAoo, 


denn es ist 


SiS ie y! 2 5 
[ [ivy FEE dy' = =m. 
vig 27 a) 


Wenn kein « mehrfacher » Ton vorliegt, so ergibt das Nullsetzen 
der Koeffizienten fiir das Ghed (77 ny) bez. (n9) 


2 2 , 9 
7, Mo— No rhs , At 

=) = hE Dex. aa? 
NUTe., ; DO 


und die Reihe reduziert sich auf das eine Glied w,,,,,, die ibrigen 
Koeffizienten miissen verschwinden. 

Da nun «=o am Rande sein soll, so bleibt von den Gliedern 
in #,,,,, nur D,,,, Si myx sin ny y, die A,, etc. verschwinden 
ebenfalls, wie zu beweisen war. 

Die allgemeinste Lisung der Gleichungen bei beliebigen An- 
fangsbedingungen stellt sich vermige der Natur der partkularen 
Integrale in diesem wie inallen behandelten Fallen dar als eine 
Superposition von Higenschwingungen nach der Fourierschen 
Formel, also 


Ta ie TUT 
sin ~ 


; oad? 
U= \ Amn sin (Yn, n£ + Cmn) $1N = F 


PETER: 1. UM 
sl - 


~~ , cee 
= N cos(yv 6=- C sin 
Vv A he n ( m,7 Mn n) a 


Damit hingen zusammen, wie man aus obiger Darstellung von 
U und V entnimmt, dass die Energie des Systems 


[fi U2+ V2) do 
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erhalten bleibt. Die Aehnlichkeit mit dem elektromagnetischen 
Energieausdruck ist auffallend. 


Das Wasserstoffspektrum von ¢ Puppis. 


Nach Analogie der bisherigen Entwickelungen findet man sofort 
eine ganze Reihe von Ansiitzen, die auf die bisher nur astrono- 
misch beobachtete Hauptserie und die zweite Nebenserie von 
Wasserstoff, also auf die Formel fiihren 


“A 


I [ 


(18) ie ieee 
WE = 


die potentielle Energie. Das Hamiltonsche Prinzip schreibt sich 


wieder 
{ 
1 r ow \ 2 2 2 
i Ji do| & (=) = (=) | = Minimum. 
ty a 2 \ dt 6 OF, 


Dis Hauptgleichung (I) 


O10 wp Pm 

Q Of ox* Oy* =- 02 °° V Fw =o 
und das Randintegral folgen wie auf p. 40. Wir entnehmen aus 
letzterem die Bedingungen 


ap O83 ow 
== 0, ——_ = 0 also ——— Oe 
ons : on 


on 


Kntsprechend der Dissymmetrie der Gleichung (7) sel jetzt 
der Ansatz (19) fiir ® durch Fernwirkung erklart nach der 
Formel 


eae f f we—2'| (ly—y|— WEE) get ay, 


2a 


Das Gesetz der Fernwirkung ist demnach nicht dasselbe vite 
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Jrither; es gelang mir nicht, in einwandsfreier Weise diesen 
etwas unbefriedigenden Umstand zu vermeiden. Die Haupt- 
gleichung dagegen ist unverdndert geblieben. 

Setzt man hierin, wie oben, « aus (1g) ein, integriert partiell 
und beachtet die Randbedingungen, so erhiilt man wie p- 29 die 
durch die Fernwirkung bedingten neuen Gleichungen 


(7, +a)= (2, —a), 


+a 
[ P(x, y') dy'=0, P(-- a, ¥)-- O(— 4, y) =. 


<r 
Das einzige Integral ist 
2 Cc 
I 
(m aS ©) rea 
‘) 


® = A sin(vt + c) sin ———————_ cos 
a 


nny 


und (II) hefert die Schwingungszahlen 


32 ea 1 
va / 2! — ee iene aa 
ie 1\2 n? : ‘ 
: ( © YESS FES Op ec 
Nach der Ableitung dieser Formeln haben negative sowohl wie 
positive m, n, v eine phystkalische Bedeutung. 
Auch hier sind im Gebiete der Schumannschen Strahlen neue 
Serien zu erwarten. 


Aus den vorhergehenden Entwickelungen ergibt sich wohl von 
selbst, dass nur der allgeineine Typus der aufgestellten mathe- 
matischen Operationen, nicht die speziellen Deutungen und Aus- 
fiihrungen den Kernpunkt der vorgetragenen Theorie bilden. 
Schon eingangs habe ich hervorgehoben, dass und warum eine 
Zuriickfiihung auf die gelaufigeren mechanischen und elektrischen 
Vorstellungen und Gesetze, eine « physikalische » Erklarung, mit 
der Balmerschen Formel unvertriglich erscheint. Es bediirfte 
einer viel eingehenderen Kenntnis der Atomwelt, um eine yon 
Willkiir freie physikalische Theorie auf den hier gegebenen 
Grundlagen aufzubauen. 

Trotz vielfacher Versuche ist es mir nicht gelungen, eine andere 
geometrische Figur zu Grunde zu legen als das Quadrat. Man 
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kann sich dasselbe vielleicht als eine der Fldachen eines Kubus 
vorstellen. Die Symmetrie der Formel 


ven(S—B)an(Soee 


m?n* 


entspricht sehr genau der eines Quadrates mit seinen zwei Diago- 
nalen, nicht aber etwa der einer Kugelflache. Aus diesem Grunde 
liess sich auch die Einfiihrung des Differentialausdruckes 0/05 Or, 
nicht vermeiden. 


Wollte man von dem Koeffizient 4 in der Balmerschen und 
in der Pickeringschen Serie und yon den Rydbergschen Geset- 
zen absehen, wozu keinerlei Berechtigung vorliegt, so kénnte 
man auf die Annahme eines eindimensionalen Kontinuums eine 
einfachere, wenn auch nicht ganz geniigende Theorie griinden. Es 
sei z. B. (a) die transversale Verschiebung der Teilchen eines 
Stabes von der Linge 2a@ aus der Gleichgewichtslage; 7= | 2 —z' 


die Entfernung zweier Punkte desselben. Der Nullpunkt sei in der 
Mitte des Stabes; dann sei die Fernkraft, die ein Punkt (z’) auf 
(x) austibt, proportional (a2) und der Funktion 


iP PD Ne cee 
WiC) = a(r == =| ae 8 (r = =) (a, 8B zwei Konstanten ); 


endlich sei noch eine elastische Kraft proportional «w(a#) vorhan- 
den. Die Bewegungsgleichung lautet : 
as cat 4 


=— c2 + | w(2')b(r) da’. 


es — ez 


02 Ww 


Ot? 


Der Rand sei fest. Dann ist die Lisung 


NUTT 


w =A sin(vf + c)sin ; 


2 12.8 


TS | ae 
m2? me tc 


was nattrlich auf die Balmersche Formel formal sich reduzieren 
lasst; doch scheint eine physikalische Deutung dieser Koeffi- 
zientenbestimmung nicht méglich zu sein. 


Man kann auch mit Hrn. Riecke zwei Zustandsgréssen u, » ein- 
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fiihren; sei dann 


Ou rag r? | 
of SI Oe ra ea 
2a 


am Rand u=¢ =0, 


Ov paid re 
se ms u G — z=) aa — C2 iL. 
2. 
“—a 

so folgt 

22ar a = C2 7? I 4 N [ 1 
y= — —— — c?; is = =5 so ISU Yc Ih a 

m? 72 : 2¢a2 4 4 n? 


Doch wie diese Bedingung, in die die Zahl = eingeht, erklirt 
werden soll, ist mir nicht vorstellbar. 


Die Spektren anderer Elemente. 


Der Versuch, die fiir Wasserstoff gefundenen Ansitze auf die 
Spektren anderer Elemente zu verallgemeinern, stisst zunichst 
auf die Schwierigkeit, dass ftir dieselben so einfache und exakte 
Gesetze bis jetzt nicht bekannt sind. Nur das Auftreten der kon- 
stanten Differenzen in den Nebenserien ist mit voller Scharfe 
nachgewiesen. Man wird wieder schliessen, dass sich aus der 
Formel fiir das zunachst auftretende Quadrat der Schwingungszah! 
die Wurzel ausziehen lasst. Dieses bedeutet im allgemeinen eine 
recht komplizierte Forderung, die nur bei sehr speziellen Dif- 
ferentialgleichungen und Randbedingungen erfiillt’ sein wird. 
Bedenkt man noch, dass die Gestalt der Spektralformel bei allen 
Elementen dieselbe ist und dass einer der auftretenden Koeffi- 
zienten sich als annahernd universell erwiesen hat, so wird man 
zur Annahme gefiihrt, dass bei allen Elementen die Serien durch 
das friiher betrachtete, schwingende System ausgestrahlt werden 
und dass die Randbedingungen a//ein von Serie zu Serie vari- 
ieren. Dann gilt fiir die Lichterreger aller Flemente die fiir 
alle Serien von Wasserstoff erfiillte Grundgleichung (I) 


1 O'0 ep Late N tie Bale es eee 
(iI) eh ays ay + 3202 yyw = 0, th age ay 


Wieder hat man Schwingungen eines Quadrates anzu- 
nehmen, und die Grdssen 9, 9, die Linge 2a, als unwersell 


anzusetzen. 
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Dann behiilt die Operation y ihren Sinn, den sie bei beliebiger 
Berandung verliert (da sie von der Wahl des Koordinatensystems 
abhingig ist); die Herleitung der Grundgleichung wird wieder 
durch das Hamiltonsche Prinzip unter Zugrundelegung einer der 
angefiihrten Ansatze fiir die potentielle Energie geschehen. Dabei 
wird man nicht yon der Fernwirkung ausgehen, die bei den 
verschiedenen Serien von Wasserstol! schon verschieden ange- 
nommen werden musste, sondern von einer der beiden partiellen 
Differentialgleichungen 

’ 
ip = Ave oder sat = bow 
und diese durch Fernwirkung erklaren. Verschieden von Ele- 
ment su Blement sind dann nur die Bedingungen, denen die 
Schwingung unterworfen ist und die das Integral von (I) 
vollends bestimmen. 
Nimmt man etwa 
OP 


so geben die Entwickelungen p. 4o ff. nur zwei Randbedingungen ; 
sind dieselben erfiillt, so folgt auch die Energiegleichung; eine 
dritte zur emdeutigen Bestimmung der Lisung notwendige 
Bedingung wird wie dort durch einen geeigneten Ansatz fiir die 
Fernwirkung erhalten. 

Leider ist eine Integration von (IL) vorder Hand nur unter sehr 
speziellen Bedingungen moiglich; es gelang mir daher nicht, eine 
direkte Berechnung der Schwingungszahlen auf Grund verschie- 
dener Ansatze fiir die Randbedingungen auszufiihren. Dagegen 
kann man auf dem gewissermassen umgekehrten Weg doch eine 
Priitung der Grundhypothese yornehmen. Man setzt erst geeignete 
Integrale von (IL) an, und kann dann aus ihnen auf die Rand- 
bedingungen schliessen. 

Die Bedingungen miissen natiirlich derart sein, dass sie wieder 
auf oszillierende Funktionen fiihren. Nun haben neuere Unter— 


suchungen('!) iiber die asymptotische Darstellung von oszillieren- 


(") Literatur vgl. A.-R. Forsyrn, Theory of diff. equations, t. 1V, 1902, p. d4r. 
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den Integralen gewohnlicher linearer Differentialgleichungen ge- 
zeigt, dass solche Integrale in sehr allgemeiner Weise angenahert 
asymptotisch nach Poincaré (') darstellbar sind durch 


(20) sin kar (a ++ ce = oo +... | + cosa (a! Like ae Bis +. :) 
(a, 8, y, 2’, 8’, y’ Konstanten ). 

Fiir Bedingungen, die nur wenig von den bei Wasserstoff 
geltenden abweichen, werden w (bez. ®) und seine in (II) auf- 
tretenden Differentialquotienten wenig von sin mrwz/a, sinnry/a 
oder aihnlichen Ausdriicken abweichen, und von der Form sein: 


(21) w= sin(vt+c)[A,sinkx cosly + Ay coska cosly 


+ A;sinke cosly + A, sinkax sindy +B], 


wobei die A asymptotisch darstellbar sind durch 


(22) Aj Ss api ks ye Cly)9. 
PY 


Die Funktion B ist nichtoszillierend, im iibrigen etwa eine Potenz- 
reihe, /.und / sind Konstanten. Die Reihen (20) und somit (22) 
sind nur semikonvergent und gelten meist nur fiir positive bez. 


nur fiir negative z, y. Die a’ 


|, sind nicht alle gleich Null. 


Nach Poincaré (loc. cét.) darf man solche Reihen gliederweise 
integrieren; aus der asymptotischen Darstellung von 0% «w/dx' dy‘ 
lasst sich so « gewinnen, also darf in diesem Falle gliedweise 
differentiiert werden. Durch Differentiation geht nun ein Ghed 
von der Form sinkz sinly/(k.c)?(ly)? wieder in ein ahnliches 
iiber, dessen Exponenten p’, q/ grisser oder gleich p, g sind. Nur 
wenn p=g=o ist, geht das nun rein trigonometrische Glied in 
ein ebensolches iiber. Setzt man die Reihe (21) ftir « in (IL) ein, 
so miissen die Glieder der letzteren Art fiir sich verschwinden; 
die sich ergebende Bedingung ist also dieselbe wie wenn man 
direkt Ansitze der Form sink.rsinly, oder coskxsin/y, etc. 
in (II) einfiihren wiirde. Es ergibt sich demnach genau wie bei 


(1) H. Poincart, Acta math., t. VII, 1886, p. 299 ff. 


R. [ 


5o OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


Wasserstofl: 


Man kann wieder die Wurzel aus der Formel fiir das Qua- 
drat der Schwingungszahl aussiehen,. die erste Vorderung 
ist erfuillt ('). 

Weiter ist nun fiir v—=-+a und beliebige y irgend eine Be- 
dingung zu erfiillen, die etwa durch Nullsetzen einer linearen 
Verbindung von w, seinen ersten Integralen oder Differential- 
quotienten fiir x= +a erhalten wird. Sie wird daher die Form 


haben 


a(k)sinka + 8(k)coska =0 oder tang ka = — 


R [wo 


Bei Wasserstoff waren die Gleichungen sinka = 0 odercoska=o0. 
Fiir gewisse Randbedingungen wird (3/2 bei wachsendem #& un- 
endlich gross, fiir andere Null, noch fir weitere endlich. Letzterer 
Fall tritt schon beim entsprechenden eindimensionalen Problem 
auf (vgl. unten); setzen wir geeignete Bedingungen voraus (*), so 
wird also fiir grosse positive k oder m 


mtr 
tang ka = konst., k = — + konst., 
a ; 
Eine bessere Annaherung wird man erzielen durch Beniitzung 
weiterer Gheder der im allgemeinen nur semikonvergenten Ent- 


wickelung von 8(A)/a(k). (Die c¢ sind Konstanten.) 


Cy C2 
tangka = e+ = -+.., 
k 2 
also 
ts A 
v Fe ROSS ag 7, ae ay ee ca 
a Lu 


(1) Die letzte Gleichung und die folgenden Betrachtungen sind durchaus nicht 
an die Existenz der asymptotischen Entwickelungen gebunden. 

(*) Man kann die Bedingungen, die ja wegen der eingefiihrten Fernwitkungen 
auch Integrale enthalten kénnen, so wahlen, dass eine Lisung der Form 
coskax cosly resultiert, wo k,l durch Gleichungen der verlangten Art gegeben 
sind; doch sind diese Ansitze sehr wenig plausibel, ich halte mich dabei nicht auf. 
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oder angenihert 


Cc, a ea 


ka = mr + ce) + —+— + ——_2 
MT +- Cy (t= Cy) * 


ihnliches gilt fiir 7('). Diese allerdings nicht recht befriedigenden 
Betrachtungen fiihren also auf die fiir positive grosse m, n giiltige 
Formel 


= S Sslaew oo SIN, | ee ees || 
2 ae (WCZSe Ges nae (m+ pe)? (n+ p')2 


in welcher N, %, »’ Konstanten sind, also auf die Rydbergsche 
Formet, und da nach den gemachten Annahmen a, a, ¢ univer- 
sell sind, wird der Koe ffizient N universell. 


Gleichsettig erkennt man aber, dass die Rydbergsche 
Formel fiir niedere m,n su korrigieren ist, aber nicht durch 
Variteren des Koeffizienten N, wie bisher getan wurde, son- 
dernindem man p, p! Je durch Entwicklungen der Form 


b b! é 
= + tl 1! ——__~ + -——_— +, 
e (m+p)  (m+p)? : (m+p)° (m+y')? 
oder 
iC a 3 Al 
fe le aes laste aASiatshes wl ( 


— a 
~ Gn pp ~ Gn py (70 8.) (m -- 2)! 
erset3zt. 


Jede Serie entspricht einem bestimmten m und variabeln n oder 
umgekehrt, und wird demnach durch die Formel gegeben 


N 
= y= A — — is 79? 
Oe rd eee ae OO 
en B) | 
in der A, », ) Konstanten sind. 
(1) Im allgemeinsten Fall wiirden c,, ¢,... noch von / abhaingen, sodass 
a b., 
Bes eS 
ném ad 71° JPL 
saya Snr 


doch scheinen in der weiter zu behandelnden Annaherung die einfacheren Formeln 
zu geniigen; die unbekannten Bedingungsgleichungen sind hier also fiir die erste 
Anniherung dieser weileren Beschrénkung unterworlen, 
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Der seveite Koeffizient N aller Sertenformeln muss unt- 
versell sein. 


Dic Linien eines Doublets oder Triplets gehoren im Sinne dieser 
Theorie Quadraten an, die sich unter nur wenig verschiedenen 
Bedingungen befinden. Dagegen werden die Linien einer Serie, 
die Hauptserie und ihre entsprechende 2'* Nebenserie, von 
Schwingungen eines und desselben Tragers, die genau gleich- 
artig sind, gebildet. Es lassen sich nun die Ergebnisse der Unter- 
suchungen von Runge und Paschen leichter verstehen, nach 
welchen die Linien einer und derselben Serie qualitativ und 
quantitatiy denselben Typus besitzen; ebenso die Linien vor 
Haupt-und 2%" Nebenserte wahrend dies fiir die swet Linien 
Je eines Doublets nicht der Fall ist. 

Die weitere Bestatigung der neuen Formeln wird in den unten 
gegebenen Tabellen sich finden; sie zeigen folgendes: Bei allen 
Elementen gilt fiir die Hauptserie die Formel 


109 675,0 
(m + a+ b|/m?)? 


QI 255 oes 


fiir die erste Nebenserte eine chnliche Formel, ftir die 2% 
Nebenserie 


109 675,0 
yv=A— ——_ 


[m+ be al bl ( m+ ‘i | 
2 oe 


oder, was bis auf Glieder hiherer Ordnung auf dasselbe hinaus— 
kommt, 


wile 


—, wo p=m+at+y/p?=m+at B(A—y). 


Die Rydbergschen Gesetze sind bei diesen Formeln so genau 
erfiillt, dass Hauptserte und 2" Nebenserie direkt durch eine 
einsige Lormel dargestellt werden. Dieselbe enthélt bloss vier 
Nonstanten stati sechs, wie Nayser und Runge benutzen; 
sie lautet: ‘ 


we I ) 
SiS 9) = HOV) (9) a) 


{Cat + a+ b/m>)2 [7 oo +a’+ b'\(n 0,3)? 224 — 


Trotsdem ist die Anndherung an die Erfahrung besonders 
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Sir die niederen Ordnungszahlen eine viel bessere wie bisher 
erreicht war. 

Die Grenzen der beiden Nebenserien fallen susammen bet 

Gebrauch dieser Forme/n, soweit die unsichere Beobachtung der 

Struktur der ersten Nebenserie es zu beurteilen erlaubt. Jedenfalls 


ist der Abstand nur durch Bruchteile einer A.-E. gegeben. Auch 
die Konstanten a, 6, a’, b' zeigen vielfache Beziehungen. Erwahnt 
sei gleich hier, dass nach dem Gesetz der konstanten Differenzen, 
a, U’, fiir die Linien eines Doublets oder Triplets denselben Wert 
haben; dasselbe findet sich fiir 6, nur a vimmt verschiedene Werte 
an. Infolgedessen ergibt sich ohne weiteres, dass die Doublets der 
Hauptserien einen gemeinsamen Konvyergenzpunkt besitzen, und 
ihre Abstande durch die Rydbergsche Formel erheblich genauer 
dargestellt werden als ihre absolute Lage. Weiter sind b/a, 8’, 
bei allen Blementen negativ. 


Piir die Spektren der Alkali ergibt sich also folgendes Schema: 


Hauptserie: 
I 1 
, n+a+bi/n? [1,5 +a’ + 6'/(1,5)? 2 
ak pete ce) Ee meee se) ea 
N I I 
(Nm + dyg+ b/n*?)P? [1,5 +a’ + 6'/(1,5)? |? 
Zweite Nebenserie: 
\ 1 I 
, j b/ 2% 2 m + a' + b'/( mm)? |? 4 
ees est d Le ”y (GES De DpOB aoa) 
N | I I 
(2+ ay+ b/22)* [m+a'+ b'|(m)?}? 
Erste Nebenserte : 
I [ 
, ae |? )2 1.+e+ d/m? |? § : 
ee Paik Of") Lees Cte = Dy MS Doro whe 
IN 


1 { 
| (2 + d2+ 6/27)? [m+ e+ d/m?|? 


N = 109675,0. 


Allen positiven Werten von m, ” mussen Spektrallinien ent- 
sprechen, ob die Schwingungszahl positiv oder negativ sel. Die 
Formeln sagen also die Hxtstens unendlich vieler Linten vor- 
aus; leider fallen diese Linien in allen Fallen, wo ich sie genau 
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berechnen konnte, ins Rot und Ultrarot oder in das Gebiet der 
Schumannschen Strahlen. Diese neuen Serien miissen mit den 
bekannten sehr angenahert konstante Differenzen ergeben, und 
fiir die Grundlinien (m—=1 oder n=1) aus weiteren, fiir die ultra— 
roten Serien aus engeren Doublets oder Tripletts bestehen. 

Fir negative Ordnungszahlen dagegen gelten die Formetn 
nicht, weil die zu Grunde liegenden Reihenentwicklungen nur 
semikonvergent sind. (Vgl. das sogleich zu entwickelnde Bei- 
spiel.) ; 

Bevor ich zu den Tabellen iibergehe, michte ich die zu obigen 
Formeln fiihrenden Schliisse durch die Betrachtung eines ent- 
sprechenden, ganz durchfiihrbaren Problems im eindimensionalen 
Gebiet stiitzen. Dasselbe verhalt sich zu dem vorigen wie das Pro- 
blem der transversal schwingenden Saite zu dem der Platte. 

Sei 2a die Linge eines Stabes, seine Mitte als Nullpunkt der _, 
x-Achse gewihlt, w die Verschiebung. Es sei 

Oo w 


hy e2w.=0 die Hauptgleichung. 


Sei w= sin (kt +c) , so ist 


v2 di w, 
ol dg! 


Das allgemeine Integral ist von der Form 


| w,=Asinkxg + BSinkx + C@oskx+Deoska, 
(23) : : 7) 
| mit v(nu)=-—. 


ke 


\ 


Die Randbedingungen «= 0, 0?/dx2?= 0 fiihren auf die Inte- 
grale 


1 
Ne == = | TS 
MTX 2 


und #,= Ccos 
a a 


w, = Asin 


sie entsprechen dem Problem fiir Wasserstoff und sind nicht ganz 
eindeutig bestimmt. 


Wir variieren nun die Randbedingungen und nehmen 


02 03 ww 
(59) == Lys ate 


Ox? a ers == 8) fiir xr=ta 


= ? 


5 


or 


I. — ZUR THEORIE DER SERIENSPEKTREN. 
unter ¢ eine kleine Grésse verstanden. Es ergeben sich wieder 
zwei Lisungen. Die Bedingungsgleichungen, in (23) eingesetzt, 
fordern: 

Asin ka + B Sin ha = 0, Ccoska+D Cos ka =o 
—<Asinka +B Sin ka+ek( Csinka+D Sinka) =o, 
— Ceoska + D €oska + ek(— Acoska +B €aska) =o. 


Iheraus folgt fiir & die Gleichung 


f 
' 


a2 2 


es nae ke 
re 6) rears € — — es ns 
tangka = Canghka ( apt / ah +1). 


Die beiden Loésungen haben denselben Charakter; ich diskutiere 


(tang ka)? + 


tangha Cang ka — (ang ha)? = o, 


die eine derselben 


‘ t 
— tangka = @angka ( ae os / aD +1}. 
; eth? e+ {* 
Fiir grosse positive / wird Cangka=-+1; fiir negative £, 
Cang ka = —1. Die Wurzeln werden fiir grosse m dargestellt 


durch 


Te d 


ka.=mr—— (m>o0), ka =— mar — 
f 


« 


(GOO) 


=| 


Die Form der Kurven 


ert —— @e-x 
Ve tanog, = Ong a 


Crees 


ergibt, dass die negativen Wurzeln dem Betrage nach gleich sind — 
den positiven. Fiir sehr kleine < ist die erste Wurzel angenahert 
ka=n/2; fiir sehr grosse « dagegen Ka=0; zwischen diesen 
Grenzen ist die erste Wurzel eingeschlossen. Die zweite gibt also 
ka=x. Nach den Gudermannschen Tafeln (') der Hyperbelfunk- 
tionen ist fir 2 ==, Cang « = 0,9998. Wir diirfen somit fiir die in 
Betracht kommenden /a sehr angenihert €ang (ka) = + 1 setzen. 


Ks gilt also fiir grosse /: 
6 D 
(24) —tangha =1— —~ — = 


e2 fk? et kt 


(1) CG. GupEermann, Crelles Journ, Bd. VI, VII, VIII. 
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die genau die bei der allgemeinen Theorie yorausgesetzte Gestalt 
hat, jedoch etwas spezieller ist. Auch die oben beriihrte Tatsache, 
dass die neuen Spektralformeln fiir negative m,n nicht gelten, 
weil diese Ausdriicke nur semikonvergent sind, findet hier ihr 
Aequivalent: fiir negative / wird Cang ka = — 1 angenahert, es ist 
die Entwicklung (24) zu ersetzen durch 


(25) 4 tang ka =) = eg 


man erhalt wieder dieselben Wurzeln bis auf das Vorzeichen. Der 
wesentlich singulire Punkt, den €angha im Unendlichen hat, 
bewirkt, dass (24) und (25) nur angenahert sind, und keine Po- 
tenzreihen in 1/k existieren, die fiir grosse posiive und negative k 
die Funktion Cang ka zu entwickeln erlauben. Eine Gleichung 


(tang ka = Rationale Funktion von /) 


wiirde diese Eigenscliaft nicht besitzen. Die Besselschen Funk- 
tionen dagegen bieten dieselbe Kigentiimlichkeit. 


Die Spektra der Alkalimetalle. 


In den folgenden Tabellen sind die Formeln yon S. 52 und S. 33 
mit den Beobachtungen verglichen. Die Konstanten a,b’, a,b sind 
stets in dem dort angegebenen Sinne gebraucht. Ich habe nur die 
Hauptserie und die zweite Nebenserie beriicksichugt, und von 
letzterer wegen des Gesetzes der konstanten Diflerenz nur eine 
Linie jenes Doubletts und Tripletts. Die erste Nebenserie ist einer- 
seits wegen ihrer komplizierten Struktur und threr besonders bei 
héheren Ordnungszahlen sehr diffusen Linien nicht so sicher be- 
obachtet; anderseits wird sie durch die bisherigen Formeln meist 
schon sehr gut dargestellt; der Grund hierfiir ist wohl, dass die 
den niedrigsten Ordnungszahlen 1, 2 sogar manchmal 3, 4 ent- 
sprechenden Linien weit im Ultrarot bzw. Ultraviolett hegen und 
nicht beobachtet sind. Danach ist die Ubereinstimmung mit der 
Erfahrung hier wenig beweisend. Immerhin zeigen die aus beson- 
dern Griinden bei K, Tl mitgeteilten Tafeln der ersten Neben- 
serie, dass sie ebenfalls sehr gut dargestellt wird (*). Die Formeln 


(') Dass auf Grund der Rydbergschen Formel die Grenzen der Nebenserien 
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8 


5 
aus der Theorie zu erwarten ist und sich bei 


sind meist aus einzelnen Linien und nicht durch Ausgleichun 
berechnet. Denn wie 
einzelnen Serien bestitigt, sind die Nenner der Formeln in Wirk- 
lichkeit doch noch durch hihere Glieder in 1 /m?, 1/n2 zu erginzen, 
wodurch die nach der Methode der kleinsten Quadrate erreichbare 
hohere Genauigkeit ber der Festlegung der Konstanten doch illu- 
sorisch wird. Lehrreicher schien es mir zu zeigen, wie genau die 
Extrapolation geschieht. 

Die erste Kolumne gibt die Wellenlainge ) in Luft. Die zweite 
die nach Kayser und Runge’s (') Bestimmung der Luftdispersion 
auf Vakuum reduzierten W Eiiges hie ¥ (gleich 108)~! in Vakuum). 
Diese 
4 Kinheiten der letzten Stelle; 
Die Fehlergrenze ist unter /’ angegeben, 


Reduktion betragt fiir y= 40000 ca. 12, fiir y= 16000 ¢a. 


sie musste also durchaus beriicksich- 
ligt werden. der 'ehler 
Apyoobachtet — Averechnet 1St fiir die Formeln von Kayser und Runge 
Die Ordnungszahl| 


mit K. R., fiir die meinigen mit R. bezeichnet. 
ist unter m und 7 eingetragen, 


Lithium. 


HAUPTSERIE. ZWEITE NEBENSERIE. 


m } v lid K.R. R. i v F 1G, Nt ite m 
216708, 2 14903,1}0,2 |+108 0,00]6708,2 |14903,1] 0,2}+-615 0,00]t,5 
te ‘ ; Coss ; RE ll 
313232,97 |30924,4|0,03| 0,00] 0,00]8127,3')!12300,8] —- |— 65 |-+0,75)2,5 
4j2741,39 |36467,3]0,03| 0,00|+0,07] 4972,11 |10106,7] 0,1] 0,00] 0,00)3,5 
c Z ‘ ; BS oe 
5}2562,60 |39011r,5}0,03} 0,00] 0,00] 4273,44 |23393,8] 0,2} 0,00)—0,08]4,5 
a Ee Die rg F 9 ate een = 
6)2475,13 |40390,0/0,1 |—0,2 |+-0, 20] 3985,94 }25081,2} 0,2} 0,00/—0,04}5,5 

r i c 9Q5 . . ‘ : me 
71/2425,55 |41215,5]0,1 |—o0,01]/+0,01] 3838,3 }26046 3,0] 0,2 |-+2,1 16,5 
1) | a = . DY 
$}2394,54 141749,3/0,2 |+0,30}-+-0,03 
9} 2373, 9 pe — |+0,79|-+-0,10 
10/2359, 4')|42370,7| — |-+-1,18]-+0, 22 
5 5 Y Py fete Q 
Hauptserie: a =—0,04751, b=+0,0261. Grenze: 43482,8. 
y Xd > pul « 9Q25- ol 
Nebenserie: a’ =+0,09994, 0) =— 0,02646. Grenze: 289579,7. 
zusammenfallen, hat Rydberg gezeigt. Rapports du Congres, e\c., t. II, Paris 1900, 


(De Du 
(') H. Kayser u. C. Rungr, Abhandl. d. k. Akad. 
1844. 
(7) Nach H. H. Leumann, Ann. d. Phys.,t. V, 


(*)"Nach G. D: LivEina, ua. J. 


DEWAR. 


1g0T, p. 633 ; 


d. Wissensch. 


su Berlin, 


UAV Ul tgo2 spa ono 
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Es sind hier vier verfiigbare Konstanten (bei Kayser und 
F 5 : 5 Dw} 30 Bea oe 
Runge sechs). Zur Berechnung sind die Linien Sf Oa Pare 
? 


benutzt. Die Rydbergschen Satze sind in den Formeln schon 
beriicksichtigt. Die Formeln yon Kayser und Runge geben hier 
bei Extrapolation der Nebenserie (fiir n = 2 ihrer Ordnungszahlen ) 
einen Fehler von 615 Angstrém- Einheiten. Er wird bei den 
itbrigen Alkalien noch grésser, es wire zwecklos, ihn einzutragen. 


Natrium. 

HAUPTSERIE. ZWEITE NEBENSERIE. 
rn ee ——— a 
n nN v F K.R R m } v BN OK R R 
,)9898,16 |16.955,6}0,00)+-78 0,00]1,5!5890,19]16.972.8]0,00]+334 | 0,00} 0,00 
2 ere 

(5890, 19 16.972,8}0,00|+-86 0,00} cl orc! gn66.31 2 
2,9) £14041 8766,3] 2? |+100 |+0,9 |J—T,7 
(3303,07 |30266,3]0,03) 0,00/+0,03], ~ Ae ree 
133094 eae 2 3,9}6164,15|16226,3]0, 1 0,00] 0,00] 0,00 
. 02,47 |30271,8]0,03] 0,00] 0,00 
faa hee AY 99 a 
2 AE e 9}5599,72]19 998,210, 1 0,00] —0, 20/—0, 17 
Gees 35.040,9]0,09| 0,00/—0,10}?” 27119 29°% : 3 
r Or sp 5 Ep a = : e s 
2852,91 |35040,9]/0,09| 0,00 +0,0715,5/4752,19]21037,1]0,19] 0,00]—0,23/—o, 19 
a axe a ra ia al « . t 
2680,46 |37299,5)0,1 0,00] —0,08]6 5/4546 ,03]21 g91,1}0,2 |+-1,16]4+-0,21]+0,25 
680,46 |37295,5)0,1 0,00] 0,00 
SAAS) | binlseaul|) F = 
Py F [72° 4423,7 }22599,2| ? J|+1,7 |—0,17/—0,14 
2593,98 |38539,2]/0,1 |+0,03]—0,13 ' 
2593,98 |38539,2]0.1 |-+-0,09| - 0,08 
(2543 ,85(?)|39 298,7]}0,1 |-+-0,10|—o, 22 
ee 39 298,7/0,1 |+0,24]—0,19 
8 2512, 23(7)139793,4/0,2 |+-0,50|—0,15 
2512,23 139793,4]0,2 |-+-0,60|—o, 12 


. (9 Appts G) 14595 
Hauptserie: ) “! t (5 == oer Gr Wer iT Ss 
. . < , =— 0,T106. renze: 41 ,O7. 
G0 T4521 \ ; ESE TS, 
Nebenserie: @’=-+0,15157, 6’ =— 0,09586. Grenze: 24479,1. 


Fir die Nebenserie (deren Grenze nach Rydberg aus der 
Hauptserie enthnommen wird) habe ich auch aus 1,5, 3,5 die For- 


(') Nach P. Lewis, loc. cit. 
(7) Nach G. D. Lrveine u. J. Dewan. 
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mel 


N 


(A) yt ily = 
[m—+a+ 610° 5(A —v)]? 


berechnet (‘). Es fand sich «=0,15205, 8=— 0,06107. Die 
Fehler sind unter &' eingetragen. Kayser und Runge haben 
neun Konstanten, hier sind fiinf gebraucht. Die Doppellinien sind 
nur bis n=3 beobachtet; von da an beziehen sich die beobach- 
teten A auf das Intensitiitsmaximum, also ungefahr die kleinere 
Wellenlinge. Dasselbe gilt bei Kalium. 


Kalium. 
HAUPTSERIE. ZWEITE NEBENSERIE. 
a 
! . 
n mn v F K. R R m } ) F K.R R RG 
47701,92 12980,7] ? |+161,3] 0,00]1,5/7701,92|12980,7| ? — 0,00] 0,00 
“17668 ,54))13036,8] ? |+159,6/—o0,24] ~ 
: 25) — — = 
Dee oe Aaaae @ 
049,36 |{24701,6}0,03 0,00} 0,00], _|. ns 2 
a ee pa 5 3,9}6911,2 |14465,3}0,5 |—4,2] 0,00] 0,00 
4044,29 }24719,4]0,03 0,00]+-0,00 E 
yoo lay at 9 O 4 E 
p : 015782 69117 288,3}0,05| o,0/+0,20]/-++0,09 
,\°447,49 BAGCs.10,03; O,00l4%-6,1af° | 29% Ay eer? fies 
APR Of = 3 Bec. er 5 b ay 
13446,49 29 006,7]0,03 9, 00}-+-0, 1245 ,5)/5323,55 18779,2 0,15} 0,0}/+0,22/+0,10 
5io2t79 7 31 068,7]0,03 0,00] 0,00]6,5)5084, 49] 19 662,3]0,20] 0,0]-+0,22}+0,04 
13217,27 31 073,5]0,03 0,00]/—o0,0d] | a F 
7,914943,1 |20224,7/1,0 |+1,0|-+1,10]/+0,94 
613102937 0,27|+-0,10 
13102415 0, 36/-+0, 40 ERSTE NEBENSERIE. 
3034,94 |32939,4]0,10]+- 0,23]—0, 20 ; : a : 
| : ; <1 9 [581 5 50, 6,00 0,00 
413034,94 |32939,4]o, 10|+- 0,44|—0,05] ® 9812,54)17199,9}0,0 ie : 
‘ AVE 19 » 15343,35118500,5 5] 0,00] 0,00 
(299233 33 408,7 0,10/+ 0,68!/—o,19 6 |9349,35/18709,5/0, 19 
92 DO LO o (3 0 g c = . 0 ) 
t29g2,33 33 408,7}0,15|-+ 0, 80}—o,08 > |5097,79}19611,2]0,20] 0,00}+-0,16 
5 aad 33.736,2/0,20]-+ 1,05]—0,13] ¢ 4g32,2 (20188 |1,0 |+1,2]-+0,7 
: 99 97 
“/2963,36 |33736,210,20/+ 1,t1!—0,07 
(2942,8 33.971,4]1,0 |-+ 1,43|—0,27 Die zu wenig genauen Messungen von 
*19942,8 33971,4|1,0 |-+ 1,60]|—0,23]Lrveina u. Dewar sind nicht beriticksichtigt. 
| 


(1) Nach p. 52 ist hierin das Vorzeichen von y positiy Zu nehmen, wenn A> Vy; 


negaliv, weon A <yv. oa 
' 5 EYR 2 I= Sear Ue R 
(2) Nach H, Lehmann. H. Kayser u. C. RuNGE geben 7699, 3 == 9,0, 7665,6 + 5,0. 
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Von n= 6 an beziehen sich die Messungen bei der Hauptserie 
auf die kleinere Wellenlange. Die Grundlinien 7701, 7668 sind 
sehr breit und unsicher bestimmt, die Diflerenzen y, der Schwin- 
eungszahlen summen schlecht mit den tibrigeny,. Daher ist auch 


die Grenze der Nebenserie ungenau. Nimmt man fiir die Grund- 
linien einen (sehr wahrscheinlichen) Fehler von o, 5 A.-E. an, so 
erhalt man die Abweichungen #’. Dies zeigt, welche Genauigkeit 
die Messungen in ihrer Gesamtheit besitzen miissen, um eine ent- 
scheidende Priifung der Formeln zu erlauben, Es ist 


a; =+ 0,29034 


Hauptserie : b =—0,2239. Grenze : 35005,0. 
p Bye ? ? Q ? 
Qo = —— 0,28750 
Nebenserie: R. a@ =-+ 0,31789, b' =— 0,1076. Grenze : 22024,3. 
R' a = -— 0,d 10105 b' =— 0,1081. » 2IO2I4 Die 


Die beiden Nebenserien von K sind in ihrem Charakter kaum 
zu unterscheiden; man betrachtete bisher die mit 6938 und 6911 
beginnende als die erste Nebenserie, doch wiirde dies der einzige 
Fall sein, wo 6! positiv ware und wo die Rydbergschen Regeln 
sich als unrichtig erweisen. Betrachtet man sie aber, wie hier ge- 
schehen ist, als zweite Nebenserie, so ordnet sie sich genau in das 
Schema der iibrigen Serien ein. Diese Entscheidung ware auf 
Grund der alteren Formeln nicht miglich gewesen. Fiir rn = 2,5 
berechnet man A = 12430, } =12521. 


Die Gleichung der ersten Nebenserie, deren Grenze aus der 
zweiten Nebenserie entnommen ist, lautet: 


109675,0 


v = 22024,3 — ——_——__.—__.__; >: 
(nt — 0,2828 4-1,26/ 722 ) 


Fiir m= 4 berechnet man das Linienpaar 2, = 6936, 4, A= 6964,7. 
Schon Kayser und Runge bemerkten, dass hier ein allerdings bis 
Jetzt nicht beobachtetes (') Linienpaar liegen sollte. Sie extrapo- 
heren ,=6957,4, A= 60985,4. Ich habe die Formel der ersten 
Nebenserie hier angegeben, weil sie gestattet, diese roten Kalium- 


linien mit grésserer Sicherheit yoraus zu berechnen und zu ihrer 
Auffindung niitzlich sein kann. 


(') Lecog hat ein Band 6825-7248. 
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Fiir m—=3 finden sich 


= 11643, }=11921; Kayser und 
Becquerel hat die 
Kaliumlinien } = 10950, 11620, 12330 beobachtet, doch sind die 
Messungen sehr unsicher, und zwei Linien offenbar nicht getrennt 


worden. — 


Runge berechnen 


eo 


Rubidium, 
| HAUPTSERIE. ZWEITE NEBENSERIE. 
ee ee 
n r v Ke RB: int m mk v ETS) co es eee 
417910, 46) 12974,4| ? |+183} 0,0v0]1,5)7809,98|12807,0} % | — 0,00 
(7805,98(|12807,2) ? |-+-155/+3,5 |, = 
| pi lige: Soka se 
xy a af i: oF + . = 
ee 23:714,1/0,03 »9] 9,0013,5/7406,19 |13498,5]0,3 | — 0,00 
4201,98 |23791,9]0,03 o| 0,00 : 
i J 19°91 \09 Q 4. Onoo.s 16.230,0/0,2 | — |+1,8 
Bo ey aoa P . eles 
itt 27833,9]0,05| 0,0] 0,00]5 5 5654,22 |17681,2]0,15} — |+1,5 
"13587,23 |27868,g]0,05| 0,0/-+0,02 
5 {oon t 103 29833,2]0,09| 0,0|—o,11}]Das Paar 2,5 ist noch nicht beobachtet; 
13348,86  |29852,5]0,05] 0,0] 0,00] man berecbnet \ = 13657, \ = 13228. 


Der erhebliche Fehler von 3,5 A.-E. bei der Grundlinie ist zum 
Teil auf die Unsicherheit der Messungen von Lehmann zurtick- 
zufiihren. Die Differenz der Schwingungszahlen dieses Paares 
sollte 235,3 sein nach Kayser und Runge’s Bestimmungen; sie 
ist 2392,8, der relative Fehler der zwei Linien also 0,8 Ae der 
absolute wohl noch grisser. Immerhin sind die Differenzen auch 
den fehlenden Gliedern der Formel, die sich bet hiherem Atom- 


gewichtimmer starker bemerkbar machen, zum Teil zuzuschreiben. 


oe J 
: Qi O599940 P moe : 
Hauptserie : oF) ign) © bres —= 612688), Grenze: 33684,5. 
C—O OHODD 
Nebenserie : a’ = 0,36669, b'=— 0,1 fot. Grenze: 20877,3. 


(1) Nach H. LEHMANN. 
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Cdsium, 


HAUPTSERIE. ZWEITE NEBENSERIE. 
te 
n x y B KR. R. m | d v F R. 
(8949,92)] 11 170,3 ? |+305 0,00] 5/9227 720? 11 723,6| ? |—3.79 
: 18527 ,720) 11 723,6 ? |--230 |—3,75]| ’ (8949,92 |11170,3| ? 0,00 
| i 
5 (4593.34 21764,6 |0,09} 0,00] 0,00 a ae 
oO) 5 =aley k auptserie s 
1455544 21945,8 |0,09| 0,00|/—0,07 ie 
| Git te | pe aa ae 
: : - : — 3286. 
, (3888 , 83 2070950) 1052 0,00) 0,00] a, =0,41068 (° 
ay 5 On = / 
ee 2598759 1054 0,00|—0,04 re 
5 \3617,08 27638,9 |o,3 0,00|--0,72| Hauptserie : 31397,8. 
/3611,84 27679,0 |0,2 0,00/—0,t4] Nebenserie: 20227,5, 19674,8. 


Wieder liegt im Ultrarot ein Fehler yon 3,7 A.-E. yor; doch 
hat er entgegengesetzstes Vorzeichen wie bei Rb, sodass, bis ge- 
nauere Messungen vorliegen, kein Grund ist zu bezweifeln, dass 
fiir beide Hauptserien denselben Wert hat. Die zweite Nebenserie 
war bisher unbekannt. Da aber die Grundlinien (nm =1,5) nach 
dem Rydbergschen Gesetz 8949,92, 8527,72 sein miissen, so 
folet zwischen a’, 6’ die Gleichung 


0,36898 = a’ + b'/(1,5)?. 


Nimmt man nach Analogie von Ka und Rb (?) 6//a’= — 0,38, 
so findet man, dass die Linie (2,5) ins ausserste Ultrarot fallt; fiir 
n= 3,5 erhalt man 3,5 + a’+ b'/(3,5)2?=3,930..., wahrend 
Lehmann die Linie 7616,6, y= 13125,5 beobachtet hat; sie gibt 
3,9297, gehért also zur zweiten Nebenserie. Die zweite Linie des 
Paares miisste y= 12576 ergeben; sie wird von Lehmann nicht 
angegeben (*). Fiir n = 4,5 erhalt man 4,936...im Nenner; Le- 
cog hat das Linienpaar 6602, 6361 beobachtet, welches innerhalb 


(1) Nach. H. Lehmann. 

(*) Vgl. Tabelle am Schluss der Abhandlung. 

(*) Rb hat die Linie y= 12574,4; Lehmann konnte daher wohl die zwei Linien 
nicht trennen, doch gibt er an, dass stets diese Rb-Linie auf seinen Platten erschien. 
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der geringen Genauigkeit seiner Messungen die zu fordernde Dif- 
ferenz v, — 2 ergibt, wie Kayser und Runge schon bemerkt 
haben. Man erhalt aus ihnen 4,933 und 4,920, statt 4,936; doch 
liegt der Unterschied innerhalb Lecoqs Beobachtungsfehler, sie 
bilden somit das Paar n = 4,5. Weitere Paare sind nicht beob- 
achtet. Eime derartige Konstruktion der zweiten Nebenserie aus 
der Hauptserie ware in diesem Fall mit den Rydbergschen, hier 
sehr ungenauen Formeln, nicht miglich gewesen. 


Das Spektrum von Helium. 


Einfache Linien. 


HAUPTSERIE I. ZWEITE NEBENSERIE I. 
—_—_ enn a a 
n XK 0) Rae: R. Rydberg. m mn v Ree: R. 
2 = 4857,3 |+143 |—80  |+186 1,5) — 4857,3 |—1360] —80 
3 |5015,732}19 931,81] 0,00] 0,000] 0,000] 2,5)7281,81 |13729,13/+8,4 0,000 
4 |3964,875}25214,48] 0,00} 0,000}—0,092] .3,5}5047,816)19 805,12] 0,00] 0,000 
* P y ap r ‘ us ke 
5 |3613,785]27664,09] 0,00] 0,000] 0,000] 4,5/4437,718|22527,89] 0,00] 0,046 
6 13447,734|28996,41|—0,02]—0,001]-++0,033] 5,5}4169,131]23979,18] 0,00| 0,900 
fn 20 ‘ r Q¢6 
7 [3354 ,667| 29 800,82] —0 08] —0,038]-+0,032] 6,5]4024,136}24 843,16] —0,06|—o, 033 
© rad . € rc ele Oval © aS 
8 |3296, 900] 30 322,96] —o0, 08] —0,032|+0,005] 7,5/3936,063] 25 399,04] 0, 17} 0,087 
g |3258 ,336]30681,83|—o,17/—0,116] 0,000] 8,5}3878,330)25777,12]—0,21|—0, 022 
10 |3231,327]30938,28]—o,19|—0,13 |+0,016] 9,5|3838,240]26 046,36]—o, 29|—0, 060 
11 |32r1,626]31 128,06;—o, 21] —0, 12 0,00 [10,5 = 
12 |3196,81 |31 272,32|—o0,20/—o,0 0,00 | 11,5/3887,64 |26394,316}—0,33]—o, 000 
9 ? bod :) ’ 9 ? 7 _ e. 
me) — — 12,513970,72 |26512,74|—0,63 —o0,285 
14 |3176,6? |31471,3 |-+0,04}-+-0,08 |-+0,23 
‘ 
. e pr eee 1 ) te 
I. Hauptserie: a= 0,01150, &=—0,0072. A =3200r,90. 
. p « [4 Ba io 2 1 
Nebenserie : a =-+0,36013, $B =—0,0299. A = 27173,90 ( i 


Nach Rydbergs Formel erhalt man: 


109675.0 


S205 108)— (m -+- 0,01055 )* 


fiir die Hauptserie. Die Grenze diirfte hier richuger sein. 


(1) Formel (A) p. 58. 
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Doppellinien. ‘ 
HAUPTSERIE IT. ZWEITE NEBENSERIE II. 

Sr penn emer hi sar 

n nN v R. P R m }, ) Re, R R 

2 -- 9230,8 |-—74 0,000} 1,9 = g230,8 |—1320] 0,00}—42 
3 |3888,785}25 707,82} 0,000] 0,000] 2,5/7065,48 |14149,48)+24 0,00] 0,000 
4 |3187,830|31 360,41] 0,000/—0,096} 3,5|4713,252]21 210.94] 0,00) 0,00] 0,000 
5 |2945,220133943,59| 0,000] 0,000] 4,5|4120,973}24 259,39| 0,00|)+-0,27/+-0,036 
6 |2829,173}35 335,82|—0,017]—0,007} 5,5/3867,613]25848,55| 0,00/+0,11| 0,000 
7 |2763,g00]36 170,28]-+0,005|—0,003] 6,5/3733,004|26 780,61 | —o, 19|+-0,09| —0, 016 
8 |2723,275}36 709,83}+-0,007/—0,013] 7,5/3652,121/27373,71|—0,46|+-0,09|—0,035 
g |2696,230]37 078,04|-+-0,030|—0, 083] 8,5}3599,472|27774,80|—0, 70| +0, 11|-+0,035 
10 |2677,2 |37341,58}+-0,023|+0,013] 9,5|3563,125|28037,39|—0,99|-+-0,10|-+-0, 003 
ir }2663,3  |37536,45} 0,016] —0, 019] 10, 5|3536 , 963] 28 264,92|—1,16}+-0,08]—0, 037 
11,9/3517,48 |28421,47|—1,33]+-0,12] 0,000 
12,513502,47 |28543,27] —1,57]+0,03|—0,073 
13,5/3490,77 |38638,9 |—1,72|+0,07}/—0,060 
14,5/3481,6 |287514,4 |—1,69]+0,20]+-0,040 


Das Spektrum von He ist eines der am genauesten bekannten 
Spektren. Die Wellenzahlen sind aus Runge und Paschens Ab- 
handlung entnommen('), mit Ausnahme der im Ultrarot gelegenen, 
nur bolometrisch nachgewiesenen Linien, die nach dem Vorgang 
von Rydberg (?) aus den sehr genau besummbaren Grenzen von 
Haupt- und Nebenserien berechnet sind. Die Fehlergrenze liegt 
wohl bei keiner Linie oberhalb 0,02 A.-E.; nach Perot und 
Fabry soll o,o1 die Grenze der Zuverlissigkeit Rowlandscher 
Gitter sein bei solchen Besummungen. Die Abweichungen deuten 
wieder auf das Fehlen héherer Glieder. Die Grundlinie der ersten 
Hauptserie passt ausnahmsweise schlecht, iiberhauptist der Vorzug 
der neuen Formeln bei dieser Serie gering. Bei den andern Serien 
zeigt er sich aber in sehr auffallender Weise. Extrapoliert man 
die Nebenserie I auf die Ordnungszahl 1,5, so soll man nach dem 
Rydbergschen Gesetz die Grenze der Hauptserie finden; man 


(') GC. Rune u. F, Pascurn, Astrophys. Journ., t. It, 1896, p. 4. 
(*) J. R. RypBera, Wied, Ann., t. LVIII, 1896, p. 674; Astrophys. Journ., 
t. LV, 1896, p. gt. 
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extrapoliert 32013,0, beobachtet ist 32031,5; aus der Neben- 
serie II findet sich 38420, beobachtet ist 38453, 4, die Diflerenz 
entspricht 2, 4 A.B. Dabei ist die Extrapolation eine sehr weite. 

Die Hauptserie I ist auch nach Rydbergs Formel berechnet, 
die hier, abgesehen von der Grundlinie, ausnahmsweise genau 


passt. Die unter R’ eingetragenen Fehler ergeben sich bei An- 
wendung von Formel (A) S,. 58. 


Il. Hauptserie : 


a =— 0,06965, 6 =+ 0,0276. Grenze : 38453, 38. 
Nebenserie : 
c= 10, 20280) OF —=—— 0,000177) AUS) Di,.0, 2,0, 3110. 29223,46 (R.) 
Ce — 102026050 = -—0,0505, AUS) 255, 3,05 01,06 29 229),18 (A) 
Silber. 
Zweite Nebenserie. 
ieee SBF hE OAC) Ne 4008.70 3981, 387 3710,11 
Y= 2 08017 Daly) 25106,8 26945,9 
X beob.-A ber. = 0,00 0,00 — 0,30 0,00 
Ti Do Oey < 4,5 a)AB) 
Konstanten : a’ =—0,02890, b' =— 0, 2423. Grenze : A = 30620,7. 


Fir 1,5 erhalt man 4 = 3050; nach den Beobachtungen im mag- 
netischen Feld sollte 3280,80 herauskommen. Die Formel 


N° 
(m+ a+ b'[m? 


Vis 
ergibt also ftir die niederste Ordnungszahl einen bedeutenden 
Fehler. Es zeigt sich, dass die nur durch Glieder héherer Ordnung 
verschiedene Formel (A) 5. 58: 


N 


a es [m+ a+ B(A —v)10-5? 


hier und in den Spektren der zweiten Mendelejefischen Kolonne 

. . t08 9 4 we ‘ 
etwas besser sich anschliesst. Fiir « = —0,03025, 8 = — 0, 2023, 
A = 30621,7 erhalt man 


wo 
~Jj 


10,11 


A = 8274, 04 4668 , 70 3981 ,87 
 beob.-% ber. = 0, 


ae 
00 0,00 — 0,99 0,00 


(1) Nach Lewis. 
R. 


wn 
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Fiir 1,5 findet sich durch successive Approximation = 3210, 
wahrend beobachtet 3280, 8o ist. 

Sauerstoff. 


Triplets; zweite Nebenserie. 


= 6456, 287 5 437,041 5 020,31 4803 ,18 4673 ,88 4590,07 
= LOGS 4no7 18 387,34 19913,63 20813 ,84 21 389,6 21 780,2 
m= onD NS) 5,9 6,5 759 8,5 
Re Pe] our — 0,31 + 0,02 + 0,18 + 0,05 — 0,19 
Ra 0,00 0,00 — 0,04 — 09,40 + 0,06 — 0,02 


Die Linie' 1,5 ist A= 7772,26; aus ihr und 3,5, 4,9 ist die 
Formel berechnet, deren Abweichungen unter R. verzeichnet sind. 
k= 79772 ist also die Grundlinie der Hauptserie. Runge und 
Paschen vyermuteten dies auch schon, doch sind thre Formeln zu 
ungenau fiir kleme Ordnungszahlen; eine sichere Priifung war 
nicht méglich, denn die Intensitat der Linien nimmt in der Haupt- 
serie so rasch ab, dass nur das nachste Ghed noch beobachtet 
werden konnte. Die Abstinde desselben entsprechen genau der 
Hypothese, dass 6 fiir alle drei Linien der Tripletts denselben Wert 
habe, was schon bei den Doubletts der Alkalimetalle der Fall war. 
Es ist 


7 i p opie: — 9290/ Sa — Sai — Tie 
Zweite Nebenserie : A = 23204,87, a’ =-+ 0,27479, b’=— 0,06976. 


Fiir die Hauptserie erhalt man unter Beriicksichtigung des zweiten 
beobachteten Paares: 
@ 105,21 230 


A ==)0.0 007.54 Ge — 0,011 5) 10) =O. mOsO. 


Man berechnet 


die von Runge und Paschen nicht angegeben werden. 

Die Grenze der zweiten Nebenserie berechnen Runge und 
Paschen zu 23193,85, die der ersten zu 23207,93. Fur die 
neuen Formeln reduziert sich die Differenz sehr; die berechnete 
Grenze 1st 23 204,87. Ebenso verhilt es sich in den andern Fallen. 

Die Doppellinien des Sauerstoflspektrums tibergehe ich hier ; 
die Grundlinien (rn =1,5, 2,5) sind nicht beobachtet, weil im 
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Ultrarot legend; die tibrigen Linien werden von den alten Formeln 
beinahe ebensogut dargestellt wie von den neuen. 


Zweite Nebenserie der Elemente der zweiten Kolonne 
des periodischen Systems. 


Magnesium. 
De) = 2 sy) Hea) a0) (ela) FAD 
== SGP 3332 ,28 2998 ,67 29778, 36 2695, 53 2646,61 
Y= 19 326.3 30 001,1 34019,4 35982,1 3708050) e ees771781,0 
Ps 0,03 0,03 0,03 0,03 rota), 0,50 
io. =" = 53,07 0,00 — 0,0) — 0,01 + 0,20 + 0,47 
Re = 0,00 0,00 ==10), 119 0,00 — 0,06 + 0,08 
r= 0,00 0,00 + 0,08 0,00 + 0,02 + 0,07 
N 


(R.) Formeln = y = 39789,0 — ———_____________, 
C70 — Om OOo! O. at 2 ai 770a0)= 


N 
R’ 2, a hot = SS ee 
) 979s | m — 0,12411 — 0,2981( A — v) 10-5 [2 


N == 109675,0. 


Die Abweichungen sind unter R., R’ gegeben. Die Formel von 
Kayser und Runge ist nach der Methode der kleinsten Quadrate, 
ohne Beriicksichugung der Linie 2,5, berechnet; die meine aus 
Deas 0, 00% 


Fiir die mittlere Linie des Triplets 1,5 extrapoliert man: 


Aus Formel (R.).. Tiecetane te Mer aiter v = 36640 
PACH Sp DOLE Cle (Em ie tebeenvelte < eiayekeie © . v= 48960 


Bei Ag war schon eine wenn auch geringere Abweichung der 
zwei Formeln voneinander fiir m2 = 1,5 gefunden; die zweite For- 
mel (in a, 8) war die erheblich genauere, doch lieferte sie einen 
Wert von A, welcher um 50 A.-E. zu klein sich fand. Hier muss, 
wie schon aus der grossen Differenz zwischen beiden Formeln sich 
ergibt, der Fehler ein viel grésserer sein; es hangt dies mit dem 
(bisher nicht annahernd so grossen) Wert von 0’, der bei den 
Elementen dieser Kolonne des periodischen Systems vorliegt, zu- 
sammen. Die Formeln von Kayser und Runge, sowie Rydber 88 
versagen tiberhaupt ganz bei dieser Extrapolation. Man kann hier 
somit nur das Resultat aussprechen: 
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Schon die Grundlinie der Hauptserte liegt tm dussersten 
Uliraviolett bet 2000-1800 7 ey wo keine Beobachtungen 
vorliegen ; ihre Grenze ist weit im Gebiet der Schumannschen 
Strahlen (vy = 76430 bei R., y= 88750 bei R’) zu suchen. Es er- 
klirt sich so das bisher ganz unverstandliche Fehlen der Haupt- 
serie bei diesem Elemente. 

Um einen Begriff der Schwierigkeit der hier vorgenommenen 
Extrapolation zu geben, geniigt die Bemerkung, dass die in Wellen- 
zahlen gemessene Entfernung zwischen den dussersten beobach- 
teten Linien der Serie ca. 18400 betrigt; von der Linie 2,9 bis zu 
1,5 dagegen ist der Abstand mindestens 68 300. 

Wegen der ungewdhnlich kleinen Wellenlinge der Grundlinie 
ist es nicht sicher, ob sie, wie bei andern Spektren, besonders 


intensiv sein wird, 


Calcium. 
P= Dod 355 4,5 bao 6,5 9D 
N= 0123546 3.997, 23 3474,98 3274,88 DFO, le 3107,96 
v = 16328,9 25.263 ,2 28 769,0 30526,9 31534,9 32172 ,2 
Fos 0,09 0,09 0,09 0,10 0,50 1,0 
KOR a= = 60 — 0,01 + 0,02 0,00 + 0,23 + 0,56 
1 0,00 0,00 + 0,10 0,00 + 0,04 —o,38 
Man findet nach der Formel 
109675,0 
(ena nT oe ae 
[m+ «+ B1o-§(A —yv)]? 
fiir die Konstanten die Werte: 
A = 34088,75, a =+ 0,06481, 8 =— 0,4492. 


Durch successive Approximation ergibt sich mit einem wohl 
noch grésseren Fehler als bei Me: 
Grenze der Hauptserie v = 70300, Grundlinie 4 = 2760. 


Strontium. 


ox ng? xe ae ei ane 
i 2140 Di (es) a) 6,5 
hie) 7070.9 4.438, 22 3865, 59 3 628,62 3504,70 
SS Sere Sere. For, Kr Oak. 
’ WS b139 DOM DOO 25862,1 27991,0 28525 
KoRn) ++ 0,01 + 0,20 0,0 + 0,08 
= ok 
Riess 0,00 0,00 =- 0,25 0,00 — 0,09 
7 eee ait in 7 iy ee Fines ie ‘ eos re 
A = 31026,07, «=+0,13597, B=—o0,5183. Hauptlinie 1,5: %=ca. 2940. 


us ist merkwiirdig, dass bei Sr in dieser Gegend des Spektrums 
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ein Paar umgekehrter Linien 3307,64, 3351,35 von bedeutender 
Intensitit hegt, welches die fiir die intensiveren Linien des Tripletts 
1,9 zu fordernde Differenz y, ergeben; als der dritten Linie ent- 
sprechend kénnte man das etwas schwachere Paar 3380, 89, 3366, 43 
betrachten, dessen Mitte gegen 3351,35 ungefahr die Differenz y, 
ergibt. Auch bei Mg, Ca kann man die entsprechenden Paare an- 
geben. Doch scheint mir die Annahme, dass hier das erste Glied 
der Hauptserie vorliege, aus verschiedenen Griinden unwahrschein- 
lich. Untersuchungen im Gebiet 2100—1800 miissen dariiber ent- 


scheiden. 
Zink 
iO S10 ao (0) Les 6,5 Fi 
TS eae TSE ovat 3072,19 2712,60 2 567,99 2493 ,67 2hho,76 
Yi D058r,,2 32540,9 36854, 4 38.929,6 40 0g0,0 40808 ,3 
= 0,03 0,09 0,05 0,10 Onis) 0,29 
Ba = 08, 0,00 + 0,02 — 0,01 — 0,04 — 0,20 
Roe 0,00 0,00 0,00 + 0,01 — 0,09 — 0,40 
A = 42891,44, a2 =—0,21526, 8B =—0,2559. 


Grenze der Hauptserie y = 115000, Grundlinie y = 72000, also A = 1390, 


: . . 2 ° 
jedenfalls mit einem Fehler von mehreren Hundert A.-E. 


Kadmium. 

i 2.5) 3,0 3) 5,5 655 Tews 8,0? 

080,000 3952 100.8 2808.00) 9271209) |) 2699599 8) 2062,96, 92550), On 

Vie OOOO. ee SO ROO. Na} G08,0) | GO8D0. 79 71978,9 | eo 7OOmd | oOK4S,6 

P= 0,09 0,09 0,09 0,00 0,10 0,90 0,20 
K.R.= +68 + 0,01 — 0,02 +0,03 -+0,15 — 1,795 — 0,34 

Res 0,00 0,00 + 0,09 0,00 — 0,10 — 2,2 —1,2 

A = 4o706,3, 2=—0,15287, % =—0,3063, Grundlinie 1,5: = 1250. 


Die Linie 7,5 gibt auch nach dem Gesetz der konstanten Dif- 
© ° orgie . A . 

ferenzen einen Fehler von 1 A.-E.; ihre Zugehérigkeit zur Serie 
muss daher unentschieden bleiben. ' 


Quecksilber. 


0 — eH) ogo Mees) Agi (05 

K= 5460,97 3 341,70 2925, 51 2799,83 2675,20 

¥ = 18306,6 29916,5 34.172,2 36 223 ,6 37 369 ,6 

lie 0,05 0,09 0,10 0,05 0,20 

io IRR, ee +57 ——1 0,08 + 0,02 + 0,09 + 0,24 

Lite = 0,00 0,00 + 0,08 0,00 + 0,16 
A = 4o136,80, a=0,19385, ~& =—0,2956. 


Grenze der Hauptserie v = ca. 126000, A= ca. 1160 fir die Grundlinie. 


70 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


Thallium. 


ee ee ee eee ee ee eS 


ZWEITE NEBENSERIE. ERSTE NEBENSERIE. 
m } y Foi KK kh n y ) F | KR K 
5,5]5350,63|18684,2/0,03|—168 | 0,00] 3/3519,39]28406,0]0,03|-+-0,02| 0,00 
35/3229, 88]30952,1/0,03]—21,7/—0,12] 4]2918, 43/34 255,210, 03|—0,07 —o,06 
f,5|2826,27|35372,1]0,05| —3,65|+0,14] 5}2709, 33/36 899,7/0,03| +0, 13]+-0,07 
5,5|2665, 67/37 503,1]0,09|—r , 69 —1,14] 6] 2509 ,08]38316,5}0 ,03|—o , 02 0,35 
6,5|2585,68]38663,2|0,05| +0,01]—0,02]} 7|2552,62}39 163,9)0, 10/0, 12}+0,13 
75/2538, 27|39385,3]0,10}-+0,04/—0,03] 8}2517,90/39710,3]0, 10 0,04 +0,13 
8,5] 2508,03]39680,1]0,15|/+0,01] 0,00] 9|2494,00]40 084,40, 10] —0, 19] +0,09 
9.9 2487,57 fo 188,0}0,20|/-+-0,08 0,08 }10}]2477,58 40350,1/0,10| +0, 06 +0,04 
10,5|2472,65|40430,4]0, 20] — 0,21] —0,21] 11/2465, 54]40547,1/0, 20] +-0,24/—0, 01 
11,5/2462,01|40605,2]0,30|/—0,03|—0,07 ]12] 2456 , 53] 40696,3/0,20|+0, 47] —9,06 
12,5/2453,87|40740,0|0, 30] +0,07|—0,01 |13]2449,97|40811,4/0,30|+-0,68|—o, 06 
13,512447,59140844,4]0,30| +0, 22|-+0,07114]2444, 00] 40904,4|0,30|+0,79|—0,19 
14,5/2442,24|40934,0|0,30|—o,01|—0, 23 J19}2439, 58|40978,6|0,30]-+-0,99|—0,18 


Von den Elementen Aluminium, Indium, Thallium, bei denen 
Serien von Doubletts existieren, habe ich nur das letztere berech- 
net. Die zweite Nebenserie yon Tl wird naimiich am schlechtesten 
von allen bekannten Serien durch die Formeln yon Kayser und 
Runge dargestellt; die Serien der andern Elemente zeigen nor- 
malen Verlauf. Ein Vergleich der Formeln schien daher nur bei 
TI interessant. Kayser und Runge berechnen ihre Konstanten 
nach der Methode der kleinsten Quadrate aus n = 6,5 bis 14,5; 
meine Formel ist aus allen Linien berechnet; sie ergibt 


A = 41469,6, 4=— 0,24088, & =— 0,2860. 


Grundlinie der Hauptserie } = 1110. 


Der Unterschied zu Gunsten der neuen Forme! ist ein sehr bedeu- 
tender; doch macht sich das Fehlen der héheren Glieder bemerk- 
bar. Merkwiirdig ist die grosse Abweichung bei 5,5; schon Kay- 
ser und Runge haben hervorgehoben, dass die Kurve y= f(m), 
eraphisch aufgetragen, her einen Knick zeigt. Die Linie fiallt ganz 
aus der Serie bei den neuen Formeln. Das zeigt, dass die fehlen- 
den Gheder der Forme! eine recht komplizierte Form und wohl 
auch Singularitiiten aufweisen werden. 
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Die sehr vollstindig beobachtete erste Nebenserie yon Thallium 
habe ich als Beispiel beigefiigt. Ihre Grenze ist gleichgesetst der 
der zweiten Nebenserie. Da yon n=8 an die Satelliten von den 
Haupthnien nicht mehr getrennt werden konnten und sich die 
Messungen dann auf die intensiveren Hauptlinien beziehen, sind 
nur letztere der Rechnung unterzogen worden. Die Formel von 
Kayser und Runge bezieht sich eigentlich auf die Satelliten, sie 
kann nur yon 2 = 8 an mit meiner Berechnung verglichen werden. 
Fiir erste und zweite Nebenserie haben Kayser und Runge sechs 
Konstanten, hier sind nur fiinf gebraucht. 

=e y = 41469,6 — eee 0072 0m Ee tee 
, (2 — 0,099{7 — 0,0276/7?)2 
Der ersten Nebenserie sollte nun auch eine Hauptserie entsprechen, 
die, nach den Formeln, mit der zur zweiten Nebenserie gehirigen 
konstante Differenzen aufweist. Sie kann leider nur ganz roh nach 
Rydbergs Formel berechnet werden. Fiir die Grenze der inten- 
sivsten Linien findet man vy = 30585 (genau); Grundlinie (n= 2): 


¥ = 10885; diese weit im Ultrarot liegende Linie muss grosse In- 
tensitit besitzen; die folgenden Linien sind (nur roh angenihert ) 


¥= 14600; y= 22200. Erst die letzte Linie kinnte von Kayser 
und Runge beobachtet sein. Wegen des griésseren Intensitats- 
abfalles in den Hauptserien wird sie ziemlich schwach sein. Ob 
ihr die schwache Linie y = 18083,7, 4 =5528,3 entspricht (die 
einzige des Tl-Spektrums, die nicht zu den Doubletts gehirt), ist 
zweifelhaft. Die Linien des Paares miissten hier schon ziemlich 


nahe bei einander liegen. 

Auch bei andern Elementen sind meist im Ultrarot, Rot und 
Gelb enge Paare bzw. Tripletts zu erwarten, die zu dieser zweiten 
Hauptserie gehoren. Man kann auch (wie z. B. bei K im Funken- 
spektrum von Eder und Valenta (') das schwache Paar 4309,33 
4305,1) Linien angeben, deren Lage, Intensitit und Abstand die 


zu erwartenden sind; doch bleibt diese Zuordnung vor der Hand 


hypothetisch. 


wo 
in 
~1 


(1) J.-M. Ever u. E. Vatenta, Denkschr. Wien. Akad., t.« LXI,71894, p= 
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5 : F 
a+ 0,9 f 8/%+0,5 ; Bya+o,d 


+0 37589 |—o,2981} —o,793] Zn. 2559] —o0,900 


+-0,96481 |—0, 4492] —o,796} Cd. -0,o470e 3063} —o,880 
+0,63597 |—0, 5183 | —o,813 He. 3061! ,2966] —o,970 


2}/—o0,2860| —1,102 


Innerhalb der Alkalimetalle steigen die Differenzen a, —a» etwa 
wie die Quadrate der Atomgewichte; die Quotienten a, —ay/p? 
sind ungefihr: 


Naogine:) ) -K0,189,) )Rbs0,180,. Gs._.0,186. 


Bei Li miisste somit a, —a,=5 ungefihr sein, der Abstand der 


Komponenten der roten Li-Linie wire zu 0,76 A.-E. zu erwarten, 
wie schon Kayser und Runge hervorhoben('). 

Die Konstanten wachsen im allgemeinen mit dem Atomgewicht 
innerhalb einer Gruppe chemisch verwandter Elemente; sie sind 
deutlich periodische Funktionen des Atomgewichtes. Aber auch. 
innerhalb der Alkalimetalle z. B. ergeben sie keine einfachen Kur- 
ven, ebensowenig wie die Konstanten von Kayser und Runge. 
Da die in den Grenzbedingungen auftretenden Grissen mit der 
Konstitution des Atomes vermutlich eng zusammenhingen werden, 
und die a, 6 nur durch einen komplizierten Rechnungsprozess aus 
ihnen entstehen, ist eine nicht ganz einfache Gestalt dieser Kurven 
wohl zu erwarten. Doch sind méglicherweise die Atomgewichte 
hier iiberhaupt nicht die richtigen Variabeln. Die Quotienten b/a,, 
b/a,, b'/a' variieren in den Alkalimetallen nur wenig; deshalb 
konnte die zweite Nebenserie von Cs so sicher bestimmt werden. 
Ebenso sind die 6/(% + 0,05) annahernd konstant bei Mg, Ca, Sr 
und wieder bei Zn, Cd, Hg; sie sind aber auch periodischen 


(1) Der von A. HaGenpacn (Ann. d. Phys., t. IX, 1902, p. 719) gefundene 
Wert fiir den Abstand der Li-Doppellinie ergibt a@,—a,/p2 etwa doppelt so gross 
wie bei den andern Alkalimetallen; das Gesetz von Kayser und Runge, nach 
welchem a@,—a,/y? annihernd konstant ist in dieser Gruppe, wire daher un- 
richtig, doch sind die Beobachtungen an nur einer Linie wohl noch nicht ganz 
entscheidend. 
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Schwankungen von einer Gruppe zur andern unterworfen. Die 
= . 
Serien von Ba sind noch nicht gefunden; nach obiger Beziehung 


wird die Gleichung der zweiten Nebenserie lauten: 


109675,0 


y= A~— 


>] 

1m + 2[1— 0,825. 10-8(A — v)] (? 
wobei der im Nenner yorkommende Wert yon A nur roh ange- 
nihert bekannt zu sein braucht, sodass gleich die zweite Approxi- 
mation die exakten Werte von a, A liefert. 


Der Versuch, die im ersten Teil dieser Arbeit gegebene Theorie 
des Wasserstoffspektrums auf andere Elemente auszudehnen, fiihrt 
also zu einer bemerkenswerten Ubereinstimmung mit der Erfah- 
rung. Die aus der Theorie sich ergebende Formel iibertrifft 
wesentlich an Genauigkeit, besonders bei den niedrigen Ordnungs- 
zahlen, das bisher Erveichte. Ferner yeranschaulicht die Theorie 
in sehr einfacher Weise die exakte Universalitit des sogenannten 
zweiten Noeffizienten; sie fordert gewisse quantitative Beziehungen 
zwischen verschiedenen Serien, endlich macht sie die qualitative 
Identitat des Zeemaneflektes der Linien einer Serie und der Linien 
der Hauptserie und zweiten Nebenserie verstiadlich. Alle diese 
Forderungen sind in Ubereinstimmung mit der Erfahrung. Dar- 
tiber hinaus zeigen die Koeffizienten der Formeln noch verschiedene 
einfache Beziehungen, sodass z. B. die bisher unbekannte zweite 
Nebenserie von Cs gefunden werden konnte. Wenn diese Resultate 
nun auch fiir die Fruchtbarkeit der Grundannahme der Theorie 
sprechen, so zeigen doch die gegebenen Entwickelungen selbst, 
dass die tiber die allgemeine mathematische Grundlage hinausge- 
henden speziellen Ansitze und Deutungen noch sehr willkiirlich 
sind, wie ja die Natur des Problems es beim jetzigen Stand unserer 
Kenntnisse bedingt. Mein Bestreben war, die zuniichst allein 
zugangliche mathematische Seite des Vorganges dem Verstindnis 
niher zu bringen. 

Ein Vorzug der Theorie der Lichtemission in ihrer gegenwirugen 
Gestalt, niimlich ihre Einfachheit, wird durch die Identifikation 
mit dem hier behandelten schwingenden Systeme erheblich beein- 
trachtigt. Solange jedoch jenes einfachere Bild den Spektral- 


gesetzen gegeniiber versagt, muss es unentschieden bleiben, welche 
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der beiden Auffassungen der Gesamthect der Erscheinungen gegen- 
iiber sich als einfacher erweisen wird. 

Die Frage nach der Ausstrahlungsfahigkeit der Obertine des 
Systems ist im Anhang erirtert. 

Ks sei mir gestattet, an dieser Stelle Hrn. Geheimrat Voigt 
meinen Dank auszusprechen fiir das liebenswiirdige Interesse, mit 
dem er dem Fortgang dieser Arbeit folgte. 


Gottingen, Februar 1903. 


ANHANG. 


Die Ausstrahlung. 


Nach den neueren Untersuchungen iiber die Strahlung im mag- 
netischen Feld kénnen wir uns unser lichterregendes, schwingendes 
System als negativ elektrisiert vorstellen. Erst durch diese nega- 
tive Ladang, die wir uns zuniichst gleichformig iiber die Quadrat- 
flache verteilt denken wollen, wird die Verkettung des Systems 
mit dem Aether und die Ausstrahlung bewirkt. Auf Grund der 
Erfahrung durften wir bei der Berechnung der Eigenschwingungen 
die hieraus entspringenden elektrodynamischen Krafte und die 
Dimpfung vernachlissigen ; wir betrachteten also die inneren Krafte 
des Systems als gross gegen das von ihm ausgehende elektrische 
Feld. Wir fiihren dieses jetzt als kleine perturbierende Wirkung 
ein. 

Es ist vielfach bemerkt worden, dass die Oberténe von Syste- 
men, wie das oben behandelte, nicht ausstrahlungsfahig sind, 
weil zu jedem schwingenden Flachenelement in der Entfernung ¢ 
ein entgegengeselzt schwingendes vorhanden sei mit genau der- 
selben Ladung und Amplitude, und ¢ im Verhiltnis zur Wellen- 
linge ) klein ist. Es heben sich dann die elektrischen Krafte bis 
auf Grissen von der Ordnung ¢/d fiir ecre Knotenlinie, (e/))? fiir 
vier etc. weg; die Intensititen werden proportional (¢/A)?, (e/h)* 
etc. Dae hichstens von der Grisse des Molekulardurchmessers 1st, 
so wird (2/2)? <1078, die yom ersten Oberton ausgestrahlte Ener- 
gie ist verschwindend gegen die vom Grundton herrithrende. 
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Dieser Kinwand scheint jede auf Eigenschwingungen eines Kon- 
linuum begriindete Theorie der Spektren unméglich zu machen, 
wihrend doch, wie S. 20 hervorgehoben, die Formeln fiir Linien- 
und Bandenspektren entschieden auf solche Eigenschwingungen 
hindeuten. E's scheint mir daher nicht unwesentlich zu seigen, 
dass man gerade bei Systemen, wie das hier behandelte, in 
welchen elektrodynamische Krafte neben elastischen auf- 
treten, durch allerdings durchaus willkiirliche, aber nicht 
allzu unwahrscheinliche Zusatshypothesen diesem Einwand 
begegnen kann. Bei rein elastischen oder rein elektrodynamischen 
diirfte dagegen ein analoger Ausweg kaum zu finden sein. 

Wir machen folgende Annahme : die Stésse oder Krafte, welche 
die Deformation hervorgebracht haben, sollen auch eine Ande- 
rung in der Verteilung der Elektrizitét bewirken kénnen, und zwar 
so, dass sich die gleichmiassige Verteilung erst nach einer gegen 
die Schwingungsperioden des Systems langer Zeit wiederher- 
stellt. Es kénnten z. B. die in unmittelbarer Nahe der Flache be- 
findlichen Ionen aus ihrer Gleichgewichtslage sich entfernen und 
nur verhiltnismissig langsam zu derselben zuriickkehren. Rihrt 
die Erregung etwa von einem nicht zentralen Stoss her, so wird 
nun die Dichte der Elektrizitét auf der Flache evenfalls dissyme- 
trisch. Zu jedem Punkt gibt es zwar einen entgegengesetzt schwin- 
genden zweiten Punkt auf der Flache, doch dessen Ladung ist 
nicht notwendig dieselbe wie die des ersten Punktes, sodass ein 
von Null verschiedenes, resultierendes elektrisches Feld sich er- 
gibt. Danach miisste die relative Intensitat der Serienlinien von 
der Art der Erregung abhiingen, wie ja die Erfahrung auch zeigt. 

Diese relative Intensitat hingt aber noch yon einem andern Um- 
stand ab. Das Auge und die photographische Platte integrieren 
nimlich tiber eine sehr grosse Anzahl yon Schwingungen. Seiz. B. 
die in zwei verschiedene Eigenschwingungen urspriinglich gesteckte 
Energie dieselbe; die erste Schwingungsform habe in der Zeit a 
ihre Energie bis auf einen kleinen Bruchteil ausgestrahlt, die zweite 
in der Zeit b, wo b > a. Tritt nun die nichste, dem Superpositions- 
prinzip nicht geniigende Erregung erst nach einer Zeit c26 ein, 
so ist die in das Auge gedrungene Gesamtenergie dieselbe, die ent- 
sprechenden zwei Spektrallinien erscheinen gleich intensiv, nur 
ist nach der Dispersionstheorie die erste breiter als die zweite. 
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Da, wie oben betont wurde, die elektrischen Krafte klein sein 
miissen gegen die inneren Kriifte des Systems, so widerspricht 
eine erhebliche Inhomogenitat der Ladung keineswegs den Voraus- 
setzungen. Eine einfache Abschiitzung zeigt, dass man auf dieser 
Grundlage eine Reihe von Oberténen von vergleichbarer Intensitit 
erhalten kann. 

Nach den Serienformeln sind die Grundtine der Spektren im 
aussersten Ultrarot oder Ultraviolett gelegen, und daher noch in 
keinem Spektrum beobachtet. Es handelt sich also zundchst nur 
um Vergleiche zwischen Obertinen. 


Il. 


ZUR 


THEORIE DER SERTENSPEKTREN. 


Physikalische Zeitschrift, 4. Jahrgang, N° 14, Seite 406-408. 


Bekannuich zeigt Wasserstoff ausser der durch die Balmersche 
Formel so ausserordentlich genau dargestellten Serie, die von 
Kayser und Rydberg als « erste Nebenserie » erkannt ist, eine 
weitere, bisher nur in gewissen Sternspektren nachgewiesene Reihe 
von Linien, die der zweiten Nebenserie und der Hauptserie der 
Alkalispektren entsprechen. 

Setzt man die Anzahl Wellen, die im Vakuum auf 1°™ entfallen 
(die sog. Wellenzahl), gleich 7, und zur Abkiirzung N = 109675, 0, 
so schreibt sich die Balmersche Formel 


I 1 
+r=N(2——) (CUTE =nO ae aide sO DIN 


4 m? 


Die zweite Nebenserie ist dann durch 


= 
4 (7 + 0,5)? 


gegeben, die Hauptserie durch 


Der sehr auffallende Umstand, dass das erste Glied rechts stets 
das Quadrat emer rationalen Zahl ist, hat Balmer und Rydberg 


zur Vermutung gefiihrt, dass die Formeln eigentlich mit sed will- 
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4 
kiirhchen ganzen Zahlen m,n zu schreiben seien, so dass das 
H-Spektrum durch 


(1) tr=n{< at Se N | 


n> m2 


dargestellt wird. Dabei sind zweite Nebenserie und Hauptserie in 
eine einzige Formel zusammengefasst. Die Untersuchungen von 
Rydberg und Runge und Paschen (') haben gezeigt, dass dieser 
Zusammenhang beider Serien sehr wahrscheinlich auch bei den 
andern Elementen besteht. 

Beim Versuche, schwingende Systeme zu finden, deren Perioden 
das Wasserstoffspektrum ergeben, bin ich daher in meiner dem- 
nichst erscheinenden Inauguraldissertation von den Formeln (1) 
ausgegangen. Es gelang mir, zwischen den Teilchen eines zwei- 
dimensionalen Kontinuums solche Fernwirkungen anzusetzen, dass 
die Schwingungszahlen des Systems von zwei willkiirlichen ganzen 
Zahlen m,n abhingen und bei wachsenden Werten dieser Ord- 
nungszahlen sich einer endlichen Grenze ndhern, eine hei allen 
Spektren auftretende Eigenschaft der Serien, zu der in der theo- 
reuschen Physik kein Analogon bekannt ist. 

Setzt man speziell voraus, dass das Kontinuum eine der Flachen 
eines Kubus sei, so erhalt man genau die Formeln (1). 

Bei den Spektren anderer Elemente sind so einfache und exakte 
Gesetze bisher nicht bekannt; man stellt die Serien nach Kayser, 
Runge und Paschens Untersuchungen durch Formeln von der 
Gestalt 

B (G; b Cc 


poe INS =. Ss oder OR elie 1S eee 
m? m* m? me 


dar; Rydberg benutzt die Gleichung 
N 
a a aS 
(77/0 = WERE 
Hierin sind A, B, C, a, 6, c, u geeignete Konstanten. Auf- 
fallenderweise hat B resp. & bei allen Serien fast denselben Wert; 
Rydberg entnimmt die entsprechende Konstante N seiner For- 


(1) Ueber die Zerlegung einander entsprechender Serienlinten im magnetischen 
Felde. (Berl. Ber., 1g02, S. 380, 720). 
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mel direkt aus der Balmerschen Serie. Aus dem bei allen Ele- 
menten genau erfiillten « Gesetz der konstanten Diflerenzen » er- 
eibt sich, dass die einfachsten Formeln sich wieder auf die 
Schwingungszahlen selbst, nicht, wie bei Eigenschwingungen meist 
der Fall ist, auf ihre Quadrate beziehen. 

Von diesen Bemerkungen ausgehend, machte ich die Annahme, 
dass wir es bei allen Elementen mit den Schwingungen desselben 
Kubus wie bei Wasserstoff zu tun haben, so dass nur die Rand- 
bedingungen von Element zu Element variieren. Dann ergibt sich 
folgendes: 

Aus der zunichst auftretenden Forme] fiir das Quadrat der 
Schwingungszahl lasst sich die Wurzel ausziehen ; es wird 


Hierin sind p, g Wurzeln gewisser transzendenter Gleichungen, 
sie lassen sich in semikonvergente Reihen von der Form 


( li gs 
Pp=M+a + — +e +.-.; 
m* mre* 
(2) 
ied ols 
gqene+es+54+-— +... 
7U* 7ut 


entwickeln. Diese Reihen gelten nur ftir positive Werte der 
gansen Zahlen m,n. Die Quadrate der negativen, m, n ent- 
sprechenden Wurzeln fallen mit den eben gegebenen zusammen. 
Positive und negative Schwingungszahlen haben dieselbe physi- 
kalische Bedeutung. 


Der Koeffizient N ist exakt universell. 


Bricht man die Formeln mit den ersten Gliedern ab, so erhilt 
mah 


See (eer re ee 7 ee 
(7 a)@ (m+ 2’)? 


also die Rydbergsche Formed als erste Anndherung. Gleich- 
zeitig erkenntman aber, dass dieselbe fiir niedrige Ordnungszahlen 
zu korrigieren ist und zwar nicht durch Variieren des Koeffizienten 
N, wie bisher versucht wurde, sondern durch Hinzufiigen weiterer 
Glieder yon (2). Als zweite Annaherung ergibt sich daher fiir eine 
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foe) 
- 


einzelne Serie (rn = const.) 


109675,0 
(m -+- % + B/m?)?* 


=) i EN 


(ST OE Sy, Bena 


oder durch andere Entwickelungen 


109675,0 


Tas ae 
| +a-+ maar | 


(m +- a)? 


Sas —— 


f Leet 1096795,0 


i ctw Oi ASS ry)?" 

Dabei sind a, b, 2, 8, a’, 6’ Konstanten; die Formeln unter- 
scheiden sich nur durch Glieder héherer Ordnung. 

Die Anndherung dieser Formeln an die Erfahrung bet 
gleicher oder kleinerer Anzahl der Konstanten wie bei Kayser 
und Runge und Rydberg, ist besonders fiir die Linien klein- 
ster Ordnungszahl eine sehr viel bessere: auch die bisher so 
schlecht dargestellten roten Linien ergeben sich meist inner- 
halb der Fehlergrensen. (5S. Tabelle.) 


Hauptserte. 

n mn Fr KR R 
ay. 589616 0,00 +78 6,00 

| 5890,19 0,00 +86 0,00 
| 3803507 0,03 0,00 +0 ,03 
is Aa 

{ 3302),47 0,03 0,00 
F \ 2852,91 0,09 0,00 —0o, 10 
2852000 (2) 0,00 0,00 +0,07 
. | 2680, 46 0,1 0,00 —0,08 
Omen : 

{ 2680 ,46 0,1 0,00 0,00 
6 \ 2593,98 Oo, + 0,03 —o0,13 
ee 

( 2593,98 Onl + 0,09 —o,08 

( 2543,85 0,1 ORO —0,22 
SF) R25 43500 Ont + 0,24 —0,19 
9 \) Dano Ws} 0,2 + 0,5 0,05 
oO 4 p = . 

(| SYS}, De} 0,2 + 06, —o0,12 


(1) Diese Linien sind nicht mehr getrennt beobachtet. 
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Nebenserie. 
m+} ms r Keak: R 
fee cic 9890, 19 0,00 +334 0,00 
Do Nooo T1404 ? — [14 +0,9 
ab Weta 616,15 On 100 0,00 
? ? 2 
RR are Sag 0, 0,00 —o,25 
Oy Noe ING sn ae) Ono 0,00 —o ,23 
SAOR Be 4546 ,03 0,2 +1,16 +0,21 
Far 4423,7 ? +1,7 —0,17 
Hauptserie von Kalium. 

n x # KR R 
Danie e | Oly Oe ? +161,3 0,00 
Dimes, MOTO O 0,03 0,00 0,00 
hens Te OAA Tao 0,03 0,00 +0,13 
Oeeeee eres SOL ao ke 0,03 0,00 0,00 
hascmme moilhupyie sly) 0,10 + 0,27 +0,10 
a 2 \ 2 —— 
FnGae 303494 0,10 =O, 23 0,20 
Woah a »  2992,33 (6) 589 + 0,68 —o,19 
Gioanone Alewaake 0,2 + 1,05 —o,13 
(Whadoodn DEW 1,0 + 1,45 —0,27 
Devessorh 7668 54 ? +159,6 —0,24 
Diteuecsteys 4044, 29 0,03 0,00 +0,00 
Aetacere eas 3446, 40 0,03 0,00 =O, 12 
Savers nets SUG oF 0,03 0,00 0,05 
Gree 3102,15 0,10 + 0,36 +0,40 
aoe ine 3034,94 0,10 + 0,44 —0,0)5 
BOO. agit 2992 ,33 0,15 -+- 0,80 —0o0,08 
One 7 Ac 2963 ,36 0,2 —+- 1,45 —0,07 
Ose ooa6r 2942 ,8 1,0 + 1,60 —o0,23 


Die von Rydberg vermuteten Beziehungen zwischen Haupt- 
serie und zweiter Nebenserie sind so genau erfiillt, dass beide 
wirklich in eine einzige Formel su vereinigen sind. Die Gren- 
zen der beiden Nebenserien fallen zusammen, soweit die unsichere 
Beobachtung der Struktur der ersten Nebenserie es zu beurteilen 
erlaubt. 


Der zweite Woeffizient kann direkt aus der Balmerschen For- 


Il. — ZUR THEORIE DER SERIENSPEKTREN. 83 


mel entnommen werden, dadurch wird die Grundannahme (uni- 
verselle Natur des schwingenden Systems) sehr gestiitat. 

Die Konstanten jindern sich gesetzmissig yon Element zu Ele- 
ment und zeigen noch gewisse angeniherte Beziehungen unter- 
einander. 

Ich habe die Serien der meisten Elemente unter Beriicksichti- 
gung der Dispersion der Luft berechnet und entnehme als Beispiel 
meiner ausfiihrlicheren Arbeit, die fiir die Hauptserie und zweite 
Nebenserie yon K und Na geltenden Formeln und Tabellen. 

Die Doublets der Hauptserie und zweiten Nebenserie aller Alkali- 
metalle sind gegeben durch die Formeln 


' I I \ 
(m+ a,+ b/n?)? F ' b 5 
: TOT NO NON rs 
(i = Od) 
\ \ ’ 
f I 1 


(2 + an+ b/n? 


7 ‘I oe 5 ; 
| + 0,5 + a’ + | 

aus welchen sich fiir die Abstiinde der Komponenten bei der Neben- 

serie (las Gesetz der konstanten Differenzen ergibt; aus diesem 

Grunde enthalt die Tabelle nur die eine der Komponenten dieser 

Doublets. 

Die Formeln sind aus den einzelnen Linien berechnet. Die 
Wellenlingen ) und die Fehlergrenzen I sind aus Kayser und 
Runges, Lewis und Lehmanns Bestummungen entnommen. Die 
Fehler ()jyeor,— Aver.) sind unter R eingetragen. Kayser und 
Runge stellen die vier Serien durch vier Formeln mit im ganzen 
g unabhingigen Konstanten dar; sie haben also vier Konstanten 
mehr zur Verfiigung. Die Abweichungen ihrer Formeln findet 


man unter K.R. 


Natrium. 


Gt Onno 9D), G30 70420; 6 =— 00,1158; 
pi se ie Pays 
a’=-+ 0,15157; b= — 0,05586. 
Kalium. 
=-+ 0,29034 i= O07 90): b =— 0, 2239; 
a, = + 0, 29094, Ag = a 07520790); by 


@ = On og 30); b'=— 0,1076. 
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Die zweite Nebenserie stimmt mit der Beobachtung etwa wie 
bei Na. 

‘rwahnt set noch, dass die Hauptserien yon Mg, Ca, etc. durch 
éxtrapolation sich im Gebiete der Schumannschen Strahlen er- 
geben. 

Beziiglich der Litteratur verweise ich auf Kayser, Handbuch 
der Spektroskopie, Bd Il, und auf meine. Dissertation (‘). 


Géttingen, den 4. Marz 1903. 


( Eingegangen 5. Marz 1903.) 


(@)Obugres, Ip. x. 


II. 


UBER DAS 


SPEKTRUM VON KALIUM. 


Annalen der Phystk, vierte Folge, Band 12, 1903, S. 444-446. 


Das Spektrum von Kalium zeigt eine Anomalie, auf die schon 
Kayser und Runge (') aufmerksam gemacht haben. Wahrend 
bei allen andern Elementen die nach ihren Formeln vorausbe- 
rechneten Linien wirklich aufgefunden werden konnten, schien 
Me mil v= 5819.94, == 5832,93 (A.-E.} beginnende Nebenserie 
von K eine Ausnahme zu bilden. Der Ordnungszahl m = 4 sollte 
ein im Rot gelegenes Paar 4 = 6957,4, }=6985,4 nach ihren 
Berechnungen entsprechen; in dieser Gegend konnten aber bisher 


keine K-Linien wahrgenommen werden. 
In meiner Inaugural-Dissertation (2) habe ich auf Grund exakterer 
D 
Formeln diese Serie aufs neue berechnet und fiir die fehlenden 
Linien die Wellenlingen 6936,4, 6964,7 angegeben. Die be- 
treffende Serie erwies sich als erste Nebenserie; in ihrer unmittel- 
baren Nahe verlauft die zweite Nebenserie der das Paar 6911, 2, 
6938, 8 angehort. 
Die Vermutung lag nahe, dass bei der Unempfindlichkeit des 
Auges in dieser Spektralgegend die gewohnlich benutzten Konkay- 
gitter zu lichtschwach sein mochten. Versuche mit verschiedenen 


(1) H. Kayser und C. Runar, Sitsungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. zu 
Berlin, 1890. 
(7) QGfuores, I, p. 60. 
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Lichtquellen und Apparaten fiihrten in. der Tat zur Auffindung 
einer schwachen Kaliumlinie in der betreffenden Spektralgegend. 
Als Lichtquelle erwies sich besonders giinstig der von einer Akku- 
mulatorenbatterie von 35 Volt gespeiste Bogen. Kine Linse ent- 
warf auf dem Spalt des Spektralapparates ein /leines Bild des 
Bogens; das durch sechs Prismen zerlegte Licht wurde durch ein 
Fernrohr unter missiger Vergrésserung beobachtet. War metal- 
lisches Kalium (‘) in den Bogen eingefiihrt und die Dampfdichte 
sehr gross, so erschien neben dem bekannten Paar 6gtt, 6938 
nach Seite der lingeren Wellen eine bisher nicht beobachtete 
schwache, verbreiterte Linie, deren Zugehérigkeit zu K nach der 
Art ihres Erscheinens sehr wahrscheinlich war. Von hier bis zur 
Wellenliinge 7700 war keine weitere Linie sichtbar. 

Wegen der Nahe der beiden von Kayser und Runge gemes- 
senen Linien 6911, 6938 konnte die neue Linie auf diese als Nor- 
malen bezogen werden. Die Messung geschah durch Okularbeob- 
achtungen mittels eines ebenen, auf ein Spektrometer von Kriiss 
montierten Gitters. Die Trommeln der Mikroskope gestatteten die 
direkte Ablesung der Sekunden, und die Teilungsfehler des be- 
treffenden kleinen Stiicks des Kreises konnten direkt ermittelt 
und berticksichtigt werden. Das Gitter war ein auf Glas aufge- 
tragener Celluloidabguss eines grossen Rowlandschen Gitters, 
seine Lichtstirke bei 6goo sehr befriedigend. 

Aus einer Reihe von Beobachtungen ergab sich der Winkel der 
roten Linien 6gi1,2, 6938,8 zu 5'56"; von letzterer Linie zur 


neuen fand sich 5/30": hieraus folgt fiir die neue Linie 
A = 6964,$ 0,3. 


Die Rechnung nach memen Formeln fordert, wie oben bemerkt, 
= 6964,7; die Ubereinsimmung ist also eine ausgezeichnete 
und die Zugehérigkeit der neuen Linie zu K ist damit festgestellt. 

Die zweite, voraussichtlich noch schwiichere Linie des Paares 
miisste bei 6936, 4 liegen, also ganz nahe bei der starken und ziem- 
lich breiten Linie 6938. Es ist nur wenig Hoffnung, die beiden 
Linien durch Okularbeobachtungen zu trennen. Bei geringer 
Dispersion konnte schon 6964 wegen der blendenden Niihe 


(") Auch ameisensaures Kalium erwies sich als giinstig. 
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yon 6938 und 6911 nicht wahrgenommen werden, trotzdem die 
Verhiltnisse immer noch giinstiger sind wie bei 6936, 

Zunichst befremdet die geringe Intensitiit der neuen Linie im 
Vergleich zu den benachbarten Linien der zweiten Nebenserie. 
Aber einerseits nimmt die Intensitit mit abnehmender Ordnungs- 
zahl in der zweiten Nebenserie meist rascher zu als in der ersten; 
anderseits zeigt die Beobachtung, dass die Absorption in den 
iiuseren Schichten des Bogens und die dadurch bewirkte Selbst- 
umkehr der Linie so gross sind, dass dieselbe manchmal ohne 
jeden hellen Rand als dunkler Streif auf schwachem kontinuier- 
lichen Hintergrund erscheint und dann natiirlich kaum zu sehen 
ist. Aehnliches war von Kayser und Runge schon bei andern- 
K-Linien beobachtet worden. 

Hr. Lenard (') hat kiirzlich gefunden, dass die beiden Neben- 
serien von Li, Na von verschiedenen Schichten des Bogens aus- 
gehen; sie miissen daher, nach Lockyers Methode untersucht, 
aus Linien von yerschiedener Linge bestehen. Dies Resultat 
konnte bei Na bestiitigt werden, bei K: dagegen erschienen die 
Linien beider Nebenserien yon derselben Linge. Die oben heryor 
gehobene starke Absorption in den iiussern Bogenschichten wiirde 
dieses Resultat vielleicht erklaren; immerhin wird man schliessen, 
dass eine Einteilung der Linien nach dem Ort ihrer Emission im 
Bogen, wie sie Hr. Lenard vorschligt, nicht dieselbe Sicherheit 
besitzt, wie sie durch Beobachtungen im magnetischen Feld, ver- 
bunden mit der Rechnung, erreicht wird. 

Bei Anwendung sehr geringer Dispersion konnte unter Um- 
stinden bei grosser Dampfdichte das Aufleuchten von zwei wahr- 
scheinlich zu K gehbrigen Paaren zwischen 7120 und 7240 beob- 
achtet werden, doch war eine Messung nicht moglich, Sie diirften 
dem nach Violett verbreiterten Na-Paar bei 5670 entsprechen. 

Bonn, den 4. Juli 1903. 


(Kingegangen 5, Juli 1903.) 


(1) P. Lenarp, Ann. d. Phys., t. XI, 1903, p. 636. 


IV. 


SUR LA 


PHOTOGRAPHIE DES RAYONS INFRAROUGES. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences de Paris, 
t. CXLIH, p. 167-169. Séance du 16 juillet 1906. 


En 1880, M. Abney a fait connaitre (') qu’en préparant dans 
des conditions spéciales une émulsion de bromure d’argent dans 
du collodion, distillant ’éther, puis lavant et redissolvant le pré- 
cipité, on obtient une nouvelle émulsion qui se distingue par une 
remarquable sensibilité aux radiations peu réfrangibles. 

M. Abney avait cru atteindre dans le spectre prismatique solaire 
la longueur d’onde 2, mais, en réalité, il était allé seulement jus- 
qu’a 1¥,4(#). Malgré sa portée ainsi réduite, ce procédé dépasse 
encore dans l’infrarouge tout ce qu’a donné l'emploi des colorants 
sensibilisateurs. Ila été repris depuis, mais, semble-t-il, jamais 
avec succes. 

Jai établi les conditions de formation et la nature du composé 
sensible, ce qui m’a permis de connaitre et d’éliminer les causes 
(insuceés qui m’avaient dabord arrété comme mes prédécesseurs. 
Jen ai déduit des procédés nouveaux qui ont donné dés l’abord des 
résultats supérieurs 4 ceux d’Abney et que j’espére encore perfec- 
tionner notablement. 


(NI OHMOS TART OS 5 Vie (EWEPRON y ASEIIS 9, (OUTS Tie, 
(*) Rubens ( Rapports presentés au Congrés de Physique, t. Il, p. 144; Paris, 
1900) a méme donné pour cette limite 1#,24, 
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1° Jai d’abord fait varier dans des proportions étendues toutes 
les données d’Abney. Dans tous les cas, sous l’influence de la cha- 
leur, la sensibilité de ?émulsion aux rayons peu réfrangibles s’est 
trouvée considérablementaugmentée, soit que l’azotate d’argent, soit 
que le bromure fussent en exces ; cependant, la transformation est 
plus prompte avec le premier, et se fait en partie, méme a froid, 
si lexcés est considérable (par exemple 18 sur 58 de Br. Ag.). 

Une émulsion obtenue au moyen de solutions concentrées d’azo- 
tate d’argent et de bromure de zinc ou d’ammonium devient plus 
sensible que les émulsions préparées suivant les données ordi- 
naires. 

La diminution de la pyroxiline, poussée aussi loin que possible, 
est trés favorable. 

I faut remarquer, et c’est une des principales causes d’insuccés, 
qu il n’est pas toujours possible d’atteindre, méme approximatiye- 
ment, le nombre donné par Abney sans voir le bromure d’argent 
se précipiter en gros flocons; en effet, selon son mode de prépara- 
on, la pyroxiline confére au mélange d’alcool et d’éther une vis- 
cosité variant, d’aprés certains auteurs, du simple au décuple; or 
c'est elle qui détermine la quantité de bromure d’argent pouvant 
rester en suspension. J’ai di, avec des pyroxilines faiblement 
nitrées, employer jusqu’a 1*,5 de pyroxiline sur ro d’azotate 
d’argent, c’est-a-dire le décuple de ce qu’indique Abney. 

L’émulsion décrite par Abney peut dés lors étre caractérisée 
comme suit : plus grande concentration possible des solutions 
réagissantes, minimum de pyroxiline permettant, avec des pré- 
cautions convenables, la formation d’une émulsion homogéne. 

Les bromures de zine et d’ammonium sont a peu pres équiva- 
lents; on peut aussi remplacer le mélange alcool et d@éther par 
de Valeool méthylique ou de lacétone. La transformation du 
bromure d'argent est donc d’ordre purement physique; elle est 
d’ailleurs toujours accompagnée d’une augmentation du diamétre 
des grains. 

Enfin ’émulsion a été soumise sous pression a des temperatures 
allant Jusqu’a 100° pendant 1 heure et 40° pendant 24 heures. II 
n’a cependant pas été possible de dépasser la limite donnée par 
Abney, le bromure devenant granuleux et se décomposant. 

ll est avantageux, apres avoir distillé Péther, de laisser refroidir, 
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de rajouter l’éther, d’agiter et de recommencer Vopération. On 
peut ainsi employer des solutions deux ou trois fois plus étendues 
que ne l’indique Abney, ce qui facilite la formation d’une émulsion 
bien homogene. 

La sensibilité de l’émulsion a la lumiére blanche s'est trouyée 
également augmentée, mais dans des proportions plus fables. 

2° On sait que, soumise a l’action de la chaleur, une émulsion 
au gélainobromure augmente énormément de sensibilité pour les 
rayons tres réfrangibles, moins pour les rayons jaunes et rouges, 
les variations de concentration des sels et de la gélatine ayant la 
méme influence, mutatis mutandis, que dans l’émulsion d’ Abney. 
Ce rapprochement m’a porté a croire qu'il s’agit, dans les deux cas, 
de la manifestation, différente seulement au point de vue quanti- 
tatif, dune méme propriété du bromure d’argent. 

Crest ce que l’expérience a confirmé. Un précipité de bromure 
obtenu dans des conditions convenables soit dans l’aleool, soit dans 
Veau, lavé et chauffé quelques minutes sous eau soit pure, soit, 
ce quiest plus avantageux, additionnée d'un peu d’azotate d'argent, 
donne, aprés émulsification dans la gélatine et nouvelle action de 
la chaleur, des plaques plus sensibles aux rayons infra-rouges que 
celles Abney. Aprés 5 minutes d’exposition av spectre des lampes 
Nernst, incomparablement moins riche en rayons calorifiques que 
celui du Soleil dont s’est servi Abney, on obtient une impression 
qui décroit réguliérement depuis le bleu jusqu’a 14, 4 sans présenter 
les brusques variations des plaques traitées aux colorants. La cou- 
leur caractérisuque bleue de l’émulsion d’Abney (observée par 
transparence) apparait ici immédiatement et a froid. Je donnerai 
ailleurs les détails techniques. 


Vie 


SUR 


LORIGINE DES SPECTRES EN SERIES. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences de Paris, 
t. CXLIV, p. 634-636. Séance du 18 mars 1907. 


On sait que les fréquences y du spectre ordinaire de Vhydrogéne 
et du spectre nouveau découvert par Pickering dans certaines 
éloiles sont données trés exactement par les formules 


f 


\ I a = 
’ y=—N ape (7S AO era) 3 


1 
A 1\2 
é (Hy == => 

2 / 


ot N est une constante. De tels systemes de vibrations different 
essentiellement de tous ceux qui nous connaissons par |’existence 
(une limite des fréquences pour m =~, et par absence du terme 
en y? provenant de l’accélération. Les mémes anomalies se re- 
trouvent dans les autres spectres étudiés par Rydberg, Kayser et 
Runge. 

Voici comment on peut concevoir physiquement un systéme 
donnant un tel ensemble de vibrations. 

Soient A, B deux points fixes reliés par des fils inextensibles 
AC, BC au point C, milieu de Ja droite AB. Imprimons a ces fils 
un mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire w autour 
de axe AB, la rotation du fil AC pouyant d’ailleurs étre de méme 
sens que celle du fil BC, ou de sens contraire. On suppose la lon- 
eueur des fils tres peu différente de AC= BC=/. L’axe des x 
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coincidant avec AB, considérons le fil AC, et soit » sa masse par 
unité de longueur, Ty sa tension, ¢ la distance nécessairement 
petite @un élément du fil a Vaxe; la force centrifuge de cet élé- 
ment sera wo? yodz, et le fil aura la forme d'une sinusoide plane 


donnée par Péquation 


d*0 
th eee 
De 
9 
Oy fi Ww)? 1 [ @Orpaed 
Ty = —— — ou t= == 25 Ts=———— = a 
(Go Ve (M3 2 Car= 7 f 
m— — 
2 
(U7te 72) = ) 


Par conséquent, le point C sera soumis 4 une force paralleéle a 
Paxe et égale au signe prés 4 T,—Ty, c’est-a-dire a 


ww? I 1 Ww? [ I ; < 
i (a-a) ou —— | — — ——____. (it, (= I ened) 


qui tendra a l’éloigner de sa position. 

D’autre part, considérons un corpuscule mobile de masse M et 
de charge e dans un champ magnétique H paralléle a Vaxe des x, 
et soient w, v, «v les composantes de son déplacement supposé trés 
peut. La résultante X des autres forces sera supposée nulle ou 
paralléle 4 H. On aura alors 
au : dy eH dw \ d? eH dv 


=raX Mi= 


M —. SS 
dl? me aoe. dt? ce dt 


(ec = vitesse de la lumiére). 
La projection du mouvement sur un plan perpendiculaire a l’axe 
est donc un cercle, et le temps de révolution T, ou plutét la fré- 


27 P 
quence Vv Saris sera donnée par 


On se trouve donc ici dans le eas trés excepuionnel, comme l’a 
remarqué Lord Rayleigh ('), ol ce n’est pas le carré de v, mais 
cette quantité elle-méme qui s'exprime le plus simplement. 
htt hn et ee ee ee ek ee Ogee 


C) Pitt. Mae. ou sence ten DL. 1503.) (Doo. 
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Supposons maintenant que les fils AC, AB fassent parue d'un 
systéme électrique animé du méme mouvement de rotation, les 
points A, B étant fixes. Sous l’influence de la force T,—T,, le 
point C tendra ase déplacer suivant AB, et l’on peut admettre qu'il 
en résulte un changement dans la distribution des charges élec- 
triques, une sorte de polarisation proportionnelle a ce déplacement 
et qui s’y oppose; le déplacement restera tres petit et la polarisa- 
tion sera proportionnelle a T,—'T'y. La rotation du systéme pro- 
duira @ailleurs un champ magnétique qui sera également paralléle 
a AB et proportionnel a T, —T). 

D’aprés ce qui vient d’étre dit, un corpuscule placé dans ce 
champ émettra une vibration circulaire dont la fréquence sera pro- 
portionnelle a T,—y,, et on aura 


(2) SN =) ou +y=N woos 


(CODE Tin hs ero) 


iectant une constante. Pour’ 7 ==5, ma= 3, 3) 4 “ou ne "2, 
f= 2,3, 4, on obtient les formules (1); 47 ==1 et aux autres 
valeurs de n correspondent des lignes situées en dehors de la partie 
connue du spectre, mais dont l’existence est rendue probable par 
Vanalogie des autres spectres ('). 


A chacun des états d’équilibre dynamique, en nombre infint, 
de ce systéme tourbillonnant correspond une vibration émise 
par le corpuscule et Vensemble de ces vibrations reproduit 
exactement le spectre de Uhydrogeéne. 


{lest d’ailleurs évident qu’on peut établir de beaucoup de ma- 
niéres la proportionnalité entre la force Ty — Ty, et la force magné- 
uique paralléle H. 

En particulier, remplacons C par une sphere chargée, de petites 
dimensions, et supposons qu’en A et B les fils s’attachent 4 deux 
sphéres d’un rayon comparable a /, d’ailleurs identiques, et portant 
des charges de méme signe que C; enfin la rotation de la sphere A 
et du fil AC sera de signe opposé 4 celle de B et BC. Si, au contact 


(1) RypBerG, Rapports présentés au Congrés de Physique, t. I, Paris, 1900, 
p. 312. —W. Rirz, Annalen der Physik, t.XI1, 1903, p. 264; Inaug. Diss. Auszug. 
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du fil et de lasphére, il n’existe pas de forces tangentes a la surface 
de cette derniére (comme c’est le cas pour les flaides), on aura 


a di : : ; 
pour le fil la condition oa = 0; si, au contraire, le fil est fixé, ona 


© = 0. Il existera dés lors en tout point de AB une force électrique 
et une force magnétique paralléles a cette droite, et nulles en son 
milieu; dans le voisinage de ce point, elles seront proportionnelles | 
Pune a lautre, ainsi qu’a la distance a ce point. En écrivant l’équa- 
lion d’équilibre, on voit que C sera amené dans un champ magné- 
lique proportionnel a T,—T; si enfin at =o en C, cette sphére 
ne sera soumise perpendiculairement 4 axe AB qu’a Vaction de 
la force magnétique et exécutera l'ensemble des vibrations de Vhy- 
drogéne, les constantes étant convenablement choisies. 

En admettant que ce méme systéme fasse partie d’un ensemble 
de structure plus complexe qui exerce des forces sur lui, on obtient 
(autres specires en séries; en paruculier, on est conduit aux for- 
mules que j’avais obtenues(') par une yoie différente et qui repré- 
sentent avec une grande exactitude les données de l’expérience et 
ensemble des lois de Rydberg. 


(1) W. Rirz, voc. cit. 


VI. 


SUR 


LORIGINE DES SPECTRES EN SERIES. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences de Paris, 
t. CXLV, p. 178-180. Séance du 16 juillet rgo7. 


Dans une précédente Communication (") j’ai cherché a former 
un systéme émettant Vensemble des vibrations de Vhydrogéne 
en partant de Vhypothése dun ¢lectron P soumis uniquement a 
Paction d’un champ magnétique H. La fréquence ¢ de la vibration 
circulaire qui en résulte est égale au produit de H par un facteur 
universel K. Conservant cette hypothése, on obtient un résultat 
plus simple et plus conforme aux idées actuellement admises en 
attribuant ce champ H a un aimant rectiligne dans le prolongement 
duquel serait situé le point P. Soient 7, et 72 les distances de ses 
poles a P et + u. leurs charges magnétiques, on aura 


4 I ne 
we = Eig eee) ee Heke FG ie 
c= Kul 73) (™m< 12) 


\ 


Cette formule est identique avec celle de Balmer 


a ere ; ) Hi = By hin Dy oe) 
2 m? | 


sit on admet que l’aimant rectiligne est composé dem — 2 aimants 
égaux entre eux, de longueur a, posés bout a bout, et qu’il est sé- 


OLuvres, V, p. 9t- 
Au nombre 1 correspondrait une série dans V’extréme ultraviolet; a5, 
des lignes infrarouges. 


r 
Jp see 
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paré de P par deux (?) segments linéaires de méme longueur, mais 
non aimantés. On a alors 


Ti —="9., rg=2a+(mM—2)a4=ma, N=—. 


Dans les diverses molécules d’une masse d’hydrogéne rendue 
lumineuse on devra trouver toutes les modifications correspondant 
a1, 2,3,... almants élémentaires, celle qui.correspond a 7aimants 
étant d’autant moins fréquente que 7 est plus grand. Cette concep- 
tion ne se heurte 4 aucune difficulté si l’on considére l’atome 
Vhydrogéne comme fort complexe et si l’on remarque que tout 
corps de révolution, en rotation autour de son axe, peut, par une 
distribution conyenable de sa charge électrique, devenir équivalent 
a un aimant linéaire. 


a0 . . a . 
Si le premier aimant a la longueur 5? on obuendra la formule 


de Pickering, pour les raies de hydrogéne dans |’étoile ¢ Poupe, 


I I 
"=N[5-poG| CES Dy Bs oo ds) 


we (7 +- 0,5 )? 


Sil a la longueur « et si 7, est quelconque, on aura la formule 
générale de Rydberg pour les séries spectrales 


N , +r 
i (,=*4, 92254), 


ot N est une constante universelle si @ est universel (comme on 
Yadmet pour les électrons). Les trois quantuités A, 8, N sont in- 
dépendantes de m. 

Enfin, si la longueur du deuxiéme, troisiéme, ... aimant differe 
également de @, mais en s’en rapprochant a mesure que m aug- 
mente, on aura une représentation exacte des résultats de l’ex- 
périence. En particulier, si l’on suppose que, c, c’ et 8 étant des 
constantes, ona 


on obtient la formule 
N 


Y= A FO 
[m+ 6 + c(A — v)|2 


GES Ops ce) 
et j al montré (') que cette formule représente les séries spectrales 
tr 


(1) W. Rirz, Annalen der Physik, t, XIl, 1903, p. 264; Jnaug. Diss. Auszug. 
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avec une trés grande précision, tout en contenant moins de cons- 
tantes arbitraires que celle de Kayser et Runge. 

Lorsque, maintenant invariable la longueur et la position des 
autres aimants, on change la longueur du premier, on obtient une 
nouvelle série de lignes présentant avec la précédente des diffé- 
rences constantes de longueur d’onde. C’est un phénomeéne géné- 
ralement observé dans les spectres de lignes. 

Si, au contraire, conservant la position du premier pdle, c’est- 
a-dire la quantité 7,, on modifie encore la longueur du premier 
aimant, on obtient une série de doubles lignes convergeant vers la 
méme limite. Ce cas est réalisé dans les séries principales et les 
satellites des séries secondaires. 

Comme 7, >7,, et que le nombre m des aimants est au moins 
égal 4 un, les lignes (en général infrarouges) correspondant a 
m =o ou a des valeurs négatives dey ne seront pas observées. Le 
premier cas se présente effectivement pour les premieres séries 
secondaires de He, Cd, Zn, Hg, Tl, ott les observations ont pu étre 
faites. 


VIL. 
MAGNETISCHE ATOMFELDER UND SERIENSPEKTREN. 


Annalen der Physik. Vierte Folge. Band 25, 1908, p. 660-696. 


Bekanntlich beziehen sich alle bis jetzt in den Linienspektren 
gefundenen, einfachen Gesetze, wie die Balmersche Formel, das 
Gesetz der konstanten Differenzen usw., auf die Schwingungs- 
zahlen, und nicht auf deren Quadrate. Es liegt hierin fiir die Er- 
klarung dieser Spektren eine besondere Schwierigkeit, auf die 
Lord Rayleigh (') aufmerksam gemacht hat: wenn ein: mecha- 
nisches oder akustisches System kleine Schwingungen ausfihrt, 
so dass die Zeit nur in der Form eines Faktors sin y (¢ — ¢9) in die 
Lésung eingeht, so wird durch Bildung der Akzeleration, d.h. durch 
zweimalige Differentiation nach ¢, der Faktor v? eingeftihrt; die 
Gleichung, welche die Schwingungszahl y bestimmt, wird also das 
Quadrat von y enthalten, und es gelingt nur in Ausnahmefallen, 
die Schwingungszahlen selbst einfach auszudriicken (*). Lord Ray- 
leigh schliesst hieraus, dass es sich bei den Spektren vielleicht um 
rein kinematische Beziehungen handle, in welche die Akzeleration 
nicht eingehe. Wie man sich diese zu denken hatte, und in welcher 
Weise man diese Annahme mit der Theorie der Dispersion, des 
Zeemanetflektes usw., bei welchen die Tragheitsreakuon eine we- 
sentliche Rolle spielt, in Kinklang bringen kinnte, ist allerdin 


as 
D> 


(*) Lord Rayteran, Phéd. Mag, 5° série, t. XLIV, 1897, p. 356. 

(*) Verfasser hat einige solche, den Spektralgesetzen entsprechende Falle unter- 
sucht (OLuvres, I, p.1; Ann. d. Phys., t. XII, 1903, p. 264; Inaug. Diss. Auszug). 
Die Komplikation der hierbei nétigen Annalhmen, fir die sich eine befricdigende 
physikalische Deutung nicht hat finden lassen, nétigt wohl, die dort gegebene 
Theorie fallen zu lassen, und ist eher geeignet, Lord Rayleighs Schlussweise zu 
stiitzen; vgl. Lord Rayiuian, Phil Mag., 6° série, t. XI, 1906, p. 123. 
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kaum einzusehen. Der Schluss, dass zwischen den fiir den Zustand 
massgebenden Gréssen nur Differentialgleichungen erster Ordnung 
in bezug auf die Zeit bestehen, lasst sich aber in anderer Weise 
aufrecht erhalten: man hat nur anzunehmen, dass jene Grissen 
Geschwindigkeiten sind, oder anders ausgedriickt, dass die wir- 
kenden Kriafte nicht, wie gewihnlich, von der Lage der Yeile des 
Systems, sondern von deren Geschwindigkeiten abhingén. Dies 
ist bet magnetischen Krdften allgemein der Fall, und die An- 
nahme intensiver magnetischer Atomfelder diirfte, auf Grund der 
im Gebiet des Magnetismus vorliegenden Tatsachen, kaum zu um- 
gehen sein('). Durch diese Ueberlegung wird also die Hypothese 
nahegelegt, dass die Schwingungen der Serienspektren durch 
rein magnetische Krafte erzeugt werden, und es soll im folgen- 
den gezeigt werden, dass diese Annahme in einfacher Weise zum 
Verstindnis der Gesetze der Serienspektren und der anormalen 
Zeemane ffekte fiihrt. 

Es sei e die Ladung, m die Masse eines elektrischen Teilchens ; 
befindet sich dasselbe in einem magnetischen Feld H parallel zur 
Z.-Achse, so ist 
@az eH dy ay eH dx 2% 


m — 9 m—_—— = 0 


ati The dt? c dl 


eH eH 
>= A sin —(t— = A cos—(t—t 5=2)+Bt 
qe sin me Cts), x ne He 0), ee, 


wo A, B, zo, ¢o willkiirliche Konstanten bedeuten. Die Bewegung 
ist also, wie bekannt, helikoidal ; sie zerfallt in eine gleichformige 
Translation parallel H, und eine zirkulare Schwingung in einer 
Ebene senkrecht zu H, deren Schwingungszahl proportional ist H. 
Ist das Feld nicht homogen, so muss dafiir gesorgt werden, dass 
2, ¥, 3 — 5, sebr klein bleiben. Dies wird der Fall sein, wenn A 
klein ist, und die elektrische Ladung an eine Ebene (oder ein Fla- 
chenelement) senkrecht zu H gebunden ist; oder auch wenn quasi- 
elastische Krafte der Form — k?2, — k?y, — k?3, die sehr klein 


en AIRE La sind, eingefiihrt werden, und schwache Er- 


oO 
&s ey dt ce at 


ap 
5D 


(1) Vgl. insbesondere P. Weiss, L’hypothése du champ moleculaire et la 
propriété ferromagnétique (Bull. Soc. franc. de Physique, 1907; Comptes 
rendus, t. 143, 1906, p. 1136; t. 145, g et 30 décembre 1907). 
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regung vorausgesetzt wird. Ist fiir die in Betracht kommende Be- 
weeung das Feld nur unvollkommen homogen, so resultiert eine 
Verbreiterung der der Schwingungszahl y = eH/me entsprechen- 
den Spektrallinie. 

Die nichstliegendste Annahme, die man iiber den Ursprung des 
Feldes H machen kann, ist wohl, es einem Molekularmagneten zu- 
zuschreiben: diese Gebilde spielen ja in der Theorie des Magne- 
tismus eine wesentliche Rolle. Sei = ». die Polstarke, / die Lange 
des Magneten; der Symmetrie halber liege die Ladung e auf der 
Verlangerung desselben, im Abstand r vom nachsten Pol. Dannist 


Se ppeeigh Lae ee es 
s= UL E (F4+D? ? 


mithin die Schwingungszahl 


DE | a I 
I ate Ye — es (eee ee ee ees I 
(1) 1 me E (r+ 7 


Vergleicht man diese Formel mit der Balmerschen (N = univers. 
Konstante ) 


I I 
(2) y=N(Z—5), Ti hee 


mit der Rydbergschen Serienformel 


‘ ay | eee : 
.) y= NI axel? 


und den von mir (doc. cit.) gegebenen 


I I 
(a? [rn +a+ B(A—v)pP\’ 


A = N/a? = Grenze der Schwingungszahlen 


(5) v=N : : ’ 


a? b \2 
ME aM! ns ten 
U4 


so springt die Analogie sofort ins Auge, und ist um so bemerkens- 


werter, als die Gesetze der Spektralschwingungen ja so ganzlich 
7 © J = alc« ‘ ral ay Tart, 7 
von allem sonst Bekannten abweichen. V erfolgt man also genauer 


den hiermit méglich gemachten Schluss von den Serienspektren 
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auf die Elementarmagnete, so wird man mit einigem Grund hoffen 
kénnen, dadurch einen Einblick in Molekularkrifte und -struktur 
zu gewinnen. Allerdings kann die Zukunft erst entscheiden, ob das 
Bild ein allseitig zweckmissiges ist. 

Die Balmersche Forme] sagt nun aus, dass die Linge l des 
Magneten ein Vielfaches einer bestimmten Linge sei, d. h. dass 
man jedes, den Linien des Wasserstoff's entsprechende Magnetfeld 
dadurch erhilt, dass man eine Anzahl n untereinander identischer 
Magnete von der Linge s Pol an Pol fiigt, so dass = ns ist. Eine 
einfachere Anordnung der Elementarmagnete als die hiermit ge- 
forderte ist wohl kaum denkbar. Der Abstand 7 bleibt hierbei kon- 
stant; setzt man ihn gleich as, so folgt 


Le I ! a 
(6) Wes = — —— |» 1S hy Dy Bn owes 
s?me | a? Carn) j 


Die Schwingungsszahlen ndhern sich also einer Grense fiir 
n=o, und bei der Entwickelung nach Potenzen von 1/n 
ist der Koeffizient von 1/n? universell, falls die Elementar- 
magnete und e/mc bei allen Blementen dieselben sind. 

Dass der Koeffizient yon 1/n? universell sei, ist von Rydberg 
ausgesprochen worden; der Beweis dafiir war erst auf Grund der 
sich der Erfahrung sehr genau anschliessenden Formeln (4) und 
(5) méglich [| vgl. Inaug.-Diss. des Verf. (doc. cit.). 

Die Hypothese der magnetischen Atomfelder fiihrt also ohne 
Schwierigkeit zur Erklarung der Grenze der Schwingungszahlen, 
welche bekanntlich die Serienschwingungen so scharf gegen alle 
aus andern Gebieten der Physik bekannte Schwingungen abschei- 
det. In der Nahe der Grenze riihrt das Feld nur noch vom ersten 
Pol her. 

Soll endlich (6) mit der Balmerschen Formel (2) identisch 
werden, so hat man den noch willkiirlichen Abstand as der Ladung 
ezum nichsten Pol gleich der doppelten Linge eines Elementar- 
magneten zu nehmen, also a = 2 zu setzen('). Diese einfache Be- 
ziehung besteht jedoch nur bei Wasserstoff und deutet auf einen 
besonders einfachen Aufbau des Wasserstoffatoms aus denselben 


Korpuskeln, die die Elementarmagnete bilden. 


(1) Uber diese Zahl 2 vgl. unten p. 105. 
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Die grosse Genauigkeit der Balmerschen Formel erfordert, dass 
das Coulombsche Gesetz des reziproken Quadrates der Entfer- 
nung auch in Molekularentfernungen noch strengste Giiltigkeit 
habe. 

Superponiert sich zu diesem yon n abhangigen Magnetfeld He 
ein anderes H, so ergibt sich eine neue Reihe von Linien. Ist c an 
ein Flichenelement senkrecht zu H, gebunden, wie oben angenom— 
men wurde, so sind die y, derselben gegen die vorigen um die kon- 
stante Grésse (e/mc) H cos (<j HH,) verschoben. Liegen dagegen 
schwache elastische Reaktionen vor, so gilt dies nur, falls H paral- 
lel H, ist. Es ist daher nach diesen Vorstellungen zu erwarten, dass 
Systeme konstanter Schwingungsdifferenzen besonders haufig 
angetroffen werden: dies entspricht dem Gesetz der konstanten 
Differenzen, welches bekanntlich auch bei Spektren gilt, in welchen 
Serien bis jetzt nicht gefunden worden sind. 

Gibt man dem ersten Elementarmagneten eine yon s abweichende 
Lange s+ <s und variert in geeigneter Weise die Entfernung 
r=as, soresultiert die allgemeine Rydbergsche Serienformel 
(3); wobel 7/==1,12)50.2. UNG) Oe ec, 

Lasst man die Entfernung von der elektrischen Ladung zum ersten 
Pol unverindert, und variiert die Linge des ersten Magneten, so 
erhalt man eine neue Serie von Linien, die mit der ersten eine 
gemeinsame Grenze haben. Dies ist bekanntlich der Fall bei den 
beiden Nebenserien und bei den Doubletts oder Tripletts der 
Hauptserien. 

Die Anzahl der Magnete muss natiirlich 21 sein. Legt man 
der willkiiriichen Zahl mn der Rydbergschen Formel eine abstei- 
gende Reihe von Werten nr, n —1, ... bei, und erhalt man bei 7, 
einen negativen Wert der Schwingungszahl, so wird diesem 
Wert keine Linie der Serie entsprechen. Aber selbst bei einem 
positiven Werte kann, falls ¢ > ist, die Zahl der Magnete Null 
sein, so dass an der berechneten Stelle keine Linie liegt. Damit 
ist ein sehr merkwiirdiges Resultat der neueren Beobachtungen 
erklart : die Linien der ersten Nebenserie, welche der Linie n = 2 
der Balmerschen Formel entsprechen (fiir welche sich y= 0 er- 
gibt), fallen bei den Elementen He, Cd, Zn, Hg, Tl in das bis jetzt 
durchforschte Gebiet und kénnen auf Grund der Formel (4) ge- 
nau berechnet werden. Statt in dieser Gegend der Spektren Linien 
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von besonderer Intensitit zu finden, wie zu erwarten war, haben 
Runge und Paschen bei He ('), Hermann (2) bei Cd, Zn, He, 
Kayser und Runge bei Tl iiberhaupt keine Linien wahrgenom- 
men. Besonders auffallend ist das Beispiel yon TI, fiir welches die 
Linie sehr genau berechnet werden kann [(4) reduziert sich hier 
auf (3) sehrannahernd | zu A = 5417,0. Sie sollte also in der Nahe 
der griinen Thalliumlinie 5351 legen, welche der zweiten Neben- 
serie angehért, und sie bei Anwendung des elektrischen Bogens an 
Intensitat tibertreffen. Aber selbst wenn diese blendend auftrat, 
konnte Verfasser keine Spur der gesuchten Linie wahrnehmen. 
Die Hypothese einer ungewoholich yollstindigen Selbstumkehr der 
Linie (wofiir Beispiele vorliegen) wurde dadurch gepriift, dass 
hinter -den Bogen oder die Flamme eine Nernstlampe gestellt 
wurde; auf diesem kontinuierlichen Hintergrund hatte sich nun 
die Linie dunkel abheben miissen, was nicht der Fall war. 

Gehen wir zur Interpretation der die Beobachtungen in den 
meisten Fallen sehr genau darstellenden Formel (4) iiber, so be- 
sagt dieselbe, dass bei andern Elementen als Wasserstoff nicht nur 
der Abstand der schwingenden Ladung e zum nachsten Pol von 
Serie zu Serie variieren kann, sondern dass auch der Abstand des 
zweiten Poles von e (und vom ersten) kein einfach additives Gesetz 
befolgt. Die Abweichung nimmt jedoch ab, wenn der Abstand von 
vy, d. h. dem 


e (die Zahl n) zunimmt; sie ist proportional A 
reziproken Quadrat der Entfernung von e. Diese Wechselwirkung 
zwischen Atom und Pol, die besonders bei héheren Atomgewichten 
sich fiihlbar macht, muss aber ihrer Form nach als unsicher gelten, 
ja selbst der Schluss, dass das Feld ste¢s von einem Linearmag- 
neten und nur einem herriihre, kann aus der Erfahrung nicht mit 
Sicherheit gezogen werden, da (4) mancherlei Transformationen 
und Entwickelungen zulasst, so z. B. die Reihenentwickelungen 


. N B G a! 

we. eet aah n3 ea 
| N (@ 

(8) Vee Sey ea (7 + a )* 


(1) C. Runge und F. Pascuen, Astrophys. Journ., Jany. 1896, p. 16. 
(2) H. Hermann, Jnaug.-Diss., Tibingen 1904. 
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aus welchen man schliessen wiirde, dass unter der Einwirkung des 
Atoms die Verteilung des Magnetismus eine andere geworden ist. 
Die Serie (7) unterscheidet sich yon den Formeln yon Kayser 
und Runge, Runge und Paschen dadurch, dass der zweite 
Koeffizient nicht verinderlich, sondern universell ist. Bei gleicher 
Zahl willkiirlicher Konstanten ist diese Formel den eben genannten 
entschieden iiberlegen; zu eincr ersten Berechnung einer Serie ist 
sie anderseits viel geeigneter als (4): fiir die Grenze A ergibt sich 
iiberdies fast derselbe Wert wie aus (4). Fir die definitive Dar- 
stellung und die Extrapolation ist letztere Formel allerdings yor- 
zuziehen. Dieselbe besitzt auch [wie (8)| den Vorzug, dass der 
niederste Wert der Ordnungszahl, fiir den noch eine Linie zu er- 
warten ist, und der durch die Analogie der Spektren zwar shaufig, 
aber nicht immer a priort festgestellt werden kann, nicht besummt 
zu werden braucht: Erhdhung von n um eine Einheit kann durch 
Verkleinerung von « aufgehoben werden. 

Es wird unten gezeigt werden, dass Langenanderungen der Ele- 
mentarmagnete durchaus nicht mit Langenanderungen der Korpus- 
keln verbunden zu sein brauchen, fiir die sie das abgekiirzte Sym- 
bol bilden. Auch lasst sich, durch Einfiihrung zweier Magnete an 
Stelle des einen, das einfache additive Gesetz der Verbindung der 
Magnete aufrecht erhalten. Solange aber neue numerische Bezie- 
hungen sich aus solchen Spekulationen nicht ergeben, scheint es 
mir richtiger, mich auf die Betrachtung des allgemeinen Charakters 
der Seriengesetze zu beschranken. 

Bei Wasserstoff war der Abstand auch des ersten Poles von e 
durch dieselben Korpuskeln bestimmt, wie der des zweiten, und 
es ist daher plausibel, dass die Lage des ersten Poles durch eine 
ahnlich gebaute Formel sich darstellen lisst als Funktion der An- 
zahl dieser Korpuskeln, wie die Lage des zweiten Poles, d. h. dass 
die Atomkrafte auf beide einen ahnlichen Einfluss haben. Damit 
erhalten wir die Interpretation des Satzes von Rydberg, dass 
Hauptserie und zweite Nebenserie durch die zwei Formeln gegeben 
seien : 


it 
Y= N SS ns 
y Fe Sean th =a (Hauptserie ), 


v = NI. ; : Neb < 
(1+ 8)? —- al (2. Nebenserie ), 


Q 


m=1,2,9,... 
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und die Richtgkeit der damit ausgesprochenen Beziehungen zwi- 
schen den zwei Serien hat sich auf Grund der genaueren Formeln 
bestatigt ('). Ob aber in diesen Formeln statt 1 auch eine willkiir- 
liche ganze Zahl m gesetzt werden darf, wie Rydberg annimmt, 
so dass noch eine unbegrenzte Reihe neuer Serien im Infrarot zu 
erwarten ware, ist bisher unentschieden; die Zahl 2 der Balmer- 
schen Formel kann ebensogut durch den Bau des Atoms aus den 
besprochenen Korpuskeln bedingt sein, wie sie auch als Spezialfall 
einer willkiirlichen ganzen Zahl aufgefasst werden kann: denn fiir 
3, 4, 9... an Stelle von 2 erhalt man voraussichtlich wesentlich 
schwachere Linien, die im Infrarot liegen, wahrend fiir 1 sich 
Schumannsche Strahlen ergeben. Allerdings entspricht der Formel 


8-3 


eine der intensivsten Linien des von Lyman (?) neuerdings 
ausgemessenen, extrem -ultravioletten Wasserstoffspektrums: 
Meer. =1215,3; Apeop,==1216,0 (in. der vorlaéufigen Mitteilung 
\=1215,6). Die nachste Linie der Serie } = 1025,7 liegt an der 
Grenze des beobachteten Bereichs; die letzte von Lyman wahr- 
genommene Linie ist 1033, so dass 1025, wenn iiberhaupt vor- 
handen, nicht intensiy sein kann. Die Zuordnung bleibt daher an- 
sicher. Ebensowenig verlangt die vorgetragene Theorie, dass jeder 
Nebenserie eine Hauptserie entspreche. 

Es entsteht nun die Frage, ob sich dieses Schema der Linear- 
magnete nicht etwa in Widerspruch befindet zur Elektronentheorie, 
welche den Magnetismus aus der Bewegung der Elektronen abzu- 
leiten sucht, und von der Hypothese magnetischer Massen absieht. 
Hierbei kommen vor allem in Betracht zirkulierende Bewegungen 
der elektrischen Ladungen, insbesondere innerhalb des Atoms und 
eleichférmige Drehung elektrischer Rotationskérper und ihrer 
vchise (*). 

Was zunichst die ersteren betrifft, so ist nicht anzunehmen, 
dass sie merkliche Krafte auf das schwingende Elektron ausiiben. 


Vel. Inaug.-Diss. des Verf., loc. cit; OFuvres, I, p. 1. 
Th. Lyman, Astrophys. Journ., t. XIX, 1904, p. 2633; t. XXIII, 1906, p. 181. 
W. VoreT, Ann. d. Phys., t. 1X, 1902, p. 115. 
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Denn — und hierauf hat Lord Rayleigh (') aufmerksam gemacht — 
die Feinheit mancher Spektrallinien ist eine so grosse, dass sie 
eine ausserordentliche Stabilitat des Systems und eine Unveran- 
derlichkeit der wirkenden Krafte unter allen méglichen Bedingun- 
gen verlangt, die mit zirkulierenden Bewegungen der Elektronen 
schwer vereinbar erscheinen. Nimmt man etwa kreisfirmige Be- 
wegungen an, so miissten Radius, relative Lage der Bahn und Ge- 
schwindigkeit bei allen Atomen eines Elementes auf mindestens 
pees thres Betrages (bei sehr feinen Linien) dieselben sein und 
dauernd bleiben, und dabei die Zahl der Teilchen geniigend gross 
sein, um den Linienreichtum mancher Spektren zu erklaren. Man 
wird solehen Bewegungen wohl eher nur emen schwachen pertur- 
bierenden, die Linie mehr oder weniger verbreiternden Einfluss 
zuschreiben. 

Leichter verstindlich ist eine sehr angenaherte relative Unver- 
anderlichkeit der Drehgeschwindigkeit von Rotationskirpern, 
wenn diese als sehr gross vorausgesetat wird: diese Drehung be- 
dingt tiberdies, im Gegensatz zu der zirkulierenden Bewegung, 
Keine Ausstrahlung. 

Setzt man Oberflichenladung voraus, so gilt zunachst der Satz, 
dass man fiir Jeden um seine Achse sich gleichfirmig drehen- 
den Rotationskérper die Elektrisitdét in der Weise auf der 
Oberfléche verteilen kann, dass derselbe im gansen A ussen- 
raum einem Linearmagneten dquivalent wird, dessen Pole 
P,, Py tm Innern des Aérpers auf dessen Achse eine vorge- 
schriebene Lage haben, und dass die magnetische Kraft im Innern 
des Kirpers endlich und stetig bleibt. Denn in diesem Falle exis- 
tert im ganzen Raum ein magnetisches Potential VW, welches tiber- 
all der Gleichung AW = o geniigt, und im Aussenraum die Form 
hat 


Wo 7, Ty die Abstinde von (2, », 5) zu den im Jnrern des Kir- 
pers gegebenen Polen P,, Py sind. Beim Durchgang durch die 


(*) Lord Raytereu, Pail. Mag., 6 série, t. XI, 1906, p. 123; vgl. auch Jeans, 
Phil. Mag., 6* série, t. I, p. far; t. XT, p, 604. 
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Flache ist H unstetig. Durch Integration der Gleichungen 


curlH = 432", div =o 

iiber ein an der Oberfliiche gelegenes, geeignet geformtes Volum- 
element und Grenziibergang findet man, dass der Sprung von H 
durch einen in der Fliche senkrecht zur Geschwindigkeit ¢ lie- 
genden Vektor yon der Grisse 4xa¢/c dargestellt wird (¢ = Ober- 
flachendichte ). Derselbe liegt somit in der Meridianebene, und 
man hat, unter ng, m; die iiussere und innere Normale verstanden, 
unter ds ein Linienelement des Meridians: 


ow; OW a OW; OW a, _ free Amou R 


- = 0 — —— —— 


* - ? 
On; Ona OS Os , C 


wo R der Abstand yon der Achse, w die Drehgeschwindigkeit ist. 
Aus diesen Bedingungen bestimmt sich VW; bis auf eine additive 


Konstante. Sei nimlich [ (2, vy, 3, a, b, c) die zweite Green- 
sche Funktion, welche also in bezug auf 7, y, z den Bedingungen 


5 or 
BE Le 0, an = Pr 


Coe 
TT 


(F = Oberfliche) geniigt, und im Punkte (a, 6, c) unendlich wird 
wie 


1 


—[(w~—ayt+(y—byt+(s—ec)?] ?. 
Seien ay, 4, Cy, 42, b2, Cy die Koordinaten yon P, und P,. Wird 


\ K rn 
Y= Sie + KT (a, 7,2, a, b,,¢;) —KYV (a, y, 2, de, be, C2) + konst. 
1 2 
cesetzt, so erfiillt diese Funktion die gegebenen Bedingungen und 
bleibt im Innern stetig und endlich; es gibt also, vom Vorzeichen 
abgesehen, die Forme! 
47ow KR ar or 


(9) Aap etme = L,Y, 3, M4, 04, C1) — 55 (@ Y, 4, da, 02, C2) 
A OS ‘ 


die verlangte Oberflichendichte. 
Fiir die Kugel sei P,, P, als z-Achse gewahlt, und der Ursprung 
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der Koordinaten im Mittelpunkt. Dann ist ('), bis auf eine addi- 
tive Konstante : 


I wert eee, Se 
ID(s, Cag) —~log(a?@— ma +a /a22a," + a?) 


2 r 
us = —log(a?— 2a,” + ary) — — 


V@— 2a," +a? ee et 


und da dx/ds = R/a, so ergibt sich 


(10) sR ae al uy Pigg Cai a lel soe ; 
eK dxz|a a? — A,v + Arg T4 Te 

Die in (7) und (8) gegebenen Formeln wiirde man durch eine 
Verteilung der Elektrizitiit interpretieren kénnen, die von der oben 
angegebenen mehr oder weniger abweicht. So ist z. B. das Feld 
eines Zylinders, der durch Juxtaposition von n identischen Zylin- 
dern entsteht, durch eine Reihe von der Form (8) gegeben, falls 
die Dichte ¢ konstant ist. Entspricht ¢ aber der Formel (g), so 
fallen die héheren Glieder der Entwickelung weg, der Zylinder ist 
einem Linearmagneten streng aquivalent, was vorher nur ange- 
nahert der Fall war. 

Dabei kénnen die Pole beliebig nahe den Endflachen des Zylin- 
ders bz. den Endpunkten der Achse legen; es wird dann die 
Dichte ¢ an diesen Punkten sehr gross; in bezug auf seine elektro- 
statische Anziehung verhalt sich der Kérper nahezu als ob seine 
Ladung in P, und P, konzentriert ware. (Im Grenzfall wird ¢ un- 
endlich wie die dritte Potenz der reziproken Entfernung yon der . 
Achse: dieser Fall ist daher auszuschliessen.) 

Reiht man eine Anzahl derartiger, untereinander identischer 
Rotationskérper mit abwechselnd entgegengesetzter Ladung und 
Rotation und gemeinsamer Achse aneinander, so ergibt sich ein 
sehr stabiles System, welches einem Magneten von der n-fachen 
Lange der einzelnen Korper beliebig nahe aquivalent ist. 

Im Falle der Balmerschen Formel hat man sich an den End- 
punkt des so konstruierten Magneten zwei ebensolche Rotations- 
kérper angereiht zu denken, die aber entweder ungeladen sind, 


(*) F. Neumann, Potential- und Kugelfunktionen, Leipzig, 1887, p. 272. — 
H. Wexner, Die partiellen Differentialgleichungen der math. Physik, t. 1 


’ 
Braunschweig, 1900, p. 457. 
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oder keine Drehgeschwindigkeit besitzen. Nimmt man das letztere 
an und beriicksichtigt, dass die elektrische Ladung, wie vorausge- 
setzt, nahezu auf zwei Punktladungen sich reduziert, so kann man 
beim letzten Kérper der Reihe die eine dieser Ladungen mit der 
friiher angenommenen oszillierenden Punktladung e identifizieren, 
wahrend die andere durch die ihr sehr naheliegende entgegenge- 
setzte Ladung des nachsten Korpers sehr kraftig angezogen wird, 
und einen festen Drehpunkt fiir die Oszillationen darstellt (‘). Vor- 
aussetzung ist allerdings, dass die iibrigen Ladungen des Atoms 
keine der Verschiebung des Endpunktes aus der Ruhelage propor- 
tionale, merkliche Kraft ausiiben. 

An diese besonders einfache Interpretation der Balmerschen 
Formel kann man versuchen, eine Hypothese iiber den, in den 
meisten Fallen nicht unbedeutenden Unterschied im Charakter der 
beiden Nebenserien und ihre gegenseitige Beziehung zu kniipfen. 
Bei Wasserstoff hat bekanntlich Pickering die zweite Nebenserie 
in den Spektren gewisser Sterne entdeckt, und ihre Gleichung 


lautet 
/ 


I I S 
y=N ee) a aa A 3 [SEDO BOSE 
(n+5) 
S 2 


7 


so dass man die Balmersche Serie als den geraden, die Picke- 
ringsche als den ungeraden Ordnungszahlen einer einzigen Serie 
entsprechend betrachten kann. Man wird es nun als plausibel be- 
trachten diirfen, dass in unserem Modell, wo negative und positive 
Ladungen abwechseln, die geraden und die ungeraden Ordnungs- 
zahlen in der Tat einen verschiedenen physikalischen Charakter der 
Linien bedingen kiénnen, und dass die Abtrennung zweier Korper, 
die dann ein neutrales System bilden, andere Energieformen er- 
fordert als die eines einzigen Kiérpers. Besitzt das Atom eine nega- 
tive Ladung, und hat z. B. unser System bei der Ordnungszahl n 
ebenfalls eine resultierende negative Ladung, so wird bei den 
Ordnungszahlen n + 1, »—1, die Gesamtladung des Atoms klei- 
ner sein oder sogar ihr Vorzeichen andern. Bei héheren Atom- 


(') Es hatte dann an Stelle von e/m eine andere Grosse zu treten, in der m ein 
elektromagnetisches Trigheitsmoment, e eine iihnlich gebaute Grésse bedeutet. 
Dies ‘indert nichts Wesentliches in den Darlegungen. 
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gewichten kénnen, wie oben gezeigt wurde, die iibrigen im Atom 
anwesenden Ladungen die Verteilung der Elektrizitat auf unserer 
Reihe von Rotationskérpern modifizieren. Veranderung des Vor- 
zeichens der Gesamtladung derselben wird daber von Einfluss sein, 
so dass fiir gerade und ungerade n, d. h. fiir erste und zweite Neben- 
serie, die Abweichung von der Wasserstoffformel verschieden sein 
kénnen. Bei den Alkalien ist, ganz im Sinne dieser Darlegung, 
das Vorzeichen dieser Abweichung bei den beiden Nebenserien 
ein entgegengesetztes. 

Ich habe nicht geglaubt, diese Betrachtungen unterdriicken zu 
miissen, so sehr sie auch unsicher sind. In einem Gebiet, in wel- 
chem alle Ansatze fehlen, kinnen auch solche Analogien yon Wert 
sein. 

Es sei noch bemerkt, dass man aus bekannten Satzen leicht ab- 
leitet, dass, wenn die Ladung einer Kugel aus homogenen, kon- 
zentrischen Schichten besteht, und sie unter dem Einfluss irgend 
eines stationaren, inhomogenen Magnetfeldes Translationsschwin- 
gungen ausfiihrt (bei welchen die Geschwindigkeit in allen Punkten 
der Kugel dieselbe ist), die Bewegung so vor sich geht, als ob 
die gesamte Ladung der Kugel in threm Mittelpunkt konzen- 
triert ware. 

Prinzipiell wenigstens diirfte also yom Standpunkt der Elektro- 
nentheorie gegen die gemachten Annahmen nicht viel einzuwenden 
sein. Allerdings ist die geforderte Verteilung der Elektrizitat keine 
einfache. Ob sich aber bei den Molekularwickungen die einfachen 
Gesetze auf die elektrische Dichte beziehen, oder auf die wirkenden 
Krafte, ist uns a priort ginzlich unbekannt. Letztere erscheinen 
hier, der Riemannschen Auffassung der Funktionentheorie ent- 
sprechend, in einfachster Weise durch ihre Singularititen (die 
Pole der Magnete) definiert: auf die Form der Funktion in deren 
Nahe, und auf die riéiumliche Anordnung derselben beziehen sich 
die einfachen Gesetze, die iibrigens, soweit ihre Abhingigkeit yon 
Raum und Zeit in Betracht kommt, ja vollsténdig mit bekannten 
Gesetzen tibereinsummen. Und, da eine yollstiéndige Theorie der 
Linienspektra ohne ganz spezielle Annahmen iiber den Bau der 
Atome nicht méglich scheint, diirfte es wohl yom erkenntnistheo- 
retischen Standpunkt ein Vorzug eher als ein Nachteil dieser Hypo- 
these sein, dass sie iiber die Gestalt der Elemente, aus denen die 
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Atome aufgebaut gedacht werden, keine Annahme zu machen 
braucht, sondern nur mit als starr gedachten Strecken oder Ent- 
fernungen operiert. Im iibrigen wird man bei einer Frage dieser 
Art, bei welcher ein zwingender Schluss yon der Wirkung auf die 
Ursache kaum méglich scheint, und einerseits die beobachteten 
Tatsachen prinzipiell so sehr yon allen bekannten Erscheinungen 
abweichen, und so kompliziert sind, anderseits iiber die voraus- 
zusetzenden Grundlagen so grosse Unsicherheit herrscht, wohl 
kaum erwarten diirfen, dass ein in jeder Besiehung befriedigen- 
der Anschluss an unsere gewohnten Vorstellungskreise méglich 
sel; ja, es diirfte schwer fallen, iiber das, was in diesem Falle als 
« befriedigende Erklarung » zu betrachten sei, sich zu einigen. 
Uber den allgemeinen Charakter einer etwa noch zu findenden 
exakten Serienformel ist noch folgende Bemerkung zu machen. 
Die Berechnung vieler Spektren lisst kleine Unstetigkeiten im 
Verlauf der Sertenkurye erkennen, die die Beobachtungsfehler 
uberschreiten und zeigen, dass die allgemeine exakte Serienformel 
nicht einfach sein kann. Besonders auffallend und schon von 
Kayser und Runge hervorgehoben sind die Tl-Linien 4 = 2665,67 
und 2267, 13, die ein Paar der zweiten Nebenserie bilden und die- 
selbe Differenz der Schwingungszahlen ergeben wie die andern 
Paare, und iiberdies von Exner und Haschek ebenfalls gemessen 
sind, so dass der Fehler nur einige Hundertstel Angstrom betragen 
kann. Die Formel (4) gibt fiir-die Linien dieser Serie die Fehler (‘) 


(in A.-E.) 


O,O0%N —O, 12 1-014) =I 143) 0,023) —0,503); 


0,00; +0,08; —0,21; —0,07;  —0,01; —0,07; —o0,23. 


Die Linie 2665 fallt ganz aus der Serie heraus, was besonders auf- 
fallend ist, wenn man die Grdésse 


VN 


=m+a+t ~(A —y) 
A—v 


bildet. Die Grisse dieses Fehlers ist auch bei Anwendung anderer 
Formeln ungefahr dieselbe. So berechnen Kayser und Runge 


(‘) Vgl. Inawg.-Diss. des Verf., OLuvres, I, p. 70; Inaug. Diss, Auszug, Ann. 
d. Phys. t, XII, 1903, p. 305. 
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die Konstanten ihrer Formel aus den weiteren Linien (ohne Be- 
riicksichtigung der vier ersten) und finden die Fehler: 


—1,69; -+0,01; +0,04; +0,01; +0,08; —0,21; 


—==0) 03/5) 1-0), 075) 1-05 225) 0, OL. 
Endlich, wenn man die Konstanten yon 


,=a+ b/m?+ clm* 


(statt 1/A =...) aus den nachsten Linien berechnet, ergibt sich 
0,00; 0,00; —1,60; 0,007 % 4... 


Bei 2665 hat also die Serienkurve einen Knick. 

Auf Bandenspektren sind diese Theorien nicht anwendbar. Ich 
méchte mich in dieser Hinsicht auf die Bemerkung beschranken, 
dass man sie vielleicht geschlossenen Ringen oder Polygonen, aus 
den betrachteten Elementarmagneten bestehend, zuschreiben 
kénnte, in der Annahme, dass solche Gebilde eine wichtige Rolle 
im Bau des Atoms spielen, und dass sie durch die lichterregenden 
elektrischen oder chemischen Vorgange erst gesprengt werden 
miissen, bevor ein Serienspektrum zustande kcmmen kann. 

Der hier vorgetragenen Vorstellungsweise kann man den Vor- 
wurf machen, dass sie die willkiirliche, in den Serienformeln auf- 
tretende ganze Zahl n durch eine Art magnetischer Polymerisation 
einfiihrt, wahrend die mechanischen oder elektrischen Eigen- 
schwingungen eines stetig ausgebreiteten Kérpers durch ihre Kno- 
tenlinien und -flachen diese Zahl in einfacherer Weise einzuftihren 
gestatten, Dieser grisseren Einfachheit steht jedoch die Schwierig- 
keit gegentiber, dass im allgemeinen, wenn die Wellenlange gross 
ist gegen die Dimensionen des Erregers, eine merkliche Ausstrah- 
lung der Oberschwingungen nicht zustande kommt eben wegen der 
Knotenflachen ('), so dass auch hier neue Hypothesen nétig werden. 
In diesem Zusammenhang sei noch auf ein wichtiges Experiment 
von Wood (*) hingewiesen. Wird Natriumdampf mit weissem 


(*) Vgl. Dissertation, Anhang; OEugres, I, p. 75. 
(7). R.-W. Woon, Physik. Zeitschr., t. VII, 1906, p. 893. 
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Licht bestrahlt, so erscheint ein ziemlich linienreiches Banden- 
spektrum als Fluoreszenzlicht. Benutzt man dagegen monochro- 
matisches Licht, dessen ) einer der Linien dieses Bandenspektrums 
sehr nahe entspricht, so wird durch Resonanz nicht nur diese 
Linie, sondern auch eine Reihe anderer, mit ihr durch einfache 
numerische Gesetze verkniipfter, erregt; dieselben gehéren offen- 
bar dem gleichen schwingenden System an. Man kann hierin eine 
Wirkung der ungeordneten Molekularbewegung erblicken, die, 
wenn auch unfahig, die nétige kinetische Energie hervorzubringen, 
doch eine gleichmiassige Verteilung derselben iiber die verschie- 
denen Freiheitsgrade (hier Schwingungszustinde) hervorzu- 
bringen bestrebt ist. Bringt man etwa den Grundton einer Saite 
durch Resonanz hervor, und beriihrt dann dieselbe (ohne An- 
schlag) in der Mitte, so werden Obertine entstehen. Als nun 
Hr. Wood den Na-Dampf mit gelbem Na-Licht bestrahlte, erhielt 
er ein intensives, aus den D-Linien bestehendes Fluoreszenzlicht ; 
doch erschien keine Spur des niichsten Paares der Hauptserie, zu 
welcher die D-Linien gehéren, trotzdem dasselbe sonst eine grosse 
Intensitat besitzt. Man ware, im Sinne der eben angestellten Uber- 
legung, geneigt, daraus zu schliessen, dass die beiden Paare nicht 
yon demselben schwingenden System ausgesandt werden, so dass 
ein Ausgleich der Energie nicht stattfinden kann. Bei Annahme 
der Elementarmagnete ist dem tatsichlich so. Wenn auch die Uber- 
legung unsicher, und ein einzelnes Experiment ungeniigend sein 
diirfte, so scheint mir der Hinweis doch niitzlich, dass hier mé- 
glicherweise ein Ansatz zur experimentellen Priifung der Frage 
vorliegt. 


Der Zeemaneffekt. 


Eine wichtige Anforderung an jede Theorie der Linienspektren 
ist die Erklarung der mehr oder weniger komplizierten Zerlegungen 
der Linien im magnetischen Feld. Ein einigermassen befriedigen- 
des Bild dieser Erscheinung und ihrer Gesetze auf Grund der 
Lorentzschen Annahme der komplexen Elektronen zu gewinnen 
ist bisher nicht gelungen. Ich werde nun zeigen, dass die bisher 
entwickelten Anschauungen in der Tat zu einer grossen Mannig- 


R. 8 
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faltigkeit mehr oder weniger komplizierter Zerlegungen fiihren, 
deren allgemeiner Charakter durchaus der Beobachtung entspricht. 
Doch auch hier muss ich mich damit begntigen, einen Zusammen= 
hang mit wohlbekannten Tatsachen und Problemen nachzuweisen. 
Es ist in diesem Gebiet des Unbekannten zu viel, als dass von der 
Theorie zunaichst mehr als eine solche Reduktion des Problems. 
verlangt werden diirfte. 

Dass die Ersetzung quasielastischer Krafte durch molekular- 


magnetische eine wesentliche Anderung im Zeemaneffekt be- 
dingt, ist ohne weiteres klar: gelinge es, das Molekularfeld Hg 
dauernd parallel dem ausseren Feld H zu stellen, so wiirde einfach 


statt 


é Ho ° e(Ho = Jal | 
y= —— resultieren : i) BS 


UC mc 


Die Spektrallinie, in Richtung der Kraftlinien gesehen, erschiene 
zirkularpolarisiert und um die Griésse eH/me aus ihrer friiheren 
Lage verschoben, und zwar nach links oder rechts, je nachdem 
Hund Hp) gleich- oder entgegengesetzt gerichtet sind. Sind beide 
Falle in der Lichtquelle gleich haufig, so ergibt sich ein Doublett; 
der Polarisationszustand, in beliebiger Richtung beobachtet, ist 
derselbe wie bei Lorentz aber die Longitudinalkomponente fehlt, 
und die Zerlegung ist, fiir einen und denselben Wert von e/m, 
doppelt so gross wie bei Lorentz ('), 

Infolge der molekularen Agitation wird jedoch im allgemeinen 
der Trager der Serienspektren im Magnetfeld Bewegungen aus- 
fiihren, welche die Erscheiung wesentlich andern; Hr. Voigt (?) 
hat gezeigt, dass, falls nicht Krafte herangezogen werden, die einer 
Reibung aquivalent sind, keinerlei Tendenz zur Orientierung ro- 
tierender Ladungen im Magnetfeld besteht. Wir setzen dabei vor- 
aus, dass diese Rotationsbewegungen analog den in der Mechanik 
starrer Kérper behandelten Fallen der freien Bewegung um einen 
festen Punkt oder um den Schwerpunkt, der Kreiselbewegung, 
des Pendels usw. durch gewisse Periodizititseigenschaften ausge- 
zeichnet seien. 


(*) Vielleicht gehéren hierher die Beobachtungen yon Wood bei Quecksilber- 
dampf und Na-Dampf ( Physik. Zeitschr., t. IX, 1908, p. 125). 
GC) We Voler, Arnvd. Phys.) tls i002 speerras 
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Nach unseren Voraussetzungen fiihrt die Ladung e unter dem 
Einfluss von Hy Oszillationen von sehr kleiner Amplitude aus, und 
ist an ein Fliichenelement 1 Hy, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, an eine Ebene L H, gebunden ('). Die z-Achse eines festen 
Systems (O, x, y, 3) sei parallel H; von der ++ s-Achse aus be- 
trachtet mige die + y-Achse ee eine Drehung im Sinne des 
Uhrzeigers mit der + 2-Achse zur Drehung gebracht) werden 
kénnen. Seien S der Winkel von Hy und H;  —n/2 der Winkel 
der Ebenen O 3 2 und OH) ;, also die Polarkoordinaten der yer- 
anderlichen Richtung Hy; so sind deren Richtungskosinus 


sinS sinb, —sinScosh, cosa. 


Bei gegebener Lage und Bewegung von H, sind 3, & gegebene 
Funktionen der Zeit. Man setze 


ay ( x= wucosh — cosa sin, y =usinl + ¢cosS cosy, 
Ly } 


‘ 7 ®. => 
B= sP°Stnis 


so kann man uw, v als Lagrangesche Koordinaten des Teilchens e 
auf der Ebene 1 Hy betrachten. Die kinetische Energie von e ist 


tam \ AUN (G)+ \2 Ss dy . du 
— | Os. == —— 9 
» 1\ dé 3 dt Di ai °° alee ee at 


dt 4 is Rae 
+ (u2-+ v2 ay. Senet hee 9 ——usiInJg— 
( dt dt C 


Die Berechnung der virtuellen Arbeit der magnetischen Krafte wird 
vereinfacht durch den Umstand, dass in einem ruhenden Koordi- 
natensystem dieselbe identisch verschwinden muss, wenn bu, 6° 
durch du/dt, dv/dt ersetzt werden. Man findet 


> 


da 
— ot (Ho cos +I) (wdp+edu)+e & Hsin dee — H sind ou. 
d 


(') Diese Bedingung kann durch andere ersetzt werden; wesentlich ist nur, 
dass die Ladung e ihre relative Lage zu den Llementarmagneten nicht merklich 
iindere, 
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Daraus folgen die Lagrangeschen Gleichungen 


d2u dy ze o LY 
Th Te yp oan ¢ COS, ae 
dy di... ay 
Sun DY ber rs Apo u(F 
dy 
oe — (Hy-+ H eos) & — $ u(Ho cos + H) 
mec dt es 
“ey Heine ee 
t { 
(12) 
coe aU Le ear sat ps pee 
at? ‘dt dt dt} 
ds . e dv \2 ae as \2 
De Tins — « (Ft) cos? J +0(F) 
e c du ay 
eo Sj a ay H 
ales (Ho + H cosa) — =P Fp? (Ho cos + ) 
dy . sc! 
+ 9H sin? ¢. 


Sind H, db/dt, d3/de gleich Null, so ergibt sichdie ungestirte 


Linie: 


au eH, de ay = eHy du 
di. ~ méjdte di gevtids? 
= ; \ eHy 
(13) w= uUy+Acosy(t—fto), 9 =%y+ Asinyy(t—to), Yo= see 


Im Zeemaneffekt ist die relative Perturbation der Schwingungszahl 
sehr klein; bei Feldern von 10000 bis 40000 Gauss ist H/Ho von 
der Gréssenordnung 10~*. Wir vernachlissigen Grissen von der 
Ordnung (H/H,)? sowohl in den Amplituden wie in den Schwin- 
gungszahlen. Wir setzen ferner voraus, dass die gegebenen Funk- 
tionen der Zeit sind, cos, sinS, cosS sich durch rasche kon- 
vergente Entwickelungen der Form 


wal . 
Ao + SIAL cosw;t + B;sinw;t] 


til 


darstellen lassen (die im Spezialfall einer periodischen Bewegung 
in Fourier-Reihen tibergehen). Die w; seien proportional H, 
und (fiir die in Betracht kommenden ersten Gheder) mégen sich 
zur ungestOrten Schwingungszahl y) verhalten ungefahr wie H zu 


Hy. Wahrend jede Differentiation von uw und ¢ einen Faktor von 
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der Grissenordnung y, einfiihrt, wie aus der angeniherten Lisung 
(13) hervorgeht, fithrt die Differentiation von cos , .. . nur solche) 
von der Ordnung w; ein, so dass z. B. u(d?4/d02) sin Y zweiter 
Ordnung gegen (d?u/dt?)cos) ist. Beschranken wir uns auf die 
erste Ordnung, so reduzieren sich also die Gleichungen (12) auf 


au dl dy = e de 
osJs — Fig Hot H cosJ) —- 


dt eat dt ° 
| 
ee OY osS u, 
me dt 
(14) : 
d*» CG) La e Sein, GAB: 
Agi as FeO a ee COs) 
! 
= harem 
me dt 


Sind zuniachst d/dt, S konstant (regulire Prizession), so ergibt 
sich die Lésung 


u = A, cosy;(t —t,) + Ag cosve(t — ty), 
? = Aj sin ¥4(¢— t;)+ Ao sin vo(t — ty ys 


wo A,, Ag, é, ¢2 willkiirlich, und vay yy die Wurzeln der Glei- 


chung sind: 


: ee x as cosa i cos3 =o 
v2—vly — —2— so}— st oS 
: mec dt dt é 


also, bis auf Gheder zweiter Ordnung, 


Der Wurzel y. entsprechen also Strahlen, deren Wellenlinge 
10‘ mal grésser ist als die in Betracht kommenden. Wi haben 
also nur die erste Wurzel zu beriicksichtigen. 


Sei nun allgemein, bei veranderlichen 3, d)/de: 


t 
2H di 6 
Q = i, [ 2+ (SS —— =) cos dt, 
ar 


ake ee as He es Se ee ee 
eH dv Ke eH dt aoe 
Yo ( — =) cosJa Yo => = cosa 
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Denn durch Einsetzen in die Differentialgleichungen (14) oder 
(12) erkennt man, dass die Glieder bis zur zweiten Ordnung sich 
aufheben, so dass die Gleichungen innerhalb des yorgeschriebenen 
Anniherungsgrades erfiillt sind. 

Diese Werte von uw, ¢ sind in (11) einzutragen, und die sich er- 
gebenden Ausdriicke fiir x, y, 2 in Summen rein periodischer 
Funktionen aufzulésen. Dabei kann man A = y, setzen, und den 


Faktor 


I 
: (= +) cosa 


mc dt Vy 


weglassen, da er von der Einheit nur um Gréssen yon der Ordnung 
10-* abweicht. Denn durch Hinzufiigen dieses Faktors werden 
die Amplituden der einzelnen Glieder der Entwickelungen von 
sinQ, cosQ nicht in merklicher Weise beeinflusst; anderseits 
erhalten etwaige durch den Faktor neu hinzukommende trigono- 
metrische Glieder die Amplitude 10~*, mithin sind die ent- 
sprechenden Jntensitiiten 10~8 mal kleiner als die der schon vor- 
handenen Glieder. 

- Wir betrachten zunichst den Fall, dass Hy senkrecht zu H steht 
und sich mit der gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit w um 
diese Achse dreht. Es ist dann 


b=u(t—?’), cosa =0, 

1 

= COS¥)(£—ty)cos¥U= —cos[(vo+w)t+c] 
2. 
I ' 

— 5 Cosltve— @) E+ salle 
; ito. 

Y = cosvo(t— ty) sinb= -sin[(vy+w)t+c] 

2 


ae 
a= 5 un [(vw— w)t+ ec’), 


S = sinvy(t — ty), 


re 1 sus eite pert : ae : 
wobei c, c’ Phasenkonstanten sind, auf die es nicht weiter an- 
kommt. 


Die Linie vy spaltet sich also auf in ein Triplett, dessen Ge- 
samtbreite in der Skala der Schwingungsszahlen 2 ist, und 
dessen Intensitdten und Polarisationen im librigen genau 

c YL 
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denen entsprechen, die sich in der elementaren Lorentzschen 
Theorie ergeben. 


Soll der Drehungssinn des Lichtes mit demjenigen iibereinstim- 
men, welchen die Erfahrung ergibt, so ist es hier nicht, wie bei 
Lorents, notig, dass das Teilchene negativ geladen sei; viel- 
mehr ist es notwendig und hinreichend, dass die Drehung der 
Achse Hy um H in dem Sinne erfolgt, tn welchem freie Elek- 
tronen im betreffenden Feld H rotieren wiirden. Ist endlich die 
Drehgeschwindigkeit w gleich der der Elektronen, so ergibt sich 
ein Triplett mit doppelt so grossem Komponentenabstand, wie 
nach der Lorentzschen Theorie zu erwarten ware. Das Triplett 
Zn 4680, Cd 4678 der zweiten Nebenserie und ihre Homologen 
zeigen in der Tat ungefahr diesen Abstand. 

Man erkennt an diesem Beispiel, dass durch die Hypothese der 
Molekularmagnete die Interpretation des Zeemaneffektes wesent- 
lich verandert wird. 

Ich gehe zur allgemeinen Annahme tiber, es sex die Bewegung 
von Hy eine periodische, so dass 


coss = an +4, coswt+ J, sinwt + azcos2wt + b,sinawt+..., 


v= by + w't + % coswt + 8; sinwé + % cos2ut 
+ 8. sinawt+... 
= vot w't +X. 

Es miissen w, w! tn rationalem Verhdltnis stehen, damit die 
Bewegung eine periodische sei. Soll w die Periode sein, so muss 
ow! ein Vielfaches von w sein, 

Die Fourierschen Reihen fiir sin 3, cos 4, sin Y erhalt man dann 
durch Entwickelung nach Potenzen und Umrechnung von cos”, sin” 
auf cos, sin der Vielfachen des Winkels. Verstehen wir unter 
Z,, D2, B;, S Summen trigonometrischer Funktionen (die letzte 
ohne konstantes Glied ), so ist 


ree no. costs costa) - 
SIM g/L COs*— 1 ooo == 2a 
2 8 
sia(Y—%))= sinw'tcosh+ cosw’t sind 
ee z2 M4 
OOS) te gait res Sot 
ht 52 hoe siall 
x us i 
+ cosw’t | — — ~+. 
1 toes 


= sinw’t.5,+ cosw't.d9. 
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Da’ zwischen zwei Werten hin und her schwankt, konvergieren 


die Reihen. 


Q ist dann von der Form 


— eH ; 
Q= Yo Yon (An Pn — Bnd) + a (SO — 0) (t—t))+S8 
1 


=2 (vot e)(t— to) a Sie 


wo 
u oO 
i é 0 ! 
(15) 2 ay (TS — 0!) + Son nbn— bata) 
1 
so dass 


Ww = cOS(Vo +) (t— ty) cosS — sin (vp + ¢)(¢— ty) sinS, 


g = sin (vo t<¢)(¢— ft) cosS + cos(vp+ ¢)(t—— t)) sinS 


sich als Summen von Gliedern der Form 


cos 
} 


;Yo + € = mw Leta, CEPR OE, BO, 


a 
sin it 
darstellen lassen. Gleiches gilt von der parallel H schwingenden 


Komponente 


ag 


Ze TO STi 


Dieselbe wird also in ein Spektrum mit den Schwingungszahlen 


Vo tet mw, (17 == AT Dee ara) 


zerlegt. Von diesen Linien gelangt aber selbst bei missig rascher 
Konvergenz der Reihen, wie unten an Beispielen erdrtert werden 
soll, nur eine sehr beschrankte Anzahl zur Wahrnehmung, vwyeil 
die Intensitaten, die ja den Quadraten der Amplituden proportio- 
nal sind, viel rascher abfallen als diese. 

Man hat ferner 


x = cosw't(u cos  — ¢ sind cosS) — sinw'¢(u sin= + 9 cos cosS), 


y sind cos) + cosw't(u sind + cosS cosS), 


y =sinw't(ucos 


X= a, coswt + B, sinwt + a cos2wt + B.sin2awt-+.... 


Die Klammern sind wieder in trigonometrische Summen der oben 
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genannten Form entwickelbar; jedem Gliede 
A cosy,,¢+ Bsiny,,¢, 
Yn = Vp tet mw (eee Orme gst Owen) 
der ersten Klammer und 


A’ cosy,,¢ +- B'siny,, ¢ 


der zweiten entsprechen zwei entgegengesetst sirkularpolart- 
sterte Wellen mit den Schwingungszahlen 


' ree A + B'\2 A BNE 
Ym Wy Intensitat ee pee 
2 2. 


; (as — 
Ym — w, » ——_ } + | ———_} - 
2 2) 


\ / 


und 


Jeder parallel H schwingenden Komponente entsprechen so 
swet 1H schwingende, doch kénnen die Intensitaéten sehr ver- 
schieden sein, so dass einige Linien ganz zu fehlen scheinen. Be- 
sonders auffallend ist diese Anordnung in dem von Hrn. Loh- 
mann (!) untersuchten Spektrum von Neon. Im Quadruplett der 
Linie D, sind dagegen zwei Longitudinal- und nur zwei Trans- 
versalwellen. Wir behandeln den Fall unten: es sind die Intensi- 
taéten von vy + w! und y —w’ hier sehr verschieden. 

Allerdings erscheint die Mitte des ganzen Liniensystems selbst 
aus der urspriinglichen Lage vy nach v9-+-« verlegt. Betrachten 
wir aber entgegengesetzte Richtungen von Hy im Atom (bzw. um- 
gekehrte Stellung der Siid- und Nordpole des Molekularmagnetes ) 
als gleich méglich, so bleibt das Vorzeichen yon cos J willkiirlich, 
und man erhalt das Spektrum: 


Elektr, Kraft parallel H schwingend: 
Vee S770 (HORA = Op dg eo od 
Elektr. Kraft senkrecht zu H schwingend: 
Vp ae © S= 720) 1, (HONDO ty, % ovale 


Unter sehr allgemeinen Annahmen ergibt sich iibrigens fiir ¢ eine 
erheblich kleinere Zahl als w und w’, so dass Linien mit den 


(1) W. Loumann, Jnaug.-Diss., Halle 1907. 
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Schwingungszahlen y-+-¢ und y—e auch in Instrumenten mit 
hohem Auflisungsvermégen nicht mehr getrennt erscheinen. Wir 
setzen dies im folgenden voraus. Da nun w'/w eine rationale Zahl, 
und insbesondere eine ganze Zahl ist, falls w die Periode der Be- 
wegung, so folgt: 

Bei beliebigen periodischen Bewegungen des Systems wird 
jede Linie in mehrere serlegt, deren Abstinde von der ur- 
spriinglichen Lage der Linie untereinander in rationalem 
Verhdltnis stehen. Dies ist das Gesetz von Runge und Paschen. 
Allerdings haben diese Forscher dariiber hinaus noch festgestellt, 
dass zwischen den Werten von w fiir verschiedene Serien und ver- 
schiedene Elemente ebenfalls rationale Verhiltnisse stattfinden. 
Damit wird gefordert, dass fiir solche Gruppen verwandter Serien 
die Grundperiode der Bewegung von Hy dieselbe sei, wahrend 
allerdings die Koeffizienten a;, 6;, «;, 8; veranderlich sein kénnen, - 
wodurch die Intensititen, nicht aber die Schwingungszahlen be- 
einflusst werden: so kénnen z. B. im einen Fall die Linien mit 
geraden, im andern die mit ungeraden Ordnungszahlen ganz 
fehlen, 

Ist die Bewegung nicht periodisch, so ergibt sich das allgemeine 
Gesetz 


(16) Parallel zuH: Voz mw (770 =O TD are es 
Senkrecht zu H : Va 72) =). (CO=2ORTA DS anne 

F's lassen sich alle Schwingungssahlen linear und mit gans- 

sahligen Koeffizienten aus sweit Grundzahlen wo und w! be- 

rechnen; o' tritt nur in den 1 schwingenden Komponenten auf; 

sein Vorzeichen bestimmt den Drehungssinn. 


Ob das Gesetz 


w! 


— = rationale Zahl 
w 


ein durchaus allgemeines sei, muss vorderhand dahingestellt blei- 
ben. In manchen Fallen scheint diese Spezialisierung eine etwas 
gezwungene, und Hr. Runge(') sieht sich z. B. in dem von Loh- 
mann (loc. cvt.) untersuchten Spektrum von Neon gendtigt, recht 


grosse Zahler und Nenner einzufiihren, wihrend bei Benutzung 


(*) G. Runez, Physik, Zeitschr., t. VII, 1907, p. 232. 
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von (16) die Zahlen o, 


Zahlen bis auf 17, wihrend ist: 


parallel : Yo 


senkrecht : 


296m 


Yo =1,56m = 5,08 


Bei 6402, 40 (Runge bis 10): 


(Pp) 


Vo== O-90.7128(70—== "0, 15,2) 


(s) 


1, 2, selten 3 und 4 in allen mir bekannten 
Fallen ausreichen. So gehen bei Neon 6506,7 die Rungeschen 


(ith = @, i 


(Gi =O, 1). 


VjS= Opi Sao giie (2 3 :Oy, iy) 


(15 Komponenten). 


Bei 6217, 50 (R. bis 14): 


{P) w=3,gom (m =o, 1), 
Bei 6143, 28 (R. 
(P) 
Bei 6096, 37 (R. 
(P) 
Bei 6030, 20 (R. 


Vee Le DOK 7701118), 
Yo2= 0.00770) (770, 1), 


Vos= 0,347 (m =2), 


(P) 

Bei 5944, 91 (RK. 
(Pp) 
| Bei 5882, 04 (R. 


Vora On40,90 (7 == 2) 14). 


Ong aD (GH Shey, 10))5 


(Pp) vo 


Bei der Linie 6143 liegen vp + (5,68 — 2.1,22) =vot 3 
zu nahe bei der starken parallel schwingenden Komponente ; daher 
Im ibrigen beweist wegen den 


bis 20): 


biseio))e 


(s) 


(s) 


(s) 


(s) 


sind sie nicht wahrgenommen. 


mobglicherweise sehr verschiedenen Intensitdéten das Fehlen einer 
berechneten Linie nichts gegen die Formel, welche gewissermassen 
nur ein Schema darstellt, in das die Linien hineinpassen miissen. 


Dieses Schema ist nicht eindeutig; 


Setzen : 


OO (CAD: 3 yy 1h), 


(Pp) “vo 


(s) 


OOM (Ss Oy 1) 


FTV NY =O, 1). 


Voa= 6400 == 0,007) (7 "tato))s 


3,24 wohl 


bei 6143 kénnte man z. B. 
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wobei nun die beobachteten Linien und nur diese dargestellt wer- 


Le | 
Bei den Satelliten der ersten Nebenserie von Hg und ihren 


Homologen ergeben sich ebenfalls (!) hohe Zablen bei Anwendung 


des Rationalitatsgesetzes : 
300550 Herbig: Ole 

(p) vox 0,24m (m= 2,4), (s) vot 1,36 + 0,28m (m = 1, 3). 
3663, 0 (R. biss5.): 

(GO) W2= ty ko7e (ie = Op 30). (s\o ¥g= 1,66 c= on) (r= 0,4). 
3650 (R. bis 7): 

(2) Mes Oyr7e (im S11). @) hes ihe =SO.3si7e (G2 = ©) 
3192,0 (I, bis3): 


U2) W=e= O80 (We = O> 1), (S)) vo2= flO ==10,00 724770 —"0-nn) = 


3125, 6 ( ReabIs 16). 


(GD) WysHOnskiw7e (7 == 10). (SRV G == 1520 == Od C.70mn7e—— Oa 
2.967, 4: 
G2) Ye=O(xome Ci = Gs, 1) (Sy Vo=='0;602= 0,007) (7 —"0)), 


Die neue Darstellung diirfte also den Vorzug der Einfachheit 
beanspruchen, und man wird, auch abgesehen von der hier vor- 
getragenen Theorie, die Méglichkeit einer Erklarung der Erschei- 
nung als naheliegender betrachten, wenn, wie es hier geschieht, 
das Problem in zwei andere zerlegt wird: erstens, die Formeln (16) 
zu begriinden, wobei m, n klein bleiben; zweitens, die haufig auf- 
tretenden rationalen Verhaltnisse zwischen w’ und w, insbesondere 
die Formel w’= Vielfaches von w, aus speziellen Annahmen iiber 
die Bewegung abzuleiten. Die Frage, ob w!/w = rationale Zahl 
eine allgemeine Regel darstellt, d. h. ob die Bewegung stets eine 
periodische ist, fiir welche alle Punkte sich in geschlossenen Bah- 
nen bewegen, ist ein Wahrscheinlichkeitsproblem, fiir dessen 


(') C: Runes, loc. cit, — C. RuncE und F, PascuEN, Berliner Ber., 1g02. 
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sichere Lisung noch weitere genaue Messungen abzuwarten sind. 
Die von Hrn. Runge (Joc. cit.) angestellten Wahrscheinlichkeits- 
betrachtungen werden ungiiltig, wenn man von vornherein fiir die 
Linien das Gesetz (16) annimmt, statt eine willkiirliche Verteilung 
vorauszusetzen. 

Als Beispiel behandeln wir zunachst den Ansatz 


cosd = acoswt + bsinwt, V=wt+acoswt+ PsinwZ, 


also w’—=w unter der Annahme, dass die Gréssen zweiten Grades 
in «8, ab, vernachlissigt werden diirfen. Da hier 


e=w(ab— Ba), 


1 


so wird «b— $a héchstens =~ etwa sein diirfen, damit feine 


Linien y + ¢, y—¢im mittleren Teil des Spektrums nicht mehr 


zu trennen seien. 
Es ergibt sich in dieser Annaherung, wenn abkiirzend k= eH/wme 


gesetzt wird, 
SiS, Q=+ (k—1)(— asinwt+ bcoswt) + v9(t — fp), 
cosy = coswt —(xcoswt+ 8 sinwZ) sinwé, 


sin) = sinwt +(2coswt + 8 sinwé) coswl. 


Es ergeben sich somit durch Einsetzen in (11) die folgenden 


Linien : 
Parallel H schwingend: 


vo(Intens. = 1); Vow, Intens, = 


1 H schwingend: 


I 
Vo zany Intens. = 7; 


|“ == OP, rg eontii if 
Yo + 20), Intens. = i y 


eee cel es 


Vy — 20, ntenss— 


Der Drehungssinn von yp +, ¥)-+-2 Ist enlgegengesetzt dem- 


jenigen von yp — ©, vp — 20. Die Dissymmetrie der Intensitaten 


wird aufgehoben, wenn man, 
gegengesetzte Lagen von Ho, d. h. entgegengesetzte Vorzeichen 


wie oben auseinandergesetzt, ent- 
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von cos 3, a, b als gleich méglich, und in der Lichtquelle gleich 
haufig vorkommend, betrachtet, so dass zu den angeschriebenen 
Werten der Intensitaten noch weitere ebensolche Ausdriicke hinzu- 
kommen, in welchen a, 6 durch — a, — b ersetzt sind. 

Es ergibt sich also ein Quintuplett dquidistanter Linien, bei 
welchem die parallel und senkrecht schwingenden Komponenten 
zum Teil aufeinanderfallen. Sind a, 6 bedeutend kleiner als a, 8, 
so verschwinden die seitlichen Parallelkomponenten. 

Die Intensitat der dussersten Linien ist bedeutend kleiner als die 
der mittleren. 

Wird derselbe Ansatz gemacht, aber w’= 3w statt w/=w ge- 
setzt, so ergibt sich ein Vonett dquidistanter Linien, wie es yon 
Runge und Paschen in der zweiten Nebenserie beobachtet ist 
(Hg 5461, 3342 und Homologe), wobei die aussersten Linien am 
schwachsten sind: 


GD) Ige= mo (He = Oy ii), Cee hea aia == ON GA Ors t 


Bei der Rechnung sind Glieder zweiten Grades vernachlassigt 
worden. Dieselben wiirden zunichst die Intensitatsverhaltnisse 
der erhaltenen Linien etwas beeinflusst haben; doch sind dieselben 
so unsicher beobachtet, dass diese Korrektion ganz bedeutungslos 
ist. Ferner werden neue Linien eingefiihrt, deren Intensitaten von 
der Ordnung (a + 6/4)*, (a = 8/4)* sind. Wahlt man also fir a, 
b,«, 8 Zahlen von der Ordnung +, wobei & mit 1 vergleichbar sei, 
so ist die Intensitat der dussersten Linien etwa <> bis > der mitt- 
leren, oder noch weniger, die der bei exakter Berechnung neu 
hinzukommenden ;+~ bis +4 oder noch geringer ; dieselben wiirden 
sich also in den meisten Fallen der Beobachtung entziehen, da 
selbst bei langerer Exposition die viel grissere Intensitaét der Zen- 
trallinten die Beobachtung sehr erschwert. 

Kin weiterer einfacher, wenn auch ziemlich allgemeiner Fall ist 


der, dass db/d¢ = konst., und zwar (') 


dy ell ‘ 
—_ = Seay. 
dt me 


(t) Die Ebene (HH,) dreht sich also um H mit der konstanten Winkelgeschwin- 
F oe, ial ; a0 : : : 
digkeit a und in demselben Sinne, wie freie Elektronen im Felde H; dabei 


fihrt aber H, in dieser Ebene noch pendelartige Schwingungen aus. 
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Dann reduziert sich Q auf ¥9(¢— ty), und es ergibt sich, falls ab- 
kiirzend ¢) = 0 gesetzt wird: 
Parallel H: S==sin y,.2 sino, 


(iit x = COSvot cosw't — cosS sinvyt sinw’Z, 


y = cosvot sinw' t+ cosT sinvyt cosw t. 


Hier ist nun fiir S eine beliebige periodische Funktion einzu- 
setzen. Sei sehr annihernd 


sind = A sinw(t— ty), [A 5, 


so ergibt sich fiir positives Vorzeichen von cos S = V1 <in20* 
Parallel H: 


Ag 
Vo== w, Intens. = —; 
4 
Senkrecht H: 
A2 3 A+ 2 
Yo ', Intenstas( 2 a) g 
\ 3 128 
: INO SWAN 2 
Yo=—— Intens. = pe ma wea |} 5 
t 12 
; Aa At 2 
Vyas OOSa nye Intens. = (Te bgp t. : 
4 


Fiir negative Vorzeichen von cos 3 werden die Parallelkomponen- 
ten nicht geandert in ihrer Intensitat und Lage; die Intensitaten 
yon ¥y-+ w/, v9 — w! vertauschen sich aber. Da umgekehrte Vor- 
zeichen yon cosS, d. h. von Hy, verschiedenen Molekilen ent- 
sprechen, und keine Phasenrelation zwischen solchen besteht, 
addieren sich die Intensitaten und man erhalt: 


Parallel: 
A? 
Ypee ,  liiesne, == ae 
Senkrecht: 
. A2 \2 A2 \2 
Vorz- ww’, Intens. as Te ++) Ste ioe a) ; 


A2 2 
YVorx=2wtw’, Intens. = 2 a+...) : 


Fiir A=? sind die Intensititen also 


0,28(p), 0,87(s) und 0,0003 
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Die letztere Linie ist nicht wahrzunehmen, so dass ein Quadru- 


plett resultiert. 
Fiir A = 2 ergibt sich : 


Intens.(p) 0,38; (s) 0,80; (s) 0,005. 


Hier kénnte langere Exposition ein Oktett ergeben. 

Es miissten also, wie man sieht, die Fourierschen Reihen fiir 
cosS recht langsam konvergieren, um noch kompliziertere Zer- 
legungen zu ergeben. 

Fiir A=1 ergibt sich ein neues Oftett: 


(Pp) v=, (SO yos= (S) ¥os= wise ws 


Zwischen w’ und w soll, nach Voraussetzung, ein rationales Ver- 
haltnis bestehen. Sei zunachst A=? ungefahr, und w'—w, so 
ergibt sich ein Dublett mit koinzidierenden Parallel- und Perp.- 
Komponenten | Hg 2536,72 nach Runge und Paschen, und viele 
von Purvis untersuchte Linien, z. B. Vanadium (') 3885,03; 
3896, 25; 3566,32 usw.; Ruthenium (?) 4584,7; 4372,7 usw.]. 

Fiir w! = 2 ergibt sich das Quadruplett der Linie D,. 

Fiir w'= 3w, A vergleichbar mit +, reduziert sich das Oktett 
auf das Sextett der Linte Dy. 

Mit den beiden (p)-Komponenten koinzidieren zwei (s)-Kom- 
ponenten, die aber wesentlich schwacher sind, und vielleicht des- 
halb nicht beobachtet. Im iibrigen sind die quantitativen Verhalt- 
nisse die von Runge und Paschen beobachteten. Bei D, hat 
man w halb so gross zu wahlen wie bei D,, oder besser bei D, an- 
zusetzen 


sind = A sina w(t — fy) statt A sinw(t— to). 


Die beiden D-Linien wiirden bei dieser Auffassung zu einer und 
derselben Grundperiode gehéren. Der Wert e/mec—=w'/H, der 
sich fiir das schwingende Teilchen ergibt, betragt allerdings nur = 
des Kathodenstrahlwertes 1, 88,107. Allgemein libersteigt w'/H 
in keinem bisher beobachteten Fall den Kathodenstrahlwert; 
bei den sehr weiten 'Tripletts Zn 4680 und ihren Homologen bei 


(*) Porvis, Zrans. Cambor, Phil. Soc., t. XX, 1906, p. 210. 
(*) Purvis, Proc. Cambr. Phil. Soc., t. XIIL, 1906, p. 351. 
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Hg usw. ist nach den neuesten absoluten Messungen yon P. Weiss 
und A. Cotton ("), sowie nach A. Stettenheimer (2) wo Tie 
1,78. 107; der Kathodenstrahlwert wird nicht ganz erreicht. Fiir 
dasselbe Triplett ergibt’ sich dagegen nach Lorentz’? Theorie 
e/me = 3,56, 10", und es gilt der Satz: fiir kein Triplett ist e/me 
grosser als dass Doppelte des Kathodenstrahlwertes. Von kompli- 
zierteren Zerlegungen muss ich dabei absehen, da eine Theorie 
derselben nicht vorliegt, ausser in den von Robb (*) behandelten 
Fallen (Nonett usw.); hier gilt derselbe Satz: fiir das Nonett ist 
e/mc = Doppelter Kathodenstrahlwert. 


Ich halte die Aussage e/mc<WKathodenstrahlwert, in welcher 
die Annahme magnetischer (und nicht elastischer!) Molekular- 
krafte eine wesentliche Rolle spielt, fiir bedeutend einfacher und 
plausibler als die Aussage, es kinne e/mec sowohl kleinere als 
grissere Werte wie 1,88.107 annehmen, jedoch tiber das Doppelte 
dieses Betrages nicht hinausgehen, und glaube hierin eine nicht 
unwesentliche Stiitze der gemachten Grundhypothese erblicken 
zu diirfen. 

Es kann aber auch w! = w/2 gesetzt werden; dann erscheint ein 
tnverses Quadruplett, in welche die (s )-Komponenten zivischen 
den (p)-Komponenten liegen. 

Ist endlich w'/= w/n bedeutend kleiner als w, so ergibt sich das 
inverse Triplet’, welches, wie das inverse Quadruplett, von Bec- 
querel und Deslandres (‘) im Spektrum von Fe zuerst beobachtet 
wurde: die seitlichen Komponenten sind (7), die zentralen (s). 

Dem Ansatz 


smn3J=a-+bsinw(t—t), 7 || a VON at 


entspricht die Zerlegung in drei (7 )-Komponenten v9, vo = w ; die 
(s)-Komponenten, deren Intensititen je nach den Werten von a 


und 6 sehr verschieden sein kénnen, sind 


uy 
Hee Cie Tae (O) a= OF pe DIM Ss Wis 


ae PUAN Li ite ets Sepia eS 
Sind a, b von der Grosse 2 etwa, und ist w’= w, so erhalt man ein 


(1) P. Weiss und A. Cotton, Journ, de Phys., Juni 1907. 

(7) A. Sterrennemer, Jrnaug.-Diss., Tiibingen, 1907. 

(*) A.-A. Ross, /naug.-Diss., Gottingen, 1904. 

(*) H. BecQuEnel et H. DesLANDRES, Comptes rendus, t. CXXVII, 1898, p. £8. 
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Triplett, wie es Runge und Paschen in der ersten Nebenserie 
von Mg, Ca, Sr, Hg (hier ?, = 2967, 37; 2534, 89) beobachtet haben, 
in welchem drei (p)-Komponenten, und, mit den zwei ausseren 
koinzidierend, zwei (s)-Komponenten erscheinen. 

Diese Beispiele, die sich leicht vermehren liessen, mogen ge- 
niigen, um zu zeigen, dass die Theorie in der Tat eine grosse An- 
zahl charakterislischer, anomaler Zeemanetlekte quanutatiy richtig 
darstellt. Zu den bisherigen Betrachtungen. kommt aber noch ein 
neues Moment hinzu. Verandert man bei gleich bleibender Be- 
wegung des Molekiils und somit gleichem w die Stellung von Hy 
im Molekiil, so bleibt das Schema der Linien y= mw usw. un- 
verandert, die Intensitaten aber andern sich. Beschreiben wir die 
Bewegung des Molekiils mittels der drei Eulerschen Winkel (') ¢, 
S, 4, wobei die erste Lage von Hy als z-Achse des bewegten Ko- 
ordinatensystems gelte, so dass 3, 4 mit den bisher so bezeichneten 
Winkeln zusammenfallen. Seien So, ¢, die in bezug auf dies be- 
wegte System unyeranderliche Polarkoordinaten der neuen Rich- 
tung von Hy (7), und endlich 3S’, YW die Winkel von H,’ mit dem 
festen System, die den friiheren S, 4 entsprechen, und die nun- 
mehr statt 3, Yin die Formeln (11) einzutragen sind. Dann ist 


ie Sa igs 
OH = Siny sin Dy cos(o — Oy) + cosa SOSIie 


c 5 A : 
sin! = Singil— sinJo cos v sin(o — 9) 
— sind, cosa sin cos(¢ — op) + cosS sind sind |, 


, Aeten, 5! : 
cost’ = an’ [sin Jo sind sin(~ — op) 


Ba Ges eS if i BS OSs ' 
— sinJy cosJ cosy cos(9 — gy) + cosJy sind cosy |. 


Mithin ist S’ von w’ unabhangig, und sin u, cos uy sind wie sin ub, 
cost lineare Funktionen yon cos w! é, sin w! ¢, womit unsere Be- 
hauptung bewiesen ist. 

Falls nun dem Atom, wie einem Kristall, unter Umstanden ge- 
wisse Symmetrien zukommen, so werden sich die Klementarmag- 


nete beiverschiedenen Molekiilen an verschiedenen Stellen ansetzen 


(') Vgl. z. B. KF. Kirin und A, Sommerretp, Theorie des Kreisels, t, 1, Leipzig, 
1897, P. 17. 

(*) So dass sinS sing, sin cose, cosS die Richtungskosinusse yon H/, in bezug 
auf die bewegten Achsen sind. 
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kénnen. Rotieren etwa alle Molekiile um ihre grisste Haupt- 
trigheitsachse, so dass dd/dt, S konstant sind, so entsprechen 
den verschiedenen Ansatzstellen zwar dasselbe w’, aber im all- 
gemeinen verschiedene S, und die magnetische Zerlegung einer 
Linie der entsprechenden Serie erscheint als die Superposition 
dieser Einzelzerlegungen. 

Wichug ist, dass, von einzelnen Fiillen, wie z. B. das Triplett, 
abgesehen, im allgemeinen sich eine theoretisch unendliche Anzahl 
von Komponenten ergibt, deren Intensitaten aber mehr oder weni- 
ger rapid abnehmen, so dass eine verhaltnismassig einfache Zer- 
legung sich ergibt. Die Beobachtung bestatigt in der Tat in vielen 
Fallen, dass bei komplexen Zerlegungen einzelne Komponenten, 
besonders die aussersten, schwach sind ('), so dass man den Eindruck 
erhalt, dass die Linie sehr wohl in ein ganzes Spektrum zerlegt 
sein kiénnte, von welchem nur die eine gewisse Minimalintensitat 
besitzenden Linien wahrgenommen werden. Dies ist wohl ins- 
besondere auch der Fall bei der von Lohmann (/oc. ect.) gefundenen 
Zerlegung ip 15 Komponenten, von denen je fiinf aquidistant sind, 
und deren Erklarung auf Grund der Theorie der komplexen Elek- 
tronen, wenn sie tiberhaupt méglich, ein sehr kompliziertes Bild 
erfordern miisste. In der hier yorgetragenen Theorie entspricht 
sie elmer etwas langsameren Konvergenz der Fourier-Reihen, 
wobei aber doch die Ordnungszahlen m = 0, m=1, m= 2 allein 
in Betracht kommen, und w'= 6w ist (angenidhert). Langere Kx- 
position kinnte daher wohl in vielen Fallen neue, schwache Linien 
zum Vorschein bringen. Bei weniger scharfen Linien wiirde 
— was vielfach beobachtet wird — eine mehr oder weniger diffuse, 
nach den Randern hin abschatuerte Erscheinung sich zeigen, deren 
Auflésung nicht mehr gelingt. 

Die Beurteilung der Intensitaten ist sehr unsicher und wird noch 
dadurch erschwert, dass, wie Hr. Zeeman (*) neuerdings gezeigt 
hat, das Reflexionsvermégen der Gitter fiir verschieden polarisier- 
tes Licht sehr verschieden sein kann. Die Anwesenheit yon Tra- 


(*) Bei komplizierten Trennungen beobachtete Hr. Lohmann (oc. cit.), wie er 
selbst angibt, immer einige sehr schwache Linien. Vgl. die photogr. Reproduk- 
tionen bei Lohmann, insbesondere Fig. 3 und 4 (Nonett und Sextett), und bei 
Runge und PascHEen, Abh. d. Berliner Akad., 1902. 

(2) P. Zeeman, Versl. Amsterdam, Dez. 1907. 
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banten kann eine bedeutende Unsicherheit auch der Wellenzahlen, 
und selbst eine scheinbare Disymmetrie im Felde hervorrufen, 
besonders wegen des Umstandes, dass ihre relative Intensitat im 
Feld sich oft sehr verandert ('), so dass einige Linien ganz ver- 
schwinden, wihrend dafiir Linien erscheinen (7), die vorher nicht 
wahrnehmbar waren. 

Ich muss es daher dahingestellt sein lassen, ob die entwickelte 
Theorie in jeder Hinsicht zur Darstellung der Beobachtungen sich 
eignet. Doch zeigen die vorangehenden Entwickelungen, wie ich 
glaube, dass die Annahme, es set ein Molekularfeld HW) — von 
starren Bedingungen — abgesehen die einzige treibende Kraft, 
welche auf die die Serienspektren erzeugenden schwingenden 
Teilchen wirkt, tn wesentlich héherem Masse als die Lorents- 
sche Hypothese der Ionen geeignet ist die Erscheitnungen des 
Zeemane ffektes in threr grossen Mannigfaltighett und thren 
charaktertstischen Merkmalen darzustellen, wobet von Wich- 
tigkett ist, dass ste sich auch bei der Erkldrung der Serien- 
gesetse bewdhrt — ein Problem, welches von der Lorentzschen 
Theorie ganz unberiihrt geblieben ist. 

Damit ware zunachst die Frage nach der Ursache der anormalen 
Zeemanetlekte auf die einfachere reduziert, die angenommenen 
periodischen Bewegungen des Molekils im Felde zu erklaren. 
Mierbei spielen aber eine wesentliche Rolle die ganz unbekannten 
Faktoren: Struktur des Atoms, Verteilung seiner Ladung, innere 
Bewegungen (wie z. B. die die molekularen Magnetlelder erzeu- 
genden sehr grossen Drehgeschwindigkeiten elektrischer La- 
dungen), endlich elektromagnetische Tragheitsreaktionen. Viel- 
leicht hat man also eher aus dem Zeemanellekt auf diese Faktoren 
zu schliessen. Von der Liésung der Aufgabe, jeder einzelnen Serie 
ihren bestimmten Zeemanellekt zuzuerteilen, muss die Theorie im 
gegenwartigen Stand unserer Kenntnis der Atome wohl absehen. 
Doch ist es wichtig wenigstens zu zeigen, dass prinzipielle Schwie- 
rigkeiten den gemachten Annahmen tiber die Molekularbewegung 


im magnetischen Feld nicht entgegenstehen. 


(") Vgl. insbesondere W Hartmann, Jnaug.-Diss., Halle, 1907. 
(7) Hierher gehort vermutlich die von Runge und Paschen (loc. cit.) bei der 
Linie Hg 2536,72 erwéhnte Erscheinung, 
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Es ist zunachst zu beachten, dass die Molekularstisse in der 
Lichtquelle, in Abwesenheit eines magnetischen Feldes, keine mit 
den hier in Betracht kommenden vergleichbare Rotationsgeschwin- 
digkeit hervorbringen, worauf Lord Rayleigh hingewiesen hat; 
es wiirden sonst die Linien simtlich diflus, da innerhalb gewisser 
Grenzen alle Rotationsgeschwindigkeiten moglich sein miissten. 
Hinfallig wird der Schluss nur, wenn man, wie dies in der Lo- 
rentzschen Elementartheorie des Zeemanetlektes angenommen 
wird, fiir die auf ein schwingendes Teilchen wirkenden Krafte 
vollstandige Kugelsymmetrie annimmt, und zwar fiir vl/e emit- 
uerten Linien; eine Annahme, die recht unwahrscheinlich ist. 
Die besondere Scharfe der Quecksilberlinien (zu denen jetzt noch 
Neon- und Heliumlinien zuzufiigen sind) wird darauf zuriickge- 
fiihrt, dass bei einatomigen Gasen nach der kinetischen Theorie 
keine Rotationsenergie bestehen soll. 

Ferner erfordert die von Runge und Paschen wenigstens sehr 
angenihert konstatierte Unveranderlichkeit der Zerlegung inner- 
halb einer Serie, dass die Hinzufiigung neuer Elementarmagnete 
ohne merklichen Einfluss auf die Bewegung des Molekiils bleibe. 
Man wird also wohl die magnetische Polarisation des Molekiils von 
der Betrachtung ausschliessen kinnen. 

Tragt das Molekiil elektrische Ladungen — wobei seine Gesamt- 
ladung, und daher sein Dopplereflekt in den Kanalstrahlen, null 
sein kinnen — so wird das Magnetfeld die Bewegung beeinflussen. 
Allein, da die magnetische Kraft bekanntlich bei reibungslos be- 
wegten Ladungen keine Arbeit leistet, bleibt die Energie der Ro- 
tation des Molekils um seinen Schwerpunkt im grossen ganzen 
dieselbe wie vorher, und es kann keine Zerlegung der Linien er- 
folgen. 

Diesem Einwand kann man durch folgende Ueberlegung be- 
vegnen. Inallen fiir Spektraluntersuchungen dieser Art benutzten 
Lichtquellen bewegte sich eine grosse Anzahl freier Elektronen, 
welche im Magnetfeld Schraubenlinien mt einer und derselben 
Drehgeschwindigkeit w = eH/me durchlautfen. Dass diese Ver- 
inderung ihrer Bewegung auf die Intensitat der Linien von Einfluss 
ist, wurde oben bemerkt; es liegt die Annahme nahe genug, dass 
sie den Molekiilen nun wesentlich grissere Rotationsgeschwindig- 


keiten beizubringen vermégen, als wenn sie sich in geradlinigen 
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Bahnen bewegen. Da der « Stoss » eines Elektrons auf ein Molekiil 
ein recht schwieriger Begriff ist, wird man wohl besser von elek— 
tromagnetischen Impulsen bei grosser Annaherung, ohne Be- 
riihrung, reden; dann ist fiir die Energietibertragung von den 
freien Elektronen auf die Molekiile die Ladung derselben und die 
Verteilung dieser Ladung massgebend. Bei Bandenspektren scheint 
nach den bisherigen Untersuchungen keine Ladung vorhanden zu 
sein; daraus erklart sich, dass kein Zeemaneffekt der betrachteten 
Art bei ibnen eintritt. 

Betrachten wir zunichst das Molekiil als einen starren Korper, 
mit welchem die Elementarmagnete starr verbunden sind. Die 
Bewegung dieses Kirpers im magnetischen Felde geht nicht krafte- 
frei vor sich. Doch erscheinen die Drehmomente, die das Feld 
auf ihn ausiibt(‘), mit einem Faktor von der Form EH /AC multi- 
pliziert, wo A ein Tragheitsmoment in bezug auf den Schwerpunkt 
ist, und E eine ebenso mit den elektrischen Ladungen an Stelle 
triger Massen gebildete Grisse bedeutet. Bei homogener Ladung 
ergibt sich also die Gréssenordnung eH/ Me (e gleich Ladung des 


Atoms, M seine Masse). Daabere/Mc héchstens—, des Kathoden- 


1uv0 
strahlwertes betragt, so sind die durch diese Drehmomente hervor- 
gerufenen Oszillationen viel langsamer als die zur Erklarung des 
Zeemaneffektes herangezogenen (*). Betrachten wir also zunachst 
die Bewegung als kraftefrei; es ist bekannt, dass die Integration, 
in diesem Falle wie auch beim schweren Kreisel, beim Pendel usw., 
auf eine Darstellung der Eulerschen Winkel durch elliptische 
Funktionen fiihrt. Die Fourierschen Entwickelungen der Funk- 
tionen srxz, cnx, dnx sind von Jacobi (*) gegeben und konver- 
gieren in den meisten Fallen so rasch, dass nur die beiden ersten 
Glheder in Betracht kommen. Die Bewegung hat also den voraus- 
gesetzten Charakter; im allgemeinen ist sie allerdings nicht perio- 
disch, sondern es sind w, w/ beliebig und hingen von den Inte- 


grationskonstanten ab. Dies ist im allgemeinen bei ahnlichen 


(1) Dieselben sind, unter der speziellen Voraussetzung homogener Ladung, von 
W. Voigt gegeben (Ann. d. Phys., t. IX, 1y02, p. 115). 

(*) Zwingend ist der Schluss allerdings nicht, da fir das Zustandekommen 
einer Wirkung geniigen wiirde, dass ein Triigheitsmoment bedeutend kleiner als 
die andern sei, oder dass die Elementarmagnete im Atom beweglich seien. 

(*) G.-C.-J. Jacont, Fundamenta nova, § 39, Formeln (x9) 5, (Cory G25 )e 
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Problemen der Fall, und es wiirde hierin ein wichtiger Einwand 
hegen, wenn man diese Konstanten wirklich als willkiirlich be- 
trachten kénnte. Dies ist jedoch nicht der Fall. Denn da die Be- 
wegung durch die Rotation der Elektronen um Achse H_ hervor- 
gebracht wird, und andere Elektronenbewegungen keine merklichen 
Drehgeschwindigkeiten horvorzubringen imstande sind, wird die 
bei freier Bewegung im Raum unveranderliche Richtung des 
Flachenvektors parallel H liegen miissen, und die ebenfalls un- 
veranderliche Komponente der Instantanrotation in Richtung des 
Flachenvektors gleich der Elektronenrotation w = eH/me zu setzen 
sein. Es bleibt dann nur noch die Grésse der Rotationsenergie des 
Molekiils willkiirlich. Unter Beriicksichtigung der schon ange- 
gebenen Bedingungen diirfte dieselbe sehr wahrscheinlich einem 
Maximum- oder Minimumwert zustreben — schon aus Stabilitats- 
griinden — d. h. eine der Haupttrigheitsachsen wird bestrebt sein, 
sich in die Richtung yon H zu legen, so dass schliesslich eine 
gleichformige Rotation um diese Achse bei der grossen Mehrzahl 
der Molekiile resultert. Der Winkel von H, gegen diese Achse, 
und somit gegen H, hat dabei einen durch die Molekularstruktur 
bestimmten, unyeriinderlichen Wert Sy; besitzt das Molekiil Sym- 
metrien, so sind mehrere Werte von Jy méglich. Auch db /de hat 
nach Voraussetzung den unverinderlichen Wert w! =eH/me. 
Wir haben diesen Fall oben behandelt; es entspricht thm insbeson- 
dere, fiir 5= go", das Triplett Zn 4680 und die Homologen bei 
Hg, Cd, usw. 

Doch ist diese Bewegung ein viel zu spezieller Fall des allge- 
meinen Ansatzes, um zur Beschreibung der Erscheinungen aus- 
zureichen. Sre sollte uns nur als Beispiel dienen zur Festlegung 
scheinbar willkirlicher Integrationskonstanten, die in w, w! ein- 
gehen kinnen. 

Wie nun die von der Theorie geforderten Bewegungen des 
Molekiils oder, besser gesagt, der vielleichtim Molekiil beweglichen 
Achse H, zustande kommen, und warum sie bei verschiedenen 
chemisch verwandten Molekiilen dieselben sind, wie aus den Unter- 
suchungen von Runge und Paschen iiber die Zerlegung einander 
entsprechenden Linien im magnetischen Feld hervorgeht, muss 
ich dahingestellt lassen. Dass periodische Bewegungen ausge- 
zeichnet seien, bzw. dass die ihnen entsprechenden Anfangs- 
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bedingungen besonders haufig vorkommen, wie wir angenommen 
- haben, wird man wohl als plausibel betrachten kénnen, da hierbei 
jeder Punkt eine. geschlossene Bahn durchlauft, im Gegensatz zu 
alleemeinen Bewegungen, wo w’, w zueinander inkommensurabel 
sind, 

In dieser Darstellung bildet also der Zeemaneffekt fiir die Rota- 
tionsbewegung des Molekiils, wie das Ohr fiir die Luftschwingungen, 
gewissermassen einen harmonischen Analysator. 


Titbingen, Januar 1908. 


WME, 


UBER DIE SPEKTREN DER ALKALIEN, 


BEMERKUNGEN ZU DER ARBEIT DES HERRN C. RUNGE ('). 


Phystkalische Zettschrift, 9. Jahrgang, No. 8, Seite 244-245. 


Durch die photo-phosphorographische Methode hat Herr A. 
Bergmann kiirzlich (7) neue, im Rot und Ultrarot verlaufenden 
Serien von K, Rb, Cs entdeckt. Herr Runge hat hieran die Be- 
merkung gekniipft, es standen die neuen Serien zur ersten Neben- 
serie in derselben Beziehung wie die Hauptserie zur zweiten 
Nebenserie, woraus sich der Nachweis einer zur ersten Nebenserie 
gehbrigen Hauptserie ergiabe. Die numerischen Beziehungen, auf 
die Herr Runge diesen Schluss griindet, sind zwar nur roh an- 
genahert, doch konnte der Fehler miglicherweise an der bei der 
geringen Genauigkeit der Messungen sehr bedeutenden Unsicher- 
heit der Extrapolation Jiegen. Als Kriterium fiir die Richtugkeit 
seiner Annahme hebt Herr Runge mit Recht hervor, dass die 
Differenzen der Schwingungszahlen der Paare der neuen Serien, 
die nur bei Cs und auch da yon Herrn Bergmann nur quantutativ 
sehr unsicher beobachtet wurden, nicht konstant sein sollten (wie 
es Hers Bergmann angibt), sondern mit wachsender Ordnungs- 
zahl, wie bei der Hauptserie, enger zusammenrtcken miissten. 

Nun sind aber schon frither von Saunders (*) dieselben Cs- 
Linien (nebst weiteren Gliedern der Serie), soweit ihre Wellen- 
lange kleiner als Qooo ist, photographisch mit dem Konkavgitter 


()ePhysikals Zeitschra t= Xp too, p. 1. 
(?) A. BercmMann, 7naug.-Diss., lena, 1907. 
(*) P. SaunpErs, Astrophys. Journal.. |. XX, 1g04, p. 188. 
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beobachtet und gemessen worden, wobei eine wesentlich héhere 
Genauigkeit erzielt wurde. Saunders bemerkte auch ibren 
Seriencharakter, bildete aber irrtiimlicherweise aus ihnen zwei 
Serien, die nun durch die bekannten Formeln sich nicht darstellen 
liessen. Die Diflerenzen der Schwingungszahlen (diese fiinfstellig 
veschrieben) sind : 96; 98,9; 97.9; 98,4; 97,73 80 (sehr unsicher), 
wozu noch nach A. Bergmann das erste Glied mit 97,5 kommt. 
Damit ist, in bester Ubereinstimmung mit A. Bergmann die 
Konstanz der Differenzen der Schwingungszahlen erwiesen; die 
neue Serie hat den Charakter einer Vebenserie, womit die von 
Herrn Runge gemachte Annahme hinfallig wird. 

Durch die Auffindung von Satelliten der ersten Nebenserie war 
Saunders in der Lage nachzuweisen, dass auch bei Cs das Gesetz 
der konstanten Differenzen streng giiltig ist. Fiir die schon be- 
kannten Serien ist die Differenz 554; fiir die neue 97,5. Man wird 
daher eher geneigt sein, die neue Nebenserie als eine Analogie 
zu den Nebenserien engerer Tripletts bzw. Paare von O, S, Se, 
vielleicht auch zu den einfachen Linien von He zu betrachten. 
Allein auch diese Hypothese ist hinfallig. Berechnet man namlich 
bei Cs das Linienpaar n = 3, so ergibt sich } =2,19u und 2,242 
nach Bergmann, wobei die letzte Stelle unsicher ist. Nun hat 
W. J. H. Moll (') die infraroten Spektren der Alkalien bis 4u 
untersucht ; bei Cs fand er die Linien 1,0028u und 1,01274 von 
Bergmann (die er allerdings nicht trennen konnte) mit der In- 
tensitaét go, ebenso das folgende Paar bei 0,80 (Intensitaét 40). 
Das Paar n = 3 sollte also eine gréssere Intensitat besitzen. Aber 
Herr Moll findet in dieser Spektralgegend nur zwei schwache 
Linien 2,084 (Intensitét 5) und 2,414 (Intensitat 5). Wenn auch 
aus der numerischen Abweichung keine sicheren negativen Schliisse 
zu ziehen sind, so ist das Fehlen ( > intensiver Linien von 1,4u bis 
4. ei hinreichender Beweis dafiir, dass die Linien m = 3 fehlen, 
oder wenigstens sehr schwach sind. 


Nun ist die erste Nebenserie von Wasserstof! die Balmersche 


(*) W. J. H. Mott, Proc. Amst. dcad. Wetensch., 26 Jan. 1907 (aus dre 
Inaug.-Dissert.). 

(*) Die Linien 3,51 (Intensitat 30) und 3,00 (Intensitat 50) bilden das 
Paar n = 3 der ersten Nebenserie. 
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Serie 


in welcher der Wert m= 2 singular wird (4 =<). Es hat sich 
merkwiirdigerweise bei He('), Zn, Gd, He (2), T1(*), wo Beobach- 
tungen vorliegen, gezeigt, dass die entsprechende Linie m= 2, 
fiir welche man eine bedeutende Intensitit erwarten sollte, sicher 
fehtt. Gleiches gilt fiir Na nach den Beobachtungen yon Moll. 
Hier sollte A=3,240u sein; fiir m=3 (= 0,820) findet Moll 
die Intensitat »40, wahrend bei 3,24 4 (m= >») iiberhaupt keine 
Linie liegt und in der Nahe sich nur schwache Linien finden. 
Existiert aber die Linie n = 2 nicht, so kann auch die zugehirige 
Hauptserie, deren erstes Glied sie ist, nicht wohl existieren (‘). 

Man wird also vermuten, dass es sich bei den von Herrn Berg- 
mann gefundenen Serien um erste Nebenserien handle, die, dem 
Rydbergschen Schema entsprechend, der hypothetischen Was- 
serstoflserie 


I ne i I 
=~ =109675,0( — — 
A CE ME NANEY: me 


analog waren. Damit wiirde das Fehlen der Linien fiir m =3 sich 
eimigermassen erklaéren, und ferner der befremdliche Umstand, 
dass die neuen Serien mit wachsendem Atomgewicht statt, wie 
gewohnlich, nach grésseren 4, nach kleineren riicken. Die Grenzen 
1 


; fiinfstellig 


der Serien sind in der Tat nach Bergmann, wenn 


geschrieben wird, 


bei K : 13482, bei Rb: 14344, bei Cs : 16888 und 16792, 


und nach den Rydbergschen Anschauungen waren die Serien in 


') C. Runge und F, Pascuen, Astrophys. Journ., Januar 1896. 


Cyc. 

(*) H. Hermann, Jnaug.-Diss., Tiibingen, 1904. 

(*) Vel. Magnetische Atomfelder und Serienspektren; OEuvres, VII, p. 98. 
(4) Zwar haben Runge und Paschen insbesondere bei Cu, Ag Linienpaare 

gefunden, deren magnetische Zerlegung und Abstand die fiir diese neue Hauptserie 

zu fordernden sind. Allein es war mir nicht méglich, auch nur einen roh ange- 

naherten, zahlenmissigen Anschluss an die erste Nebenserie zu finden, wie er 

zwischen der zweiten Nebenserie und der Hauptserie besteht. 
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der Form zu schreiben: 


Soa 1 1 
Bee la |) 
RI G5 | eee : 

ee Caos (3 — 0,2349)? (m — 0,0145)? j 


: I 1 
Css: ————— —— ———— 
s 109675 | eaa ae: 


wo a=0,4516 und 0,4443 ist. 

Man erkennt, dass sowohl in den ersten, als in den zweiten 
Klammern die Zahlen 0,1478, 0,0081 usw., welche die Abweichung 
vom Wasserstoffspektrum bedingen, mit wachsendem Atomgewicht 
dem absoluten Werte nach zunehmen, wie es bei den tbrigen 
Serien der Alkalien der Fall ist. 

Zwischen den Konstanten der neuen Serien und denen der friher 
bekannten konnte ich keine Beziehungen finden. Die von Herrn 
Runge aufgestellten, angenadherten Relationen sind bedeutungs- 
los, da sie, wie oben gezeigt, mit den genauen numerischen Werten 
der Schwingungsdiflerenzen nicht vereinbar sind. 


Ziirich, Marz 1908. 


LX 
UBER EIN NEUES GESETZ DER SERIENSPEKTREN. 


(VORLAUFIGE MITTEILUNG.) 


Physikalische Zeitschrift, 9. Jahrgang, No. 16, Seite 521-529. 


Im folgenden soll gezeigt werden, dass man aus bekannten 
Spektralserien eines Elements neue Serien ableiten kann, durch 
welche insbesondere fast samtliche neuerdings von Lenard, 
Konen und Hagenbach, Saunders, Moll, Bergmann u. a. in den 
Alkalien entdeckten Serien und Linien genau dargestellt werden — 
ohne Hinzuziehung irgend einer neuen Konstanten. Auch auf 
andere Spektren, insbesondere He und die Erdalkalien, findet das 
neue Kombinationsprinzip Anwendung. Es ergeben sich nahere 
Beziehungen zum Atomgewicht, als bisher bekannt war, und die 
Gesamtheit dieser neuen Relationen erleichtert die Auffindung 
der Serien bei Elementen, wo sie noch nicht bekannt sind. 

Die von mir (') aufgestellte Serienformel lautet in ihrer zweck- 


missigsten Form : 


N 
yh es Ne a a ee 
a : eee [m+a+ 3(A ~y) fe? 


N =109 679,0 


wo y die auf Vakuum bezogene reziproke Wellenlange ist, fiinf- 
stellig geschrieben; N eine universelle Konstante, ™m die Ordnungs- 
zahl (?) der Linie, A die Grenze der Serie, #, 8 Konstanten. Fiir 
kleine m kann y negativ werden; dies muss natiirlich beim Ghed 


A 


(") W. Ritz, Ann. d. Physik, t. XII, 1903, p. 264. Inaug.-Diss. Auszug ; 
Ofuoeres, |, p. t. 

(2) Diese Zahl habe ich noch naher durch die Festsetzung 
Eine Anderung der Numerierung kénnte sonst durch eine entsprechende Ande- 


rung von « immer kompensiert werden. 


“|< 0,5 definiert. 
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6(A — y) beriicksichtigt werden. Dies lasst sich auch schreiben 


A N , 
ih ei BN 2apN 2 
(mat — a) 
m? m 
Die Konstanten 2, 8 charakterisieren den Verlauf der Serie ; sie 
sind fiir zwei Serien von Paaren mit konstanten Differenzen A 
identisch ('), da man beim Ubergang von der ersten zur zweiten v 
mit y+ A, A mit A-+ A zu vertauschen hat, so dass A aus der For- 


mel herausfallt. Wir setzen abkiirzend 


5 C) Woe N 
(a) ae BN 248N roe 
eet ae dire 
m? me ) 


Die Konstanten «, 8 mégen fiir die Paare der ersten Nebenserie 
(diffuse Serie, nach Rydbergs Bezeichnung) die Werte d, 6 
haben; fiir die der zweiten Nebenserie (scharfe Serie) die 
Werte s,o; fiir die der Hauptserie (Prinzipalserie) die Werte 
PiyTr, DEZ. Ps, Ta, (Pi > Ps)- Hs ist (/oc. cit.) 52201) mj — zy sehr 
angenahert. Besitzt die erste Nebenserie einen Satelliten, welcher 
mit der einen Hauptlinie konstante Differenzen aufweist, so kommt 
der zweiten Hauptlinie (mit grésserem )) ein enderes Wertsystem 
d', 6' zu, wobei wieder angenabert 6 = 4’ ist. 

Das System von Hauptserie, erster und zweiter Nebenserie lasst 
sich nun (loc. evt., 5.291) durch das Gleichungssystem (5) darstellen. 


Hauptserie : 

Poy (Gi G5) (os yaigman) WEES (i) hy 

ee (1,5, 5,5) —(m, ps, m) grdsseres i. 
2. Nebenserie : 

(5) ae \ (2) Piet) — (7, s,o))  “enosseres A) *(7j==1,5, 9,5 0-5s ees) 
| {(2, po, %2)—(m,s,o)  kleineres i. 
1. Nebenserie : 
(2, P1,™1)—(m,d,6) Hauptlinie, grosseres i, 
“Ev =< (2, Po, ™)—(m,d,6)  Satellit CS Shy Wy 2 s)h 


(2, Px, Z2) —(m,d', 6’) Hauptlinie, kleineres }. 


(') Dic entgegengesetzte Behauptung von H. Hermann ( Diss. Tubingen, 1904, 
S. 27) entbehrt jeden Grundes. 
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Der konstante Abstand der Doubletts ist (2, ps, 2) — (2, pi, ™%)- 

Auf Grund des vorliegenden Beobachtungsmaterials lasst sich 
nun zeigen : 

1. Ersetzt man in der Gleichung der Hauptserien 1,5 durch die 
grosseren Zahlen 2,5, 3,5, ..., ferner in denjenigen der Neben- 
serien 2 durch die grdsseren Zahlen 3, 4,5, ..., so ergeben sich 
neue Linien, die in vielen Fallen beobachtet sind, so dass man 
obige Gleichungen mit zwei unbestimmten Ordnungszahlen m, n 
schreiben kann, wie schon Rydberg vermutete. 

2. Fiir jedes Symbol (m, 2, 8) besteht eine kleinste Zahl m 
(namlich 3 fiir die erste Nebenserie, 1,5 fiir die zweite bei der von 
mir loc. cit. benutzten Numerierung), welche der Grundlinie 
entspricht; gibt man m noch kleinere Werte, so sollte man eine 
noch kraftigere Linie erwarten; in Wirklichkeit wird diese Linie 
nicht beobachtet. Fiir die Ordnungszahl n == 2 der ersten Neben- 
serie habe ich schon a. a. O. nachgewiesen, dass sie in keinem 
Spektrum einer wirklichen Linie entspricht, soweit die Beobach- 
tungen reichen ('). 

3. Bildet man aus diesen Symbolen die neue Kombination 


v= ( Tes 5, v) a (os d, 6), 
so erhalt man eine (wenig intensive) Linie, die bei He, K, Rb 


beobachtet ist, bei Cs und den Erdalkalien ins Infrarot fallt. 
4. Auch die Kombination 


v= (2, P1, ™)— (mM, Pi, ™), 
Vv = (2, Pa, T2) — (mM, Pa, Te.) 
ist nachweisbar. 
5. Bildet man ferner 


(3, d, 6) —(m, pi— Pa, Ti — T2) (iO Nin Ws Geis) 


so ergeben sich die yon Bergmann (?) gefundenen ultraroten 


(1) W. Ritz, Qfupres, VII, p. 98; VILI, p. 137. 

(2) A. Beromann, Beitrage sur Kenntnis der ultraroéen Emissionsspektren 
der Alkalien (Inaug.-Diss., Jena, 1907). Die Differenz der Grenzen dieser Serie 
gegen die der ersten Nebenserie ist nach dieser Formel gleich der Grundlinie der 
ersten Nebenserie, wie Herr Runge (diese Zeitschr., t. IX, 1908, p. 1) gefunden 
hat. Dass es sich nicht um eine zur ersten Nebenserie gehérige Hauptserie 
handelt, wie Herr Runge zuerst vermutete, habe ich schon hervorgehoben ( diese 
Zeitschr., t. IX, 1908, p. 245). 
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Serien von K, Rb, Cs und die entsprechenden von Lisa; He, 
die unbekannt waren. Bei Rb, Cs besitzt die erste Nebenserie 
einen Satelliten, und man hat dementsprechend noch eine zweite 
Serie 

v = (3, d’, 8’) — (m, pi— po, T1— 7s), 


die in der Nahe der ersten verlauft und gegen diese konstante 
Differenzen aufweist, was von Bergmann und Saunders in der Tat 
bei Cs beobachtet ist, wahrend bei Rb die Linien nicht getrennt 
werden konnten. Fiir das Symbol (m, p, — p2, 7 — 72) ist m= 4 
die Fundamentzahl ; x, — x, angenahert gleich Null. 

6. Es existieren endlich die Kombinationen 


v= (2, Pi; Ti) — (7, Ps — P2, T1 — M2) 
und 

7. v= (4, Pi— Po, Ti — 72) — (M, py — Pz, T —7%.)- Bei allen 
Kombinationen kann man zweifellos die Ordnungszahlen beider 
Gheder erhéhen; die entsprechenden Linien sind aber meist 
zu schwach, um wahrgenommen zu werden. 

Bei den Erdalkalien fehlen ausgedehnte Untersuchungen iiber 
das infrarote Gebiet, wie sie bei den Alkalien vorliegen, und die 
Hauptsericn sind nicht beobachtet, so dass eime Priifung des 
Kombinationsprinzips in dem bisher besprochenen Sinn zunachst 
noch unterbleiben muss. Dass es aber auch hier giltig bleibt, 
zeigen folgende Umstande : 

Bei Triplettserien mit zwei Satelliten in der 1. Nebenserie hat 
man noch die neuen Symbole (m, ps, 73), (m, d’, 6"), wobei 
Pi > pP2> ps ist, einzufihren. Da xz, — 7, 6—cé’ bei den Alkalien 


angenahert Null sind. erhalt man p,—p., p.—ps3, angenahert 

aus den Grenzen der Nebenserien, wenn man diese in der Form 
N : ; ; ; e 

w §=',2) 3 schreibt, und p,— py=K,—K,, usw. setzt 
i 


(wobei m, = 7, = 7; = 0 angenommen wird). Es ist Pi —Pp2 etwa 
doppelt so gross wie p:s—ps3, und die beiden Schwingungs- 
zahldiflerenzen, die Rydberg mit y,, v, bezeichnet, lassen sich 
schreiben 

Vi = (2, Po, T.) — (2, Pi, ™ ), 


Vo = (2, Ps, T3) —(2, Po, Te). 


Bekanntlich schwankt der Quotient von y, durch das Quadrat des 
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Atomgewiehts » innerhalb einer Gruppe chemisch verwandter 
Elemente nicht sehr; dagegen schwankt er von Gruppe zu Gruppe 
betrachtlich, von 31,6 bei Cs bis 187,0 bei Tl. Da y, einen kom- 
plizierten Ausdruck hat, ist dies zu erwarten; wir fiihren besser 
die Grésse oie an Stelle von ein; thre Schwankung ist viel 


9 


geringer. 


‘ Na K Rb Cs Cu Ag 
v4 10 ‘ 
a (CD) aitin. soak 32,3 STA 3000 Siete 61,8 79,0 
ee 0,142 0,189 0,180 0,186 0,186 0,242 
Mg Ca Sr Zn Cd Hg 
Valo - 
2 Co bsaeaare 68,8 66,1 Mons 91,0 93,2 prone 
(P2— P1) 10° e 
2 eae 0,146 0,177 Os Wy Omni? 0,186 0,223 
Al In Tl He 
¥, 10? 
+ ED hageaae 152,8 1D, 187,0 63,8 
2 
2— 10° 
(Ps = . 0,248 0,292 053279 0,204 


Dabei diirfte die noch bestehende Schwankung zum Teil von der 
Unvollkommenheit der Serienformel, vor allem aber von der Ver- 
nachlassigung von z,— 7, herriihren, die bei hohen Atom- 
gewichten sicher einen grésseren Fehler bewirkt. Die Kenntnis 
der Hauptserien wiirde erlauben, dies zu entscheiden. 

Ferner gelang es, bei Ca, Sr, Ba die Gleichung der zweiten 
Nebenserie fiir die starken, ultravioletten Paare der Erdalkalien, 
fiir welche die Differenz der Schwingungszahlen v, etwa doppelt 
so gross wie y, ist, aufzustellen, und aus den Grenzen dieser 
Serien die entsprechende Diflerenz dev konstanten p; zu bilden ; 
die Differenz unterscheidet sich von derjenigen der Triplettserien 
nur um ca. 15 Proz.; bei exakter Berechnung (es war x, — =, = 0 
gesetat, da die Hauptserie ins Gebiet der Schumannschen Strahlen 
fallt und nicht beobachtet ist) wurden wohl beide Gréssen einander 
gleich, was dem Kombinationsprinzip der Konstanten entspricht. 


(') Die Zusammenstellung ist von RypBera, Rapports du Congres, etc., t. II, 
Paris, 1900. > 


Re 10 
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Endlich sind bei Ca, Sr neuerdings Nebenserien engerer Tri- 
pletts gefunden worden, aus deren Grenzen sich wieder Dif- 
ferenzen p',— py, Py— py bilden lassen. Innerhalb derselben 
Genauigkeitsgrenze zeigte sich, dass sie mit den aus den Haupt- 
linien der ersten Nebenserie berechneten Konstanten d—d’, 
d'—d" baw. gleich sind, so dass hier eine neue Kombination 
vorliegt. 

Diese Umstande zeigen, dass man in manchen Fallen mit Vor- 
teil an Stelle der Wellenzahlen die Konstanten der Formeln in 
Betracht zieht. Bei einer definitiven, exakten Formel wirde dies 
in noch erhdhtem Masse der Fall sein. 

In den Erdalkalien sind Doppellinien mit den Abstanden y,, Tri- 
pletts mit den Abstanden »,, v, ausserhalb der Serien noch mehr- 
fach beobachtet. Solche Tripletts sind nach dem Kombinations- 
prinzip in der Tat dann und nur dann zu erwarten, wenn die 
(2, pi, 7) mit irgendeiner Grosse (m, +, 8) verbunden werden; sie 
miissen somit zu Serien gehGren, die an denselben Stellen endigen, 
wie die schon bekannten Nebenserien, enthalten aber offenbar 
nur wenig Glieder, die intensiv genug sind, um beobachtet zu 
werden, und diirften sich sogar haufig auf ihre Fundamentallinie 
beschranken. 

Es ist bekannt, dass bei wachsendem Atomgewicht oder Siede- 
punkt die Serien immer rascher abklingen, so dass nur die den 
niedrigsten Ordnungszahlen entsprechenden Linien beobachtet 
werden. Anderseits nimmt die Zahl der verschiedenen Serien zu; 
neben den Triplettserien zeigt z. B. Mg Serien von Doppellinien 
und von einfachen Linien, und es wachst die Anzahl der Kombi- 
nationen. Man gelangt so schliesslich zu einem Spektrum, in 
welchem eine grosse Anzahl charakteristischer, konstanter Diffe- 
renzen, aber keine Serien wahrnehmbar sind. Es scheint mir sehr 
wahrscheinlich, dass die sog. Spektren sweiter Art, welche diesen 
Charakter aufweisen, Serienspektren mit zahlreichen Kombina- 
tionen und sehr wenig entwickelten Serien sind. 

Die Berechnung einer Grésse (m, a, 6) setzt die Kenntnis der 
Grenze einer Serie yoraus, in deren Formel sie eingeht. Diese 
Grenze lasst sich mit grosser Genauigkeit bestimmen, ausser wenn 
nur wenige unscharfe Linien beobachtet sind; sie ist auch ziemlich 
unabhangig yon der noch vorliegenden Unsicherheit iiber die 
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exakte Form der Seriengleichung. Daher die unten mitgeteilten 
Rechnungsergebnisse nur geringe Unsicherheit involvieren; bei 
den oben sub 1., 3., 4. angefiihrten Fallen hat man sogar aus- 
schliesslich Differenzen oder Summen beobachteter Wellenzahlen 
zu berechnen; hier ist die Sicherheit naturgemiss noch grésser. 
Dagegen lassen sich die in das Symbol (m, p,—p2, ™ — Tt») 
eingehenden Konstanten um 20 Proz. variieren, ohne dass der An- 
schluss an die Beobachtung viel schlechter wiirde. Wegen der 


Kleinheit von p,; —p., 7 —7, ist nimlich der Einfluss dieser 
Konstanten relatiy gering, diese Serien entfernen sich alle nur 
wenig von A — ant besonders bei Li, Na ist dies der Fall, wah- 


rend bei K, Rb, Cs die Beobachtungen zu ungenau sind, um 
einige Sicherheit zu gewinnen. 

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit (') habe ich gezeigt, dass 
man Systeme einfachster Art angeben kann, deren Energie rein 
elektromagnetisch ist, und die die Balmersche Formel, die 
Seriengesetze, anomalen Zeemaneffekte usw. ergeben. Die Schwin- 
gung 

I I 

(6) #y=N(7—=) 

wird durch das magnetische Feld yon m— 92 aneinandergereihten 
Elementarmagneten hervorgebracht, die untereinander idenusch 
sind. Ahnliches gilt bei andern Spektren. Hiheren Ordnungs- 
zahlen entsprechen so gewissermassen héhere magnetische Poly- 
merisationen, die schliesslich instabil werden, so dass die Linien 
mit wachsendem m sich verbreitern und immer schwacher werden. 
Auch stiirmische Bewegungen, wie sie im elektrischen Funken 
stattfinden, sind der Stabilitét ungiinstig, daher die Serien im 
Funken bei kleineren Ordaungszahlen aufhiren als im Bogen. 

Das magnetische Feld im Atom kann bei allen Spektren be- 
trachtet werden als erzeugt durch zwei Pole entgegengesetzten 
Vorzeichens ; jedes der zwei Glieder von (m,«, 8) — (ec) 
stellt je den Einfluss e/nes Poles dar; jeder dieser Pole kann im 
Atom verschiedene Lagen annehmen, die z. B. bei Wasserstoff 


(1) W. Ritz, Magnetische Atomfelder und Serienspektren; OEuvres, VII, 


2 


p. 98. 
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aquidistant auf einer Geraden liegen. Vertauschung dieser Lagen 
untereinander entspricht dem Kombinationsprinzip. Allgemeiner 
kann man wohl die Vermutung aussprechen, dass sich die ein- 
fachen Gesetze auf die Lagen dieser Pole im Atom besiehen. 

Dass fiir die Ordnungszahl ein gewisses Minimum vorgeschrieben 
ist — was bei keinem bekannten Schwingungsvorgang stattfindet, 
besagt in dieser Vorstellungsweise nur, dass die Magnetpole durch 
die Struktur des Atoms in einer gewissen Minimalentfernung von 
dem im Innern des Atoms schwingenden Elektron gehalten werden, 
was recht plausibel ist. 

Ich gehe zur Besprechung der einzelnen Spektren tiber. 


Wasserstoff. 


Nach einer brieflichen Mitteilung yon Herrn F. Paschen hat H 
eine infrarote Linie }= 18751 + 2; sie ist das Umfassungsglied 
der Serie 


3 m? 


v=N(G— ) (m = 4, 5, 6), 


die fiir m= 4 den Wert A= 18751,7 ergibt, womit die Annahme, 
es set die Balmersche Formel (6) mit zwei ganzen Zahlen su 
schreiben, 


wohl als bewitesen zu betrachten ist. 


Lithium. 


Ber Li haben Hagenbach ('), Hagenbach und Konen Gar 
Saunders (*) eine Reihe neuer Linien entdeckt, die eine Serie 
bilden. Im Infrarot hat A. Bergmann (loc. cit.) zwei Linien 
gemessen; endlich verdanke ich Herrn Paschen die eulige 
Mitteilung einiger vorliufiger Messungsergebnisse infraroter Linien 


der Alkalien. 


‘) A. Hagrnpacn, Ann. d. Physik, t. IX, 1902, p. 729. 


(eo) 2 
(*) Physikal Zeitschr., t. 1V, 1903, p. 592, 8or, 
(*) Astrophys. Journ., t. XX, 1904, p, 188. 
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Nach Analogie der tibrigen Alkalien sollte man erwarten, dass 
die Li-Linien aus engen Paaren bestehen. Herr Hagenbach 
(loc. cit.) findet aber die rote Li-Linie (Grundlinie der Haupt- 
serie) einfach, waihrend er, wie auch Saunders, die Linie 4602 
der ersten Nebenserie doppelt findet, wobei allerdings der Abstand 
doppelt so gross ist, als zu erwarten war, Die Linie 6103, deren 
Komponenten noch weiter auseinander liegen sollten, findet 
aber Saunders einfach, wihrend Konen und Hagenbach auch bei 
ihr manchmal eine doppelte Umkehrung wahrnahmen, die sie in 
dem Sinne deuten, dass die Linie doppelt sei. Durch die folgen- 
den Betrachtungen wird man aber zu einer andern Auffassung ge- 
drangt. Nach der oben erwahnten Beziehung zu den Quadraten der 
Atomgewichte sollte », — p. = 0,00005 sein. Uber x, — 7 lasst 
sich, nach Analogie der tibrigen Alkalien nur sagen, dass es von 
ahnlicher Ordnung sei, nicht aber, dass es verschwinde. Nun ist (‘) 


P=-—-0,0491),-T=—-0,0207; setzt man etwa p,;=p, ™ =, 
P2=p+0,00005, m,=7-+0,0002, so kompensieren sich die 
Aenderungen fiir die Grundlinie m= 2 der Hauptserie, die somit, 
ebenso wie die Nebenserien, einfach wird ; wahrend fiir gréssere m 
die Kompensation zwar nur eine teilweise ist, doch sind hier die 
Linien nur um einige Hundertstel A.-E. voneinander entfernt, und 
somit nicht zu trennen. Bei dieser Annahme erklaren sich samt- 
fiche Beobachtungen aufs befriedigendste. 

Denn bildet man zuniachst die Kombination 5, also hier die 
Serie 


Ny ? (GOS Ke By Os 0.018) 


¥ = 12202,6 — 
(m — 0,0000) + 


\ 


0.0002 \# 
m2 


(wobei die Zusatzglieder, bei den Genauigkeitsgrenzen der Be- 
obachtung, belanglos sind), so ergibt sich fiir m= 4, }= 18693,7 
(18694 nach einer ersten, 18698 nach einer zweiten Messung von 
F. Paschen); m= 5, A='12791,5 (Paschen 1278474 10). Wei- 


(1) In meiner Inaug.-Diss. (doc. cit.) sind irrtiimlicherweise fiir die Konstanten 
yon Li die allerdings nur wenig abweichenden Ergebnisse einer vorlaufigen Berech- 
nung mitgeteilt. Die Grenze der Hauptserie ist 43484,7 (statt 43482,8), die der 
Nebenserien 28581,6; s=0,09934; « =— 0,02210. Die Grundlinie der ersten 
Nebenserie ist v =16379,0, somit (3, d, 6) = 28581,6 —16379,0 = 12202,6. 
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tere Glieder sind nicht beobachtet. Es entspricht diese Serie den 
Bergmannschen Serien von K, Rb, Cs. 

Die Formel (2, 71,71) — (mm, Ps — Po; 7 — @2) entspricht einer 
Serie, die parallel der vorigen verlauft, und deren Linien, da d, 6, 
Pi —P2, ™—. bei Li alle sehr klein sind, in unmittelbarster 
Nahe der Linien der ersten Nebenserie legen. Berechnet man fiir 


» sO muss sie, nach 


letztere die Grésse «+ 68(A—y)= V/s 


Analogie der tibrigen Alkalien, negativ sein und dem absoluten 
Wert nach mit m wachsen. Fiir m=3 ergibt sich — 0,00204; 
(iir m= 4 nach der urspriinglichen Messung 4602,37 von Kayser 
und Runge —o,00147, wahrend die neuen Messungen von 
Hagenbach 4603,04 und Saunders 4603,2 ergeben —0,00243 
bzw. —o0,00326. Es ist also die eine Linie 4603 des Paares die 
Linie der ersten Nebenserie. Die zweite Linie entspricht 


(2, P1, 7) ae, (m, Pi— Po, ™ — Te. ), 


1s = (fp \ = 4601,32 [4602,00 Hag., 4601,68.]. 


Fiir m= 3 berechnet man 6097,56, eine Linie die sicher feblt, da 
sie viel zu weit von 6103,77 entfernt ist, um bei der Erklarung der 
oben erwahnten doppelten Umkehr in Frage zu kommen. Es ist 
also in (m, py — Po, ™ — 7) die Ordnungszahl 4 die Fundamental- 
zahl, wie sich noch vielfach bestatigen wird. Bei m= 5 ist eine 
Trennung von der ersten Nebenserie nicht mehr méglich. 

Bilden wir endlich die parallel der Hauptserie verlaufende Serie 


v= (2,P; my) Cn, ps T), 


deren Grenze gleich der der Nebenserien ist, und die man einfach 
durch Bildung der Differenzen der Schwingungszahlen der Haupt- 
serie gegen deren Grundlinie berechnet, so erhalten wir die von 
Konen und Hagenbach gefundene Serie yon Linien: m= 3, 
\ = 6240,0 (6240,8 K. H.; 6240,3 S.), m= 4, }= 4636,05 
(4636,14 H.; 4636,04 H. K.; 4636,3 S.), m==5, }==4146.5 
(4149,1 K. H.; 4148,2 S. sehr diffus), m=6, K=3993,56 
(3624 SH 3021, o65. 

Damit sind alle bis jetzt bekannt gewordenen neuen Li-Linien 
aufgenommen. Herr Paschen findet noch 17563 und 12209, 
Linien die noch unsicher bestimmt sind; sie diirften den Kom- 
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binationen 
(3, R, ™) — (4, a, 8), Mee 10540) 
(3,p,7™) — (5, d, 8), d= 12236 


entsprechen, die wir, ebenso wie alle andern Kombinationen, bei 
Na wieder finden werden. Man beachte, dass hierbei nicht eine 
einzige neue Konstante gebraucht ist. 


Natrium. 


Das Spektrum von Na ist, ausser von den schon oben genannten, 
im sichtbaren Teil von Lenard ('), im Infrarot bis 4,5 y. von 
Moll (?) untersucht worden. 

Aus (3, d, 6) —(m, p; — p2, m — %) ergeben sich die Linien 
eet ae —=10400 (Paschen 18490,5), mm == 5, .==12050 
(Paschen 12674,5, Messung unsicher). Die niachste Linie 10838 
ist bis jetzt nicht beobachtet, weil zu schwach. Aus 

(2. P1, 71) —(m, Pi — Po, ™1 — 7) 
und 
(2, P2, T2) —(M, Pi — Pa, T1 —T2), P1— Po = 0,00074 


(Serie von Doppellinien) berechnet man fiir m= 4 das Paar 
k= 5675,74, 5670,00. Dies ist das schon von Kayser und 
Runge beobachtete, nach Violett abschattierte Paar 5675,92, 
5670,40; die Grenze der Nebenserien, die in die Rechnung eingeht, 
lasst sich hier nur bis auf 2 oder 3 Einheiten der 5. Stelle sicher 
angeben, die Abweichung von der Beobachtung bleibt innerhalb 
dieser Grenzen. Dass diese Auffassung des nach Violett abschat- 
tierten Paares die richtige sei, ergibt sich auch durch die Analo- 
gie von Cu, Tl, wo bei m=4 der ersten Nebenserie ein solches 
Paar beobachtet ist, das durch eine entsprechende Formel dar- 


(1) Lenann. Ann. d. Physik, t. XI, 1903, p. 636. 

(2) W.-T.-H. Mori, Inaug.-Diss., s. Proc. Amst, Acad. Wet. 26. Jan. 1907. Die 
Wellenlangen hat Moll nach den ( voneinander etwas abweichenden) Dispersions- 
bestimmungen fiir Steinsalz yon Rubens und Langley bestimmt. Nach F. Paschen 
(Ann. d. Physik, Mai 1908) ist die letztere die richtige und es sind daher die 
entsprechenden A im Texte benutzt. Die Wellenlangen sind bei kraftigen Linien 
im allgemeinen auf 0,01— 0,02» genau, bei schwachen Linien kann der Fehler 


grosser werden. 
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gestellt wird (s. unten). Ferner erhalt man fiir m=5, 4977,79 
und 4973,50 (4976,1, 4973,0 K. H.; 4975,0S., unscharf); m= 6, 
4666,00, 4662,30 (4665,2 K. und ae icoumerdiert mit einer Linie 
der ersten Nebenserie; 4660 K. und H.; 4660,2 S.); m=7, 
4499,4, 4492,9 (zu nahe bei der ersten Nebenserie, nicht mehr 
heobachtet). Fiir m—3 ergibt sich 8140; das Paar ist nicht beob- 
achtet, ebensowenig wie die entsprechenden von Cu, TI; dies ist zu 
erwarten, wenn m= 4 die Fundamentalzahl fiir (m, p,;— p2,™— F2) 


Tse 
Wie bei Li bilden wir ferner 


(2, P1, ™1)—(M, Pr, T), (2, P2, F2) —(M, P2, Te) 


und erhalten die schon yon Lenard, Konen und Hagenbach 
bemerkte Serie unscharfer Linienpaare mit nahezu konstanten 
Differenzen: m= 3, 7517,3, 7510,8 (wohl wegen geringer Intensi- 
tit und ungiinstiger Lage bisher nicht wahrgenommen); m= 4, 
5003,10, 0025,00.( 0091, 9 IN. Us Los 002,909. odes er ieee eee 
5528,2.9.); = 9, -4910,2, 40 0,0 (40no, 0 Neus Pop gto ry oe 
4910,1 K. u. H.; 4914,0 8.) m= 6, 4635,6, 4631,9 (4633,1 K. 
und H.; 4629,95 S. 7 4620,4 Kom: Hy; 40399,9 5.) 3 m=, 
4474,4, (4470 Tene 4472,99., aes getrennt wegen zu grosser 
Unscharfe); m= 8, 4380,8, 4377,5 (4372 5.). Die Linien, beson- 
ders die letzten, sind so unscharf, dass die Abweichungen, wie 
schon aus dem Vergleich der Messungen yerschiedener Beob- 
achter hervorgeht, innerhalb der miglichen Beobachtungsfehler 
liegen. 

Auch die Kombinationen (3, p., 7) —(4,d, 6), (= 1,2 exis- 
tieren, die aus der Formel der ersten Nebenserie durch Erhé- 
hung der Ordnungszahl des ersten Gliedes entspringen: es 
findet sich } = 23378, 23346 (Paschen 23377, vielleicht dop- 
pelt, Fehler bis 20 ING méglich), Das nachste Paar (m=5) 
wire 1,470, 1,476; Moll hat eine schwache, daher wenig 
genau bestimmte Linie bei 1,44. Ob sie dem fraglichen Paar ent- 
spricht, bleibt zweifelhatt. 

Kbenso kann man zur zweiten Nebenserie die Parallelserie 
(3, pi, i) —(m, 8,0), (= 1,2 bilden, deren erstes Glied (m= iyo) 
zur Hlauptserie gehért, die weiteren ins Ultrarot fallen, wo sie 
enge Paare bilden (Abstand = 5,5 fiir fiinfstellig geschriebene 
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Wellenzahlen) ; es sind : m=2,5, 22080, 22053 (Paschen 
22081, 22056); m= 3,5, 3,4218, 3,419 p (Moll 3,42). 
Endlich ergibt 


(4, Pi— P2, T1 — 72) —(5, Py — Pa, T1—T2), A =4,0492 » (M. 4,06). 


Diese Kombination entspricht sowohl bei Na wie bei K, Rb, Cs der 
léingsten von Moll gemessenen Wellenlinge. Wie immer, fehlen 
die den niederen Ordnungszahlen 2, 3 entsprechenden Linien, 
wodurch m= 4 als Grundzahl von (m, p; — po, ™% —T), wie oben 
schon bemerkt, sich ergibt. 

Ebenso wird durch die Beobachtungen von Moll die Existenz 
einer Linie m=» der ersten Nebenserie und damit die ent- 
sprechende Hauptserie ausgeschlossen. Es ist also m==3 die 
Grundzahl fiir (m,d,6) (die Numerierung meiner oben zitierten 
Dissertation summt ftir die erste Nebenserie der Alkalien mit der 
von Kayser und Runge tiberein). 

Die Kombination (1,5, s, ¢,) — (3, d, 6) ergibt }= 3426,9 und 
ist nicht beobachtet; dagegen scheint (2,5, s, +) — (3, d, 8), 
h}=2,913u von Moll (2,90) beobachtet; die Genauigkeit ist zu 
gering, um eine Entscheidung zu erlauben. 

Nicht aufgenommen werden durch diese Formeln Lenards Linien 
5100, 4820, 4730, die weder Konen und Hagenbach, noch 
Saunders gefunden haben; ferner zwei schwache Paare 7369,4, 
9377,41, 7410,0, 7418,3, deren Abstand etwas kleiner ist als der 
normale Abstand 17,2, und von deren Zugehérigkeit zu Na, 
wenigstens fiir das zweite, Saunders nicht sicher ist; Leh- 
mann fiihrt sie nicht. Endlich hat Moll noch eine sehr schwache 
Linie 1,574, die sich den Formeln nicht fiigt. Die Zugehérigkeit 
dieser Linien zu Na, resp. ibr Zusammenhang mit den iibrigen 


muss zweifelhaft bleiben. 


Kalium. 


Bei K haben sich fiir die im sichtbaren Teil verlaufenden neuen 
Serien von Li, Na bisher keine entsprechenden gefunden. Ramage 
hat zwar drei schwache, diffuse Linien 4829, 4767, 4638,6, die aber 
weder von Liveing und Dewar, noch von Saunders gesehen wur- 
den. Dagegen findet sowohl letzterer, wie Ramage, eine schar- 
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fere Linie bei 4642,4 (4642,35 R., 4642,5S.), die sich in der 
Form (1,5, s, ) —(3, d, 6) darstellen lasst : eine Kombination, die 
ich sonst nur bei Rb und He noch finden konnte. Es muss zweifel- 
haft bleiben, ob es sich hier wirklich um diese Kombination 
handelt, denn zur Berechnung von (3, d, 4) ist die Kenntnis der 
Grundlinie der ersten Nebenserie notwendig; dieselbe ist nur von 
Bergmann gemessen; man findet (3,d,6)=13462 +8 aus der 
einen Linie des Paares, und 13467 +8 aus der andern; die beiden 
Zahlen sollten identisch sein. Dagegen ist (1,5, s, 7) = 35005,0 
genau bekannt; es findet sich 


v = 35005— 13465 = 21 5408, = 4641,2- 2,0, 


wahrend beobachtet ist 4642,4. Aebnliches gilt bei Rb, nicht aber 

bei Li, Na. Um hier Sicherheit zu gewinnen, miissten wesentlich 

genauere Messungen vorliegen, wie wir sie bei He finden werden. 
Die Grenze der Bergmannschen Serie 


Vie (50, 6)—(m, pi— Pa, T1 — Te) 


ist aus demselben Grund unsicher; diese Gleichung lautet, expli- 


zite geschrieben : 
N 


y = 13465 — -——————____ +8 
2 (7 — 0,00 284 )2 i 
und ergibtum's=4;-A=a1O 14d =o 57 == Oy 11 ONO sae = aga 
m=7, 8907; m=8, 8508; wahrend beobachtet ist 15168 ('), 
110122510, 9900, 42.10,.0900 aa 10 520022 Fo. 
Wie bei Na findet sich aus 


(4, Pi — Pa, M1 —T2) — (5, P1 — P2, M1 — 7%), A=4,045p (Moll 4,04). 
Auch gibt 
(3.77, Ti (4, deo), i =1,2, A = 3,745. und 3,720 (Moll 3,73), 
(3, pi, T:) —(3, d, 8), i AMD h = 3,160 und 3,144 (Moll 3,14). 


Moll hat noch 2,24, 2,76 (2), schwache Linien, deren Einord- 


nung zweifelhaft bleibt. 


1 « z N at 4 > r; . . 

(CS) Nach vorlaufigen Messungen von F, Paschen. Bergmann gibt 15282, eine 
Zahl, die er jedoch durch Extrapolation erhalt und die um 114 zu gross ist, 

2 ar eat) ynellini N= ¢ . . i 2 7 

(*) Dirfte der Doppellinie Na 2,20 entsprechen; die Rechnung ergibt 2,715 
und 2,702; es ist bei schwachen Linien wie diese woll ein grésserer Fehler in 
Molls Beobachtungen mdglich. 
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Rubidium. 


Bei Rb findet Bergmann fiir das Paar n= 3 der ersten Neben- 
serie 19410, 14830, wobei jedoch, wie bei der K-Linie 15282, 
die Dispersionsformel des Apparats von ) = 13 600 an extrapoliert 
ist. Korrigieren wir nach der obigen Messung der K-Linie von 
Paschen durch lineare Interpolation von 13600 aus, so ergibt 
sich 15265, 14727, wobei nun auch die Differenz der Schwin- 
gungszahlen 239 besser mit der konstanten Differenz 237,0 iiber- 
einstimmt, wahrend sie nach B. 254 war. Diesergibt(3,d,) =14327, 
und da p,—p2= — 0,01296, 7, —7m, = 0, so gibt die Formel 
(3, 4,6) —(m, py—p2, ™ —7%») die Linien der Bergmannschen 


Serie : 


~ 


A ws TOO M B.TOA42 sy ==), X 10083 (Bao0bg)5 
m= 6, 8854 (B.8872); m= 7, 8256 (B.8271), 


Die Differenzen bleiben innerhalb B.s Beobachtungsfehler. 

Ferner ist (4,d,¢) — (5,p1— ps, ™ — 7) = 3573, h=2,799 
(Moll 2,80). Weitere Kombinationen dieser Art fallen ausserhalb 
des beobachteten Bereichs. 

Die Kombination (3, d,¢6) — (1,5, s, ¢) ergibt A= 5164,7, wah- 
rend Ramage eine nicht zu den Serien gehérende und weniger 
diffuse Linie bei 5165,35 hat, die vielleicht mit Lecoqs Linie 
5162-? identisch ist. Er fiihrt ausserdem Linien bei 4967, 5037, 
6306,8; Lehmann hat 8513,3; iiber die Beziehung dieser 
einfachen Linien zum System der Doppellinien habe ich keine 
Sicherheit erhalten kinnen; ihre Zugehérigkeit zu Rb ist nicht 
ganz sicher, ebenso wie die der Linien 0,93, 1,11 von Moll, 
deren erste mit einer starken Cs-Linie, die zweite mit einer 
K-Linie koinzidiert. 

Als langste Welle haben wir wieder 


(Moll 4,03). 


l| 
— 
ro) 

loo) 


(4, P1— Pa, T™ —T%.)— (5, P1— Po, ™ —T%:), A 


~ 


Endlich findet sich (3, p;, ™) — (3,¢,6), X= 2,255, 2,295 
(Moll 2,28). 
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Cdstum. 


Die Grundlinien der ersten Nebenserie miissen nach den Serien- 
formeln bei 3u legen und kriftig sein; sie sind von Moll beob- 
achtet: A==3,00, A= 3,51; Differenz der Schwingungszahlen 480, 
Wwihrend die normale Differenz 554 ist; dies erklart sich aus dem 
Umstand, dass Moll die Hauptlinie, nicht aber den schwacheren 
Satelliten, welcher die konstante Differenz gibt, beobachtet hat. 
Die Abstinde des Satelliten von der Hauptlinie sind nach Ra- 
mage und Saunders Beobachtungen (n= 7) 7,3, (6) 10,9, 
(5) 22.0, (4) 47,4, letzteres nach Lehmann, der die Hauptlinie 
bei 9171,9, den Satelliten bei g211,9 gemessen hat; fir n=3 
ergibt sich also aus Molls Beobachtung der Abstand 534—480=74, 
der aber sehr unsicher und zu klein ist; denn die Zunahme von (5) 
zu (4) sollte bedeutend kleiner sein als die von (4) zu (3); der 
schwachere Satellit verschiebt das bolometrisch beobachtete In- 
tensitaétsmaximum nach seiner Seite hin, so dass 3,51 zu gross 


gemessen ist. Daraus ergibt sich (3, d,6) = 16900 = 19, 
(3, 20 ) = 20820, 
Die Bergmannsche Serie wird aus Doppellinien bestehen: 
(3, d,6) —(m, pi— po, T1— 72), 
(3, a’, 8’) — (m, pi — Pa, 71 — To). 


Wir setzen (3,d, 6) = 16906, (3, d',6')= 16809, was durchaus 
innerhalb der Genauigkeitsgrenzen liegt, die bei obiger Fest- 
setzung vorgeschrieben sind. Dann ergeben sich in A.-E. die 
Fehler : m= 4, +35, +30, (Bergmann); m—=5, +2,8, +2,5 
(Lehmann); m=6, +1,1, +1,0; m= 7, —1,6, —1,5; m=8; 


—1,6, —1,03.m==0, — 213, —-1,93 == 10, “7,0, 4-90. 

Die Differenzen haben einen systematischen Gang, iiberschreiten 
jedoch nur wenig die méiglichen Beobachtungsfehler, die bei 
Bergmann wohl auf 20 bis 30, bei Lehmann auf 4 bis 5, bei 
Saunders, welcher die iibrigen Linien beobachtet hat, auf 
1 A.-E., und bei der letzten, sehr diffusen Linie auf viel mehr ge- 
schatzt werden kinnen, Ob unsere Formel nur eine Annaherung 
darstellt, die, wie die iibrigen Serienformeln, mit wachsendem 
Atomgewicht schlechter wird, muss dahingestellt bleiben. 
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Bei Gs haben wir die Méglichkeit, das Nichtvorhandensein der 
Linie m==3 der Bergmannschen Serie zu konstatieren. Moll 
findet fiir die Linie 1,01, die der Ordnungszahl 4 entspricht, die 
Intensitaét go. Die Linie m= 3, fiir die man }= 2,29 und 2,94 
berechnet, sollte intensiver sein. Zwischen 1 und 4,5 u hat Moll 
ausserhalb der schon bekannten Serienlinien nur 4 ganz schwache 
Pinsenainis) bis 10) 1,49, 2,08, 2,41, 3,97, wovon die zwei 
letzten anderen Kombinationen angehéren. Die Linie m= 3 fehlt 
also sicher, m= 4 ist die Fundamentallinie, wie wir schon mehr- 
fach geschlossen haben. 

Wie bei Rb erhalten wir noch aus (3, pj, 7) — (3, 4,5) resp. 
(3, d', 6’) die Wellenlingen 1,3591, 1,3748 (Hauptlinien); 
1,3930 (Satellit). Die erste fallt zusammen mit einer Linie der 


ersten Nebenserie (B. 1,3597), die zweite hat B. bei 1,377 beob- 
achtet, der Satellit ist, wegen zu geringer Intensitat, nicht beob- 
achtet. Die Kombination (3, p;, 7) — (4, d, 6%) resp. (4, d’, 3’) 
entspricht einer Linie yon sehr grossem \; aber (3,,,7) —(5,d, 6) 
ergibt } = 2,425 (Moll 2,41, schwach); die zwei anderen, 
schwacheren Linien sind nicht beobachtet. 


7%) — (5, Pi —P2, Mi — T2) A= 3,960 


Es folgt aus (4,1; — p27 
(Moll 3,97). 

Es bleiben zwei sehr schwache Linien, 1,74, 2,08, und eine 
Linie von Ramage, 5209, die Konen und Hagenbach nicht finden 
konnten und daher als Verunreinigung betrachten. 

(1,5, s, ¢) — (3, d, 6) gibt A= 6900 angenihert, welches vielleicht 
wegen ungiinstiger Lage nicht beobachtet ist. 


Kupfer. 


Die Grenzen fiir die Nebenserie von Cu sind nicht sehr genau 
bestimmbar, weil nur wenig Glieder beobachtet sind ; man berech- 
net 31523,3 und 31971,8, p2—p1 =0,00740, wobei t,— 7, =0 
geselzt ist, was angenahert erlaubt sein diirfte. Die Kombinationen 
(2, pi, 7%) — (4, P: — Po, T — 72) ergeben bis auf einige Hundertstel 
A.-E. das schwache, nach Violett abschattierte Paar 4015,8, 4056,8, 
genau wie bei Na. Hohere Glieder der Serie sind nicht gefunden. 


Bei Tl ist auch ein solches Paar beobachtet; hier kann allerdings 


— 


158 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


=,—7» 0 nur eine sehr rohe Annaherung sein, so dass man das 
Paar mit einem Fehler von 25 bis 30 A.-E. erhilt. 

Die Hauptserie von Cu ist ihrem Verlauf nach nicht bekannt, 
und Beobachtungen im Infrarot liegen nicht vor. Es ist dies daher 
die einzige Kombination, die wir zu beriicksichtigen haben, mit 
Ausnahme von (1,5, s, ) —(3,d, 6), welche fehlt. 


Helium. 


Im Spektrum von He fanden Runge und Paschen (') nur eine 
einzige Linie, die ausserhalb der Serien blieb, 3809,22, und die 
sie infolgedessen einer Verunreinigung durch ein unbekanntes 
Gas zuschrieben. Sie gehért aber zum System der Doppellinien 
von He, und entspricht der Kombination (1,5,s,¢)—(3,d,6), die 
sich schreiben lasst 


[(1,5, S, c) a (De jDee Tt )| sig [(2, Pi, 1) == (9 d, 3)], 


ihre Wellenzahl ist also gleich der Summe der Wellenzahlen der 
Grundlinien der Hauptserie und der ersten Nebenserie, wobei in 
beiden Serien die starkere, oder in beiden die schwachere Kom- 
ponente zu nehmen ist. Herr Paschen hat mir das Ergebnis einer 
genauen Messung der infraroten He-Linien freundlichst mitgeteilt ; 
die starkere Komponente der Grundlinie der Hauptserie ist da- 
nach }= 10830,44=£ 0,2; die Grundlinie der ersten Nebenserie 
ist 5875,870; die Wellenzahlen im Vakuum 9230,73 und 17014,13 


ergeben als Summe 26244,86, wahrend beobachtet ist 26244,78; 
der Fehler, 0,015 ASE bleibt innerhalb der Fehlergrenzen. 
Damit ist, wie ich glaube, die Existenz dieser Kombination bei He 
tiber jeden Zweifel erhoben. Die entsprechende Linie 5042,26 
fiir das System einfacher Linien scheint dagegen nicht zu exis- 
tieren. 

Berechnet man auch hier die Linie (3, d,6) — (4, P1—P2,™1—Ta) 
fiir das System der Doppellinien von He, so ergibt sich A= 18680; 
dabei ist p;— p2=—o0,00003 und kann ebensogut =o gesetzt 
werden. Bei den einfachen Linien, als sehr enge Paare aufgefasst, 


(‘) €. Runge und F. Pascuen, Astrophys. Journ., t. Il, Jan. 1896, p. 15. 
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ware ebenfalls p,—p.,™,—rt. gleich Null zu setzen; es wird 
) = 18685. Bei 18687,5--0,5 findet Herr Paschen eine Linie, 
von der sich bis jetzt nicht entscheiden liess, ob sie doppelt sei; 
dann miisste 18680 erheblich schwiicher sein. Weitere Linien 
sind vorlaufig bei He nicht gefunden. 


Die Erdalkalien. 


Bei den Erdalkalien treten bekanntlich neben den Tripletts 
starke Paare auf mit konstanten Differenzen y’, die ungefahr das 
Doppelte der grésseren Differenz vy, betragen. Wie Rydberg ver- 
mutete, und Runge und Paschen durch die magnetische Zer- 
legung der Linien bestiatigt haben, gehéren dieselben zu Serien, 
welche den Serien yon Paaren der Alkalien durchaus entsprechen. 
Da nun das erste Glied der Hauptserie auch als erstes Glied der 
zweiten Nebenserie gelten muss, so kennt man von letzterer je 
zwei Glieder ; in den ultravioletten Funkenspektren von Ca Sr, Ba 
findet sich das nichste Glied, so dass die Serie berechnet und die 
Grenzen, wenn auch nicht sehr genau, angegeben werden kénnen. 
Eine Kontrolle dafiir, dass das ultraviolette Paar (bei Sr, Ba exis- 
uert nur ein einziges) wirklich zur zweiten Nebenserie gehort, 
liegt in den so berechneten Konstanten der Formel, die sich 
untereinander und den Konstanten bekannter Serien anschliessen, 
wahrend dies bei wesentlich verainderter Lage des dritten Paares 
nicht der Fall ware. Eine direkte Bestaétigung im magnetischen 
Feld oder durch Auffindung der folgenden Paare ware allerdings 
erwunscht. 

Die zur zweiten Nebenserie gehiérenden Paare mit ihren Wellen- 
zahlen im Vakuum sind durch die Tabelle gegeben (seite 160). 

Man berechnet bei Ca, Sr, Ba fiir die Grenzen A und A‘ und die 


Konstanten s, ¢: 


Ca Ns (Goin, A'= _ 60646,0, 
s =— 0,90533, ¢ =-+ 0,62397; 
SAG =m OO 2G .e, NIG 0,0% 
s=— 0,85 464, ¢ =-+ 0,66488; 
Ba A= 49925,8, Mee TRO LONOR 
$ =— 0,76651, ¢ =+ 0,72693. 
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ORDNUNGSZAHLEN. 
oh ee ee —eE 
1,5 2,5 3,5 
m y) A ) r v 
R 34043 ,1 — — 

x. ( 2795,63 35759,8} 2936,61] 34043, fh. ake 
MB-- --) 3855,80| 35668,3] 2928,74| 34134,6 =: = ots 
C: 3933, 83] 25413,4] 3737,08] 26751 ,5]2208,95 (*) 45256 ,6) a 

25190 ,6] 3706,18] 26974,5]2198,03 (1)] 45481,54 , 

l 
24515,7| 4305,60] 23219, 2]2471,79 (7) 4ho44s ,2 ) ee 
23714,5) 4161,95| 24020,5]2423,75 (?)| 4r246,2) a 
I 
21951,7| 4900,13] 20402,0]2771,51 (*)| 36071,0) eyes 
20261,1) 4525,19| 22092,4]2647,41 (?) bhicae 
26207,9] 5813,85] 17199,6 — = ) pod 
9 ; Saha 
21350,9] 4533,33| 22052,8 Es =e eae 
1 


Setzt man wieder in erster Annaherung m, — 7, = 0, so ergibt 
sich daraus fiir py —p,: Ca 0,00247, Sr 0,01017, Ba 0,02448, 
wahrend in den Triplettserien fiir p. — p, sich findet: Ca 0,00279, 
Sr 0,01184, Ba? Sie unterscheiden sich um etwa 15 Proz. von den 
ersteren, waihrend die konstanten Differenzen etwa doppelt so 
gross sind. In der exakten Formel, und ohne die Vernachlas- 
sigung von 7, — 7.2, diirfte also wohl dieselbe Konstante fiir beide 
Differenzen massgebend sein. 

Auch die zwei Satelliten von Ca, Sr bilden mit der Hauptserie 
Tripletts, fiir deren Abstand die Gréssen d—d', d'—d" mass- 
gebend sind. Man findet, indem man 6—6/=o0, 6’—6’ =o setzt, 
aus dem ersten Glied m—<3 der ersten Nebenserie : 


1. dass d—d' bei den Serien von Doppellinien und bei den 


(1) Nach Eper und VALENTA, Bettrdge sur Photochemie und Spektralana- 
lyse : Das Funkenspektrum von Ca. Wien, 1904. Dieses Paar ist schon yon 
Rydberg bemerkt worden. 

(7) Nach Exner und HascurK, Wellenldngentabellen ( Funkenspektren). Leip- 
zig, 1904. 

(*) Nach Kayser und Runge; auch E. und H. fiihren die Linien im Funken 
spektrum. 
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Tripletts angenabert tibereinstimmen. (Null bei Mg, 0,0007 bei 
Ca-Tripletts, 0,o006 bei den Dubletts, 0,00335 bei den Sr-Tri- 
pletts, 0,00339 bei den Dubletts.) 

2. Bei Ca, Sr haben Fowler (') und Saunders (2) Serien 
engerer Tripletts gefunden mit den konstanten Differenzen 21,2, 
13,6 bei Ca; 100,3, 59,8 bei Sr. Berechnet man aus deren Gren- 
zen die entsprechenden p, —p2, so erhalt man wieder 0,0007 
hei Ca, 0,00362 bei Sr, Null bei Mg. Wieder wird man zum 
Schluss gedringt, dass eine und dieselbe Konstante, also eine und 
dieselbe Ursache, diesen Differenzen zugrunde liegt. Die ent- 
sprechenden Differenzen der Schwingungszahlen variieren da- 
vegen sehr stark : der Ubergang zu den Konstanten unserer, 
wenn auch unyollkommenen Formel bringt also entschieden 
Gewinn. 

Bei den Elementen der zweiten Mendelejeffschen Kolonne 
fehlt die Hauptserie, und zwar sollte das als Grundlinie der zweiten 
Nebenserie extrapolierte Triplett, welches zugleich Grundlinie der 
Hauptserie ist, nach meinen Rechnungen (*) bei Mg, Ca, Sr nicht 
sehr weit ins Ultraviolett fallen ; es miisste grosse Intensitat be- 
sitzen, und die Differenzen y,, v. in umgekehrter Reihenfolge auf- 
weisen. Bei keinem dieser Elemente existiert aber ein Triplett yon 
soleher Beschaffenheit ; man kommt also zum Schiuss, dass bei den 
von mir nach der willkiirlichen Festsetzung (s) << 0,5 gewahlten 
Ordnungszahlen die Grundzahl fiir das Symbol (m,s,¢) bei die- 
sen Elementen 2,5 ist. Da jedoch bei andern Elementen 1,5 die 
Grundzahl ist, diirfte es empfehlenswert sein, die Ordnungszahlen 
in der zweiten Nebenserie der Erdalkalien um eine Einheit zu 
erniedrigen. Man erzielt dadurch auch den Vorteil, dass —q/s, 
welches bei den Alkalien nur zwischen 0,42 und 0,349 schwankte, 
auch bei den Erdalkalien angenadhert konstant bleibt, namlich: 

Mg 0,340, Ca 0,421, Sr 0,455, Zn 0,326, Cd 0,362, Hg 0,368 
und analog Tl 0,377. 


Demnach ware das Triplett 2,5 der zweiten Nebenserie, nach 


(1) Fowter, Astrophys. Journ., t. XXI, 1905, p. 8r. 
(7) SAuNDERS, tbid., p. 199. 
(°) W. Ritz, Inaug.-Dissert., Aussug, Ann. d. Phys., t. XII, 1903, p. 302 ff. 
OEuvres, I, p. 67 ff. 
R. II 
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der Numerierung meiner Inaug.-Dissertation, Grundlinie der 
Hauptserie bei diesen Elementen, und dieselbe wirde weiter 1m 


Ultrarot und Rot verlaufen. 


Géttingen, Juni 1908. 


Autoreferat ('). 


Wahrend die bisher bekannten Gesetze der Serienspektren 
die Linien ecner Serie untereinander verkniipfen (vom Gesetze 
der konstanten Differenzen der Wellenzahlen abgesehen), wird hier 
eezeigt, dass auch zwischen verschiedenen Serien eines Elements 
einfache Beziehungen bestehen : durch additive oder substraktive 
Kombination, sei es der Serienformeln selbst, sei es der in die- 
selben eingehenden Konstanten, werden neue Formeln gebildet, 
die die in den letzten Jahren von Lenard u.a. entdeckten neuen 
Linien der Alkalien vollstandig aus den friiher bekannten zu be- 
rechnen gestatten, und auch bei andern Elementen, insbesondere 
He, weitgehende Anwendungen zulassen. Die yon Rydberg 
schon ausgesprochene Hypothese, dass die Serienformeln mit ze 
willkiirichen ganzen Zahlen zu schreiben seien, wird aus Mes- 
sungen von F. Paschen u. a. bestaétigt : so besitzt Wasserstoff 


22 m2 


neben der bekannten Serie aN (4-3) noch die Serie 


32 

Endlich wird gezeigt, dass fiir die willkiirliche ganze Zahl m zwar 
keine obere, wohl aber eine gewisse untere Grenze existiert, und 
dass die Konstanten der Formeln nahe Beziehungen zu den Atom- 
gewichten zeigen. Es ergibt sich eine neue Ansicht iiber die Kon- 
stitution der sog. Spektren zweiter Art. 


I I fa . _ ; = 4 
—N (33 Sale ) » usw. (wobei N ein numerischer Faktor ist). 
/ 


1 , R ; : ; ; 
(*) Compte rendu par l’auteur lui-méme, trouvé dans ses papiers et de desti- 
nation inconnue. 


X. 


ON A 


NEW LAW OF SERIES SPECTRA. 


Astrophysical Journal, Vol. XXVIII, No. 3, October 1908, 
p. 237-243. 


This communication is intended to show how we may derive from 
the known spectral series of an element, new series which represent 
accurately, without the inclusion of any new constant, nearly all of 
the series and lines recently discovered by Lenard, Konen, Hagen- 
bach, Saunders, Moll, Ramage, and Bergmann. The new principle 
of combination also finds application to other spectra, particularly 
to helium and the earth alkalies. Closer relationships to the atomic 
weight than have been known hitherto are also furnished. 

In its most convenient form, the series formula proposed by 


me reads ('): 


N 
uy SINS Veena yen 


where v is the wave-number referred to vacuum, N is a universal 
constant, m the numeral, and A the limit of the series; « and 8 
are constants. For small values of m, y may become negative, which 
must be taken into account in the term 8(A —y). The constants 
and § characterize the course of the series : they are identical 
for two series with constant differences. 


(') Inaug.-Diss. Auszug, Ann. der Physik, t. XII, 1903, p. 264; GHuvres, I, 
De 1s 
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We also have approximately 


N 
(2) panel 2*)' 
Nae Ca = 
Wt" 
We use for abbreviation 
N 


ne isis taal gare Trees 


Let the constants # and § have the values d and 6 for the pairs 
of the first subordinate series for instance (‘‘diffuse series” accor- 
ding to Rydberg’s notation); for the second subordinate series 
(Rydberg’s ‘sharp series”) let the values be s, ¢; for the principal 
series, let the values be py, ™, and po, %;3 for the alkalies 7,—= 7.2 
very approximately ('). 

If the first subordinate series has a satellite, a different set of 
values, d’, 6', applies to the second principal line, where again 
6 = 0/, approximately. 

The statement of three series may ow be written (loc. cit., 
p- 291) : Principal series : 


Ss Yea (15 Ge OH) —— (Oy im as) CSS ORO BG iG 6 ASR YD EDs 
Second subordinate series: 
St V—=1(25 54 op) | —" C770 S41) (CS oe Ir 1 Oe ets Ome 
First subordinate series: 


= (2, pi,Tz)—(m, d, 6) (m=3, 4,5...) (first principal line and satellite). 
ey 


i (2, P2,T2)—(m,d',d') (m=3, 4,5...) (second principal line). 


The constant separation of the doublet is y,;=(2, p,, ™) — 
(2, Po, 2). On the basis of the observed data now available, the 
following points may be shown (2) : 

1. In the equation of a principal series, if we replace 1,5 by the 
larger numbers 2,5; 3,5,...; and in the equation of a subor- 


dinate series, if we replace 2 by the larger numbers 3, 4, 5,..., 


(1) Loe. cit., p. 291; OHuvres, I, p. 52. 
(*) The reader will find further particulars in a paper to appear presently in the 
Physikalische Zeitschrift. OEuyres, \X, p. 141. 
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new lines will result which have been observed in many cases. 
This was already suspected by Rydberg. 

2. For every symbol (m, «, 8) there exists a minimum number 
m (namely, 3 for the first subordinate series; 1,5 for the second 
subordinate series, according to the notation of my dissertation 
‘already cited), which is a fundamental number; if we assign still 
smaller values to m, we should expect a stronger line, but in prac- 
tice this line has not been observed. I have already shown (‘) that 
in no spectrum does an actual line correspond to the numeral n = 2 
of the first subordinate series, in so far as the observations are 
adequate on this point. 

3. If we form from these symbols the new combination 
(1,5, s,¢) —(3, d, &) we obtain new lines which have been ob- 
served in case of He, K, Rb, but which are lacking in Na and Li 
thus far; for the earth alkalies they fall in the infra-red. The cal- 
culated value for He is y= 26244,86, the observed value is 
26244,78. 

4A. In case of Li and Na, there has been also observed the 
combination (2, Py, ™) — (mM, Pr, ™%);.(2, Pa, %2) —(M, Pa, Te) ; 
ex St a, «62: 


5. If we form (3, d, 6) —(m, py— po, ™ — ™); M=4, 5,.. 


then we get the infra-red series found by Bergmann (2) for K, Rb, 
Cs, and the corresponding lines for Li, Na, He, which were un- 
known. 

For Rb and Cs, the first subordinate series has a satellite, so 
that we have further a second series (3, d’, 5’) —(m, pi— pa, 
™,— 7), which runs along in the neighborhood of the first, and. 
has a constant difference with respect to this, as was observed by 
Bergmann, and even earlier by Saunders in case of Cs, while for 
Rb the lines could not be separated. The fundamental number 
for this newly formed symbol (m, p,— pa, ™— F2) is i= « 

6. The following combinations also exist: 


(2, Pi, Ti) —(M, Pi— Pa, T1— Te) (il Dae = Mg De ote ob 


The pair shading toward the violet of Na, the corresponding pair 


MOnugres eV IL, pages et VILL, peat37- 
) 


( 
(7) Inaug.-Diss., Jena, 1907; also C. Runge, Physik. Zeitschr., t. IX, 1908, p. 1- 
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of Cu, and the series of lines which have been found in Li and 
Na, by Lenard, Konen and Hagenbach, belong here. 


(4, Pi— Pa, ™1 — Te) — (™M, Pi1— P2, T— Te). 


7. Extended investigations, such as exist for the alkalies, are 
lacking for the earth-alkalies in the infra-red region; and the prin- 
cipal series have not been observed, showing that the test of the 
principle of combination, in the sense hitherto used, cannot be 
made at present. The following circumstances, however, indicate 
that it is also valid here: in the first subordinate series of the series 
of triplets, with two satellites, we have to introduce the new sym- 
bols (m, ps, 73), (m, ad”, 6”) with p, > p2> ps. In the first appro- 
ximation we may neglect z,— 7, ™:— 73, and compute p, — Po, 
P2— ps, from the limits of the subordinate series, in spite of the 
fact that the principal series have not been observed ; p,— p2 wall 
be about twice as large as p2— ps3, and the two differences of the 
vibration number (designated by Rydberg as y, and v2) are 


V4 = (9, Po, Te) — (2; P1, ™), Vo = (2, Ps, T3) — (2, Pa, Te). 


There frequently occur double lines, with the distance v,, and 
triplets with the distance y,, ¥2, outside of the series. This is to be 
expected on the principle of combination only, and only when 
(2, pi, %) are associated with any quantity (m, a, 8). These dou- 
blets and triplets must therefore belong to series which end at the 
same point (2, p;, 7) as the subordinate series already known, 
but of which only a few terms of sufficient intensity are to be 
perceived. 

It was further possible to find the equation of the second sub- 
ordinate series for the strong ultra-violet pairs for Ca, Sr, Ba, for 
which the difference of the vibration-numbers y’ is to be twice as 
large as y,, and from the elements of these double lines to form the 
corresponding differences of the constants p, on the assumption 
that ™,— 7.0. The distance differs from that of the series of 
triplets by only about 15 per cent. ; in the same exact computation, 
the two quantities would probably become equal to each other, 
which would correspond to the principle of combination. 

Finally, subordinate series of close triplets have recently been 
found for Ca and Sr, by Fowler and by Saunders, from the limits 
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of which again the differences p’,— p, p, — py, can be formed. 
Within the limits of accuracy of these, it appears that they are the 
same as those computed from the satellites and principal lines of 
the first subordinate series d — d', d'—d", so that a new combina- 
tion exists here. 

It further appears of advantage, in respect to the relations with 
the atomic weight, to introduce the constants of the formula in 
place of the wave-numbers, in spite of the fact that this can only 
be regarded as an approximation. It is well known, for instance, | 
that the quotient of v, and the square of the atomic weight p. does 
not vary much within a group of chemically related elements; but 


on the contrary it varies greatly from group to group, from 31,6 
x c i} 


for Cs, to 185,0 for Tl. We introduce 22—"' in place ao and 
the variation becomes much less. 

The discrepancies which still remain are probably due in part 
to the incompleteness of the series formulae, but particularly to the 
neglect of x,— x2, which certainly is not admissible in the case of 
Al, In, and Tl. A knowledge of the principal series of these ele- 
ments would enable us to decide about this. id 


HMENT ().| Na.| K..| Rib.) Gs. |iCut| Ag, |Me.) Ga:| Sr. | Zn.) Cd. | Hg. | Al. | In. | Tl") He. 


J... «1393/37, 8)32,3]31, 6/61, 8)79, 0/68 8/66, 1151, 5)gr ,o]g3, 2/115, 4]152 8] 172, 11187, 0]63,8 


10.../14,2]18,9]18,0]18,6]18, 6/24, 2/14 ,6]17,7]15,7]17,2|18,6] 22,3] 24,8] 29,2] 32,5]20,4 


(1) According to the summary by Rydberg, (Rapports du Congres de Physique, \. M1, Paris, rgoo). 


It is known that with increasing atomic weight the series fall off 
with increasing rapidity, so that only those lines are observed 
which correspond to the lowestnumbers of the order. At the same 
time the number of the different series increases (even Mg shows 
series of double lines and of simple lines in addition to the series 
of triplets) and the number of combinations increases. ‘Thus we 
finally reach a spectrum in which we may perceive a large number 
of characteristic constant differences, but no series. It seems to 
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me very probable that the so-called spectra of the second class 
which exhibit this behavior are spectra with very many combina- 
tions and with very slightly developed series. 

The computation of a quantity (m, a, @) assumes a knowledge 
of the elements of a series in the formula of which it enters. This 
elements may be determined with great accuracy, except when only 
a few diffuse lines are observed; it is also somewhat independent 
of the outstanding uncertainty as to the exact form of the equation 
of the series. In the cases cited under (1), (3), (4), we have indeed 
to compute exclusively differences and sums of observed wave- 
numbers; the accuracy is naturally still greater here. But on the 
other hand the constants entering into the symbol (m, p, — Pe, 
™, — %,) may be varied by 20 per cent. without making the differ- 
ence between computation and observation much worse. On 
account of their smallness the influence of the constants p,— Po. 
™, — Ty, 18 relatively slight compared to that of m, and the series 
run along nearly parallel with Balmer’s series, particularly for Li, 
Na, and He; for greater atomic weight the observations are hitherto 
too inaccurate to give us any certainty on this point. 

In a paper which recently appeared (‘) I have shown that we may 
cite systems of the simplest sort of which the energy is purely 
electro-magnetic and which observe Balmer’s formula, the laws of 
series and the analogous Zeeman effect, etc. The vibration 


is produced by the magnetic field of m— 2 elementary magnets 
turned toward each other, which are identical among themselves : 
in addition to this magnetic series the electron is subject to only 
rigid combinations. Similar facts hold good for other spectra. 
Migher numbers of the order thus correspond in a certain degree 
with higher magnetic polymerizations, which constantly become less 
stable, so that the lines become broader with an increasing number 
of the order, and also become constantly weaker. Violent motions, 
such as occur in a electric spark, are also unfavorable to stability, 


(') Magnetische Atomfelder und Serienspektren (OEuvres, VU, p. 98). 
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whence the series in the spark cease at lower numbers of the order 
than in the arc. 

The magnetic field in an atom may be regarded in all spectra as 
produced by two poles of opposite sign, which separately may 
occupy different positions in the atom. In case of hydrogen, these 
points lie at equal distances on a straight line. It would appear 
that we may more generally state the principle that the simple lines 
refer to or depend upon the positions of these poles in the atom. 
In (m, 2,8) —(n, 2’, 8') each of the terms represents the influence 
of one pole; and, as we have shown before, the possible positions 
of the separate poles permit the most varied combinations of the 
poles in pairs. 

As to a certain minimum prescribed in the number of the order 
m—which occurs in the case of no known processes of vibration— 
this mode of representation only affirms that the magnet poles are 
held by the structure of the atom at a certain minimum distance 
from the electron vibrating within an atom, an idea which is quite 


plausible. 


Gottingen, June 1g08. 


x 


LES SPECTRES DE LIGNES 


ET 


LA CONSTITUTION DES ATOMES. 


Revue générale des Sciences, 20° année, 1909, p. 171-175. 


I. — Généralités. Nouvelles lois empiriques. 


La nature des atomes et des forces moléculaires nous est, on le 
sait, bien peu connue, malgré les efforts toujours renouvelés des 
chercheurs; la grande difficulté du probléme vient, en effet, de ce 
que ce ne sont pas, en regle générale, Jes propriétés des atomes, 
mais des moyennes compliquées, dépendant de agitation molécu- 
laire et des conditions extérieures, qui font l’objet de nos percep- 
tions. Pourtant il est, a cette regle, une exception importante: les 
spectres des corps simples nous renseignent d'une facon immédiate 
sur les modes de vibration des atomes, car la position des raies 
dans le spectre est a peu pres compléetement indépendante soit de 
la température, soit des conditions extérieures, et méme des actions 
des molécules les unes sur les autres. Evidemment, s’il était pos- 
sible de conclure des vibrations des charges électriques de Patome 
aux forces qui les produisent et a la disposition ou au mouvement 
des charges elles-mémes, le probléme serait résolu; la précision 
extréme des mesures spectrales nous fournit donc, sur ce sujet, des 
documents nombreux et précieux, écrits malheureusement en des 


hiéroglyphes que nous ne sayons pas déchiffrer. Pourtant, quelques 
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résultats ont été obtenus dans cette voie, grace a la remarquable 
simplicité de quelques-unes des lois empiriques reliant entre elles 
les longueurs d’onde d’un spectre. On va voir que le probléme 
comporte, en effet, pour Vhydrogéne du moins, une solution trés 
simple, qui s’accorde parfaitement avec les vues générales sur la 
constitution des atomes auxquelles ont mené les derniéres décou- 
verles. 

Rappelons la formule remarquable, découverte par Balmer, qui 
relie entre elles les longueurs d’onde i des raies du spectre de 
Vhydrogéne. Elle peut s’écrire, en désignant par N une certaine 
constante : 


;=N(5-5): 
A 22 m? 

En donnant successivement a m les valeurs 3, 4, 5, ..., 32, on 
obtient exactement les longueurs d’onde de toutes les raies de V’hy- 
drogéne. L’erreur, si elle existe, semble étre inférieure au cent- 
milliéme. 

Pickering a découvert, dans certaines étoiles ot lhydrogéne 
prédomine, une seconde série de lignes, que nous ne savons pas 
encore produire au laboratoire, et qui sont données par la for- 
mule : 


ot N désigne la méme constante que plus haut. 

On est porté, avec Balmer ei Rydberg, a penser qu’en réalité ces 
formules devraient s’écrire chacune avec deux nombres entiers 
arbitraires m etn, en sorte que le spectre de l’hydrogéne serait 
donné par les formules : 


(1) NX ni mi? 
Tc a 1 I 
2) NA say 
Whe ) 
Dy 
les valeurs n = 3, 4, ..., correspondant a des lignes infrarouges. 


Cette hypothése arecu tout récemment une confirmation éclatante. 
Sur mes indications, M. Paschen a effectivement trouvé deux lignes 
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infrarouges de ’hydrogéne, qwil a pu mesurer avec une grande 
précision ('); il a obtenu : 


= 18751,31U.A. et = 12817,61,5U-A. 


Or, les formules : 


I [ us I 


[ EE 
NA 32 4? Nia macs 


nw 
OU wn 
w 


donnent 
4 =18751,6 et = 12 818,7; 


Paccord ne laisse rien a désirer. 

Il semble que la recherche de systemes mécaniques ou électro- 
magnéliques dont les vibrations soient représentées par des for- 
mules d’une telle simplicité ne soit pas une entreprise déraison- 
nable. D’ailleurs, des lois analogues ont été découvertes dans 
d’autres spectres, comme on sait, par Rydberg, Kayser et Runge. 
Ici encore, la démonstration est faite (*) que les formules contiennent 
deux entiers arbitraires. En premiére approximation, on peut les 
écrire, avec Rydberg : 


A pe Bk 
Ni (tap imag 


et, plus exactement, comme |’a montré l’auteur de cet article : 


(3) ee 


N a la méme valeur que pour |’hydrogéne, tandis que les cons- 
tantes a, 6, a’, b’, varient d’un élément a l'autre. En les choisissant 
convenablement, et posant m=14, n= 2, 3,..., la formule (3) 
donne la « série principale » de Kayser et Runge; pour n= 2, 
m= 24, 34,..., elle donne la deuxtéme série secondaire; aux 
systemes de valeurs n = 3, m= 24, ..., etc., correspondent égale- 
ment des raies observées. Remplacant a’, b', par certaines nou- 
yelles,constantes a’, b", on aura pour fo: o.ene==ta. 1, Ore ene 


(') F. Pascuen, Ann. der Physik, t. XXVII, 1908, p. 537. 
(7) Pour plus de détails sur ce qui suit, consulter mes différents Mémoires 
(Qfuvres, VI, p. 99; VII, p. 98; IX, p. 141, et X, p. 163). 
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premiere série secondaire, quia méme limite, pour m=, que 
la deuxiéme. Ici encore, les lignes infrarouges n = 3, m= 3, 4, ete., 
ont pu étre observées. Mais, résultat qui précise nettement la signi- 
fication de ces formules, si, au lieu de combiner, comme nous 
venons de le faire, un premier terme en a, 6 avec un deuxieme en 
a’, b' ouen a", b", nous combinons ceux-ci entre eux, de maniére 
a former l’expression : 


I I 

ES a er a oe a 
(n+ a'+ =) (m+ a a 

nous obtenons encore des lignes observées, au moins dans certains 

spectres. Enfin, pour Li, Na, on peut, dans un sens analogue, 

combiner la série principale avec elle-méme : 


(5) =e : I 


NA bi? a. b\2 
(is SG? i) 46 Gb He 
pie ) 

Ces lois énoncent que, par l’addition ou la soustraction des fré- 
quences de deux lignes ou séries observées, on obtient la fréquence 
d’une nouvelle ligne ou série de lignes. Les erreurs sont de l’ordre 
des incertitudes expérimentales ; pour l’hélium, on calcule pour 


la ligne la plus intense du systéme (4): : ==20244, 005 Lexpe= 
rience a donné 26244, 78. 


Je n’insiste pas davantage; on voit que : 
i 


- c’est-a-dire a la 


1° Les lois simples se rapportent toujours a 
fréquence ; 

2° QOu’en faisant augmenter indéfiniment l’un ou l’autre des 
nombres enters, les fréquences obtenues ont une limite; 

3° Que chacun des deux termes de la formule a, en quelque 
sorte, une existence séparée, et qu’on obtient les raies d’un spectre 


en combinant de diverses maniéres entre eux de tels termes. 


II. — Hypothése des champs atomiques. 


Ces résultats généraux font nettement ressortir la grande diffé- 
rence qui existe entre tous les modes de vibrations élastiques, 
électriques et autres que nous connaissons, et les vibrations spec- 
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trales. En premier lieu, — et lord Rayleigh a beaucoup insisté sur 
ce point, — les lois simples des phénoménes vibratoires se rap- 
portent, 4 peu d’exceptions prés, aux carrés des fréquences, etnon 
aux fréquences elles-mémes. Cela tient a ce que, a coté des coor- 
données qui définissent l’état des systémes, les équations du mou- 
vement en contiennent les dérivées secondes ou accélérations. Or, 
lorsqu’il s’agit de vibrations, le temps n’entre que sous la forme 
siny(t—to), expression dont la dérivée seconde contient le fac- 
teur v2; pour déterminer la fréquence y, on a donc finalement, 
puisque siny(¢— ¢o) disparait du résultat, une équation en y?, et 
ce n’est que dans des cas trés particuliers qu’on pourra extraire 
algébriquement la racine carrée. [] en serait autrement, a remarqué 
lord Rayleigh, si les équations étaient du premier ordre. Malheu- 
reusement, l’introduction des accélérations s’impose a tous les 
points de vue d’une manieére absolue, et il semble que, dés l’abord, 
nous nous trouvions dans une impasse. 

Pourtant, une hypotheése simple va nous tirer d’embarras. Si les 
forces qui produisent les vibrations, au lieu d’étre déterminées par 
la position ou la déformation du systeme, comme c’est générale- 
ment le cas pour les systemes élastiques et autres, dépendent des 
vilesses, les équations du mouvement ne contiendront, a cété de 
celles-ci, que leurs dérivées premiéres, les accélérations; elles 
seront du premier ordre par rapport aux vitesses. 

Or, la force magnétique satisfait précisément a cette condition, 
el, de plus, nous ne saurions douter de l’existence de champs mag- 
néuiques puissants a l’intérieur des atomes. D’aprés la théorie du 
ferromagnétisme de P. Weiss ('), ces champs sont au moins de 
ordre de 107 gauss, ordre de grandeur du champ moléculaire, et 
Von sait que l’explication quantitative des anomalies des chaleurs 
spécifiques du fer, du nickel et du cobalt est venue confirmer cette 
théorie dune fagon remarquable. D’autre part, M. Humphreys, 
pour expliquer les lois du déplacement des raies sous l’influence 
de la pression, phénoméne découyert par lui il ya quelques années, 
a été amené a les attribuer a action réciproque de champs molé- 
culaires de Vordre de grandeur de 108 gauss. 

Avec un tel champ, on montre sans difficulté qu'il est possible, 


(') Voir La Revue générale des Sciences du 15 février 1908. 
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d’une infinité de maniéres, d’obtenir des vibrations de corpuscules 
de fréquence proportionnelle 4 ce champ et d’un ordre de grandeur 
correspondant aux vibrations lumineuses. I] suffit, par exemple, 
d’assujettir le corpuscule a rester sur un élément de surface ou dans 
un plan donné : ce corpuscule, mis en mouvement, exécutera un 
mouvement circulaire de fréquence y proportionnelle 4 la compo- 


sante H, du champ H normale au plan. Si au champ H, vient s’en 


/ 


ny qui produirait a lui seul une vibration de 


ajouter un nouveau H 
fréquence vy’, la superposition des deux champs donnera la fré- 
quence vy + vy’. On obtient donc bien la forme linéaire exigée par 


la loi des différences constantes el par les lois énoncées ci-dessus. 


III. — Les spectres de l’hydrogéne. Les séries. 


Admettons donc que les forces qui produisent les vibrations des 
spectres de lignes, ou, plus exactement, des spectres en séries, 
soient purement magnétiques. Cette hypothese va nous permettre 
d’expliquer l’existence d’une limite des fréquences, et surtout de 
donner une interprétation simple des formules (1) et (2) de Vhydro- 
géne; de plus, elle nous fera comprendre l’origine des effets Zeeman 
anormaux et compliqués. Sa probabilité s’en trouvera accrue d’au- 
tant plus que, malgré les efforts de nombreux chercheurs, aucune 
solution admissible ni de l’un ni de l'autre de ces problemes n’avait 
pu étre trouvée jusqu ict. 

Admettons (ce sera l’hypothése la plus simple) que le champ 
soit produit par un aimant, et supposons, par raison de symétrie, 
le corpuscule placé sur le prolongement de la ligne des pdles a 
une distance 7, du premier, 7, du second, et exécutant de petites 
vibrations dans un plan perpendiculaire a cette ligne. Soit p la 
charge magnétique d’un des pdles; la fréquence sera proportion- 
nelle au champ, pris au point ot se trouve le corpuscule, c’est-a- 


dire a 


soit A un facteur qui ne dépend que de la charge et de la masse 
du corpuscule; on aura: 


irequencGes—- vi u( = 7): 


2 ~2 
La Pr: 
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On reconnait déja la forme si curieuse des formules (1) a (4). 

Pour obtenir exactement les formules de ’hydrogéne, il suffira 
dés lors de supposer l’aimant composé d’un nombre arbitraire m' 
d’aimants identiques entre eux, de longueur @ chacun, posés bout 
a bout. De plus, l’aimant sera rattaché de fagon rigide a l’élément 
de surface dans lequel le corpuscule est assujetti a vibrer, au moyen 
d’un certain nombre de particules de mémes dimensions que les 
aimants, également posées bout a bout, mais non magnétiques. 
Les distances 7,, 72, seront alors des multiples de a, soit 7, = 74a, 
ry = ma, et les fréquences seront : 


Il suffit de choisir convenablement les constantes A, 2, @?, pour 
obtenir la formule (1) de Vhydrogene. 

En somme, il faut admettre que, dans les conditions ow il émet 
la série de Balmer, l’hydrogéne est susceptible d’états divers, cons- 
tituant en un certain sens des polymérisations, et résultant de ce 
quwun nombre plus ou moins grand d’éléments magnétuques et non 
magnétiques, dont il n’est pas nécessaire de préciser la nature, 
peuvent s’agglomérer entre eux en forme de chapelet rectiligne et 
s’attacher a l’atome d’hydrogéne. Ou, si l’on veut une image con- 
crete : prenons une barre aimantée et deux barres de cuivre de 
méme longueur; placons-les bout a bout. A Vextrémité cuivre du 
systeme, plagons une charge électrique convenable, et donnons-lui 
une légére impulsion; elle vibrera en donnant la raie Ha. Ajou- 
tons au bout de la premiére une seconde barre aimantée identique : 
nous obtiendrons H; une troisiéme donnera Hy, etc. 

Cette explication est-elle invraisemblable au point de vue des 
idées modernes sur la constitution de la matiére? On ne saurait le 
prétendre. Il est, en effet, facile, de bien des maniéres, de distri- 
buer lélectricité dans un corps de réyolution en rotation autour de 
son axe, de mamiére a le rendre équivalent a un aimant élémentaire. 
Des mouvements rotatoires ou circulatoires des charges électriques 
a lintérieur des atomes sont, d’ailleurs, indispensables pour expli- 
quer le magnétusme; les premiers sont les plus stables. D’autre 
part, les systemes qui émettent les spectres de lignes — et c’est 
encore lord Rayleigh qui a particuliérement insisté sur ce point — 


v 


doivent étre extraordinairement stables, sinon les lignes devien- 
draient diffuses. Si done on admet que latome chimique est un 
assemblage de divers éléments, l’hypothése de connexions rigides 
entre ces éléments sera particuliérement probable. Enfin, parmi 
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les diverses maniéres d’assembler un nombre variable d’éléments, 
une des plus simples et sans contredit de les poser bout a bout. 

Il est bien évident que toute hypothése particuliére sur la struc- 
ture des atomes, capable d’expliquer le grand nombre de lignes des 
spectres, paraitra plus ou moins improbable a premiére vue. On 
sen rend compte pour peu qu'on y réfléchisse. L’hydrogéne lui- 
méme, qu’on sera tenté de considérer comme le plus simple des 
éléments, posséde plusieurs spectres et émet des centaines de lignes 
de caractéres tres différents. On devra bien admettre que cette 
simplicité est trés relative, et s’estimer heureux d’y découvrir au 
moins des rapports géométriques simples et des forces connues, 
agissant suivant des lois simples, comme c’est le cas dans l’hypo- 
these qui nous occupe. 

D’ailleurs, on peut modifier notre systeme de diverses maniéres, 
éviter introduction des éléments non magnétiques, etc. Le point 
essentiel est que les vibrations sorent produites par un champ 
magnétique provenant de deux pdles susceptibles de prendre 
chacun, dans Vatome, un certain nombre de positions diffé- 
rentes, équidistantes sur des lignes droites. 

in généralisant ces hypothéses, on arrive a d’autres formules 
telles que (2), (3); il existera toujours une limite des vibrations, 
L’observation a donné ce résultat remarquable que le facteur N est 
le méme pour tous les corps. Cela exige, dans notre théorie, que 
non seulement le corpuscule vibrant, mais aussi les « aimants élé- 
mentaires », soient identiques pour tous les corps. On voit ainsi 
apparaitre, a cété des corpuscules, un deuxieme élément consti- 
tuant uniyersel de la matiére. 


IV. — Les effets Zeeman anormaux. 


On sait que ce sont précisément les lignes appartenant aux séries 
qui se décomposent, dans un champ magnétique, de la facon en 
eénéral la plus compliquée. On a compté quinze et méme dix-neuf 
composantes, et les distances de ces composantes sont trés souvent 


R. T2 
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entre elles comme des nombres entiers. M. Lorentz a tenté d’ex- 
pliquer ces décompositions en remplacant l’électron simple de Ja 
théorie élémentaire par des systémes a n degrés de liberté; et il 
faut autant de systémes qu’il existe de lignes spectrales. C’est donc 
la une hypothése trés compliquée; encore les décompositions ob- 
servées n’ont-elles pu étre interprétées, je ne dis pas physique- 
ment, mais mathématiquement, que dans un trés petit nombre de 
cas, et la loi des rapports rationnels reste inintelligible. Il en est 
autrement dans notre hypothése. Un systéme magnétique exécutera 
dans la plupart des cas, sous l’influence combinée du champ exté- 
rieur er du champ intérieur, beaucoup plus intense, des mouve- 
ments oscillatoires périodiques, développables en série de Fourier. 
Il en résulte, pour |’électron vibrant, des mouvements plus comph- 
qués, et le calcul montre que, w étant la période du mouvement de 
l’atome, la vibration sera décomposable en une somme de termes 
sinusoidaux, correspondant a des lignes de fréquence ¢)= mw, 
vo étant la fréquence primitive, et m un entier. On voit que les 
distances des composantes sont bien dans un rapport rationnel; 
leurs polarisations sont celles qu’exige l’expérience. Un électron 
nous donnera, en général, a lui seul, un nombre infini de compo- 
santes, dont quelques-unes seulement sont assez intenses pour étre 
percues; leur nombre dépend de la rapidité 4e la convergence de 
la série. Le phénoméne de Zeeman joue donc, dans cette ma- 
niére de voir, pour les mouvements rotatotres de l’atome, le 
réle dun analyseur harmonique. 


V. — Autres modes d’explication. Conclusions. 


Peut-on conclure de la que les vibrations des spectres en séries 
sont bien dues a des champs magnétiques intenses? Il est dans la 
nature des choses qu'une telle conclusion ne s'impose pas immé- 
diatement. Les vibrations d’un systéme ne suffisent pas a nous 
renseigner sur sa constitution. Pour simposer, !a théorie devra 
embrasser de facon simple ensemble des observations et les rat- 
tacher a d’autres domaines; les autres modes d’explication devront 
apparaitre Comme infiniment moins économiques pour notre pen- 
sée. Pour cela, il importe de les cultiver tous; aussi voudrais-je, 
en terminant cet exposé, parler de l'un de ces modes, le seul qui, 
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a Vheure quil est, mérite sérieusement d’étre pris en considération. 

On sait que les vibrations des corps élastiques, comme celles des 
séries spectrales, sont en nombre infini, et que leurs fréquences 
dépendent de certains nombres entiers qui sont les nombres de 
lignes nodales (figures de Chladni) ou de surfaces nodales caracté- 
risant chaque vibration. Pour une membrane rectangulaire, on a 


v2= am?+ bn?, 


a et b étant des constantes, m et n des entiers. Mais, a l’opposé des 
séries spectrales, lorsque m, 2 augmentent indéfiniment, il en est 
de méme dev. Cela résulte, en derniére analyse, de ce que les 
forces produisant les vibrations élastiques s’annulent a petite dis- 
tance. On pouvait se demander si d’autres forces, agissant suivant 
la lo1 de Newton ou d’autres lois, ne donneraient pas des formules 
du type (1), (2) et (3). Cette hypothése a été envisagée par |’au- 
teur de cet article, et, asa suite, par MM. Fredholm et Hadamard. 
Elle trouve son expression mathématique, non dans des équations 
aux dérivées, mais dans des équations intégrales, et il résulte de 
ces recherches que la loi du carré des distances, et une infinité 
d’autres, conduisent bien a une limite des vibrations. Malheureuse- 
ment, l’analogie semble s’arréter la. Car, pour obtenir effectivement 
les formules de l’hydrogéne (1) et (2), il faut admettre des lois 
d’une complication invraisemblable. Les équations intégrales sim- 
ples de M. Fredholm n’y sauraient conduire. Il ne suffit d’ailleurs 
pas qu’a une série spectrale on puisse faire correspondre une loi 
d’attraction; il faut que celle-ci ne soit pas troy nvraisemblable, et 
ne dépasse pas de beaucoup en complication la formule qu'il s’agis- 
sait d’expliquer. Le tait que les équations, dans cette hypothése, 
contiennent le carré des fréquences, n’est pas de nature a simplifier 
le probleme, et montre plutét la grande portée de la remarque de 
lord Rayleigh dont il a été question plus haut. Pour avoir des ex- 
ceptions, il faut des constructions compliquées. Enfin si, aban- 
donnant tout préjugé physique, on cherche simplement a satisfaire 
aux conditions mathématiqves du probleme, on est conduit a des 
systemes dont la vibration tondamentale seule rayonne de facon 
sensible; le rayonnement des harmoniques supérieurs est sensible- 
ment nul par l’effet des lignes nodales; ils ne seraient pas percep- 
ubles. 
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Pourtant, toutes ces hypothéses méritent d’étre étudiées avec 
soin, car, si elles ne s’appliquent pas aux lignes sériées, elles 
peuvent s’appliquer aux autres lignes, sur Varrangement desquelles 
nous ne savyons rien, ou aux spectres de bandes, dont les lois fon- 
damentales, données, on le sait, par M. Deslandres, présentent 
avec les lois des systémes vibratoires connus plusieurs analogies 
importantes, 

En somme, l’explication de beaucoup la plus simple des séries 
spectrales de Vhydrogeéne et d’autres corps consiste aattribuer 
ces vibrations a Vinfluence de champs magnétiques intenses, 
provenant de péles magnétiques distribués dans l’atome sut- 
vant des lois géométriques simples. L’énergie de ces systémes, 
il est important de le remarquer, est purement électromagné- 
tique. 


XII. 


UBER EINIGE ANOMALE ZEEMAN-EFFEKTE 


IM 


SPEKTRUM VON THORIUM. 


(BEMERKUNGEN ZU DER ARBEIT DES HERRN 
B. E. MOORE.) 


Phystkalische Zettschrift, to. Jahrgang, No. g, Seite 307-308. 


Die von Hrn. Moore (') bei Thorium beobachteten komplizierten 
Zerlegungen zeichnen sich durch einige bisher nicht bekannte 
Eigentiimlichkeiten aus, die ich im folgenden hervorheben miéchte. 

Wie Verf. gezeigt hat (?), entsprechen die bisher bekannten Zer- 
legungen, in der Skala der Schwingungszahlen y gemessen, den 
Formeln 


(1) y = Vo mw 
fiir die Schwingungen parallel zum Feld (p), 
(2) V = Vo w/e nw 


fiir die Schwingungen senkrecht zum Feld (s). 
Es sind w, w! zwei geeignete Konstanten, m, n ganze Zahlen, 
fiir die meist nur die Werte o, 1, 2 in Betracht kommen. Mit 


(*) Physik. Zeitschr., t. X, 1909, Pp, 297- 
(*) GEuvres, t. VIL, p. 98. 
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andern Worten, die beiden (s)-Gruppen entstehen aus der (p)- 
Gruppe durch eine geeignete Verschiebung derselben nach rechts 
und nach links. Wieviel Linien dieses (unendlichen) Schemas 
wirklich beobachtbar sind, und ob Liicken vorhanden, bleibt theo- 
retisch unbesummt. 

Im einfachsten Falle bestehen die Gruppe der (7) und die zwei 
Gruppen der (s) je aus 4quidistanten Linien, und der Abstand ist 
w fiir alle drei Gruppen. Auch bei Thorium ist dem so in der Mehr- 
zahl der Fille, insbesondere bei den Linien 4448,00; 4094,99: 
4086,71; 4019, 30; 3704,16; 3549,83('). Bei 3929,74 dagegen 
ist der Abstand der (s) (beob.: 0,28) genau halb so gross wie der 
der p-Komp. (beob.: 0,57; 0,55; 0,55); es ist jede zweite Lime 
des Schemas (1) zu schwach, um wahrgenommen zu werden, falls 
sie exisliert. Oder auch: es kommen in (1) nur gerade m, in (2) 
aber gerade und ungerade n vor. 

Bei 4297,49 hat n die Werte 0, 2, m den Wert 3; langere Ex- 
position wiirde wabrscheinlich die dem Wert m =1 entsprechen- 


dA : ; s 
den p-Komponenten n= = 0,26 hervorbringen. Die Abstande 
sind wie,1 zu 3. Bei $792,529 ist m= 06,3, == 1 20 secur ae 
Abstande verhalten sich wie 2 zu 3. 

Endlich bei 4142,87 verhalten sich die Absténde wie 3 zu 4, 
und zwar genau, wie die Koinzidenz der p und s bei 1,34 zeigt 
(Deobst"1, 341, 32,° 15905 1, 00 > eS ist =a, 0, nO ee 
Im Gegensatz zu den meisten andern Zerlegungen sind hier fiir die 
Darstellung nach der Rungeschen Regel und nach obigen Formeln 
dieselben ganzen Zahlen erforderlich, so dass diese Linie zwischen 
den beiden Gesetzen keine Entscheidung briigt. Dem ist stets so, 
wenn, wie eben bei 4142,87, eine der s-Komponenten die friihere 
Lage der Linie einnimmt: dann fordern die Formeln (1), (2) ein 
rationales Verhaltnis aller Abstande, womit der eine Teil der 
Rungeschen Regel erfillt ist. Ob die Abstande mit der « Normal- 


zerlegung » rational zusammenhingen, lasst sich zurzeit nicht prii- 


fen, weil die Unsicherheit des Wertes < der Kathodenstrahlen, 


1 ay foQ . 70° OV ons es A PB 9° . ‘ 
(7) Bei 4282,20; 4202,03; 4180,15; 4116,91; 406g, 40; 3434,09; 3338,00 sind die 
p-Komponenten aber aquidistant, von den s ist nur je eine gemessen worden, 
so dass eine Priifung dev Formeln nicht méglich ist. 


: 
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und somit der Normalzerlegung, noch zu gross ist. — Der ent- 
gegengesetzte Fall tritt bei 4086, 71 ein: es sind die Abstinde der 
s- baw. p-Komponenten untereinander : 0,883; 0,90; 0,89; 0,83; 
0,83; 0,85; sie sind aquidistant innerhalb der Fehlergrenzen, mit 
w = 0,863, m=1,3; n=1,3. Die innerste s-Komponente liegt 
aber nur um 0,16 vonder Nullage entfernt, so dass ein rationales 
Verhialtnis w’/w sehr unwahrscheinlich ist, und man bei Anwen- 
dung der Rungeschen Regel hier, wie in vielen andern Fallen, 
auf sehr grosse ganze Zahlen gefiihrt wird. Es ist méglich, dass 
diese Regel nur unter besonderen Umstinden, etwa bei speziellen 
Symmetrieverhiltnissen des schwingenden Systems, Geltung hat. 

Die Zerlegung von 3649, 90 lisst einen sicheren Schluss nicht 
zu; weitere fiir die Priifung der Formeln in Betracht kommende 
Linien hat Herr Moore nicht beobachtet. 


Gottingen, Februar 1909. 


XIII. 


SERIES IN THE BARIUM SPECTRUM. 


(Astrophysical Journal, Vol. XXIX, 1909, p. 243.) 


The previously unknown triplet series of barium has recently (‘) 
been discovered and published by F. A. Saunders. Very few terms 
of the series were observed, and since these were not represented 
by formulae known to be applicable to Mg, Ca, and Sr, the choice 
of lines may seem at first to be somewhat doubtful. The following 
remarks will, I think, serve partly to verify his results. 

The lines of the first subordinate series may be accurately repre- 
sented by either of the two following formulae : 


109 675 ,0 
| he ee 
(1) “ a 
TUS She ae 
m, 
Goh 
(2) sae soe 


[m+a+ B10-§(A —v)|]? 


which, as I have shown (?), serve to represent with great accuracy 
the series of other elements. In these formulae A, a, 6, a, and 8 
are constants; m a whole number, and vy the wave-number 
(per cm) in vacuum, 


For the strongest (and most completely observed) lines we 
obtain, for instance : 


(') Astrophysical Journal, t. XXVIII, 1908, p. 223. 
(?) Annalen der Physik, t. X11, 1903, p. 264. 
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Mines 3 4 5 6 i 
DGS mpaercrst sa eine is 5777;84 | 4489,50 | 4084,94 3895,2 3787 
v obs.....-- Ao. Jiggs Boe 17302,8 | 22268,1 2473,4 25665, 4 26 399 
BOT UNA \ievs wists ese 0,00 0,00 +0,02 +0,6 —0,0 


The differences are throughout smaller than the errors of obser- 
vation. In this case A = 28472; a=-+0,29581; b= —1, 4600. In 
the corresponding cases for Mg, Ca, Sr, the constant a+ 1 has 
the values 0,842, 1,090, and 1,229; the value for Ba, 1,296, fits 
in well with these. The alkalies furnish a progression which is very 
simular. 

The wave-number difference = 878, 0, divided by the square of 
the atomic weight (u) gives 47,0. 10-3, while the values for Mg, 
Ca and Sr are 68,8.10~*, 66,1.107%, and 51,5. to—%. As I have 
pointed out('), the quotient ps, calculated from the limits of the 


series, varies still less from element to element, 
tered Ss Es : eka: BO ee 
———._ = 0,1{6(Mg); 0,177(CGa); 0,157(Sr); 0,148(Ba). 


pe? 


Finally, the separations of the satellites of the strongest lines of 
the first members (n=3) vary approximately as the square of the 
atomic weights. This requirement is also fulfilled in this case. 
From these facts it is evident that the first subordinate series of Ba 
is correctly given by Saunders. 

The same conclusions hold for the first two triplets of the second 
oe 

+0 


subordinate series. Since the quotient . varies but little 


among the members of a group of chemically related elements, 
I have already (?) given a probable value of 0.825 for this number 
in the case of Ba. Granting that the limits of the two series are 
the same, we have left in the equation of the second subordinate 
series only a single constant, %, to be calculated. In the red and 
ultra-red, where the first term of the series must lie, only one 


(‘) OFuvres, IX, p. 141; X, p. 163. 
(2) Annalen der Physik, t. X11, 1908, p. 309; Inaug.-Diss. Auszug, Of uvres, 
I, p. 74. 
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triplet was found with the proper separations. If we use this to 
calculate a, the formula so derived leads to the second triplet given 
by Saunders to within 5 A., and this is a very small error when we 
consider that both the number 0.825 and the limit of the first 
subordinate series (!) are very uncertain. Thus both these triplets 
doubtless belong to the second subordinate series. If we now deter- 
mine A and « from these two triplets, we find }= 4248.4 for the 
strongest line of the third triplet, while Saunders gives 4239.91. 
The use of the formula therefore leads us to doubt the propriety 
of classifying this triplet (and those following) in the series. It is 
possible, as Saunders remarks, that the formula does not fit this 
series, notwithstanding the fact that it successfully represents the 
second subordinate series of all the elements; but further investi- 
gation of the missing lines of the triplets of this series must be 
made before the question can be definitely settled. 


Gottingen, January r1gog. 


(1) The formulae (1) and (2) represent, in general, the first subordinate series 
(especially of Ca) less exactly than the second; if only a few terms are known, 
and these only inaccurately, considerable errors in A may result. 


XIV. 


PLAQUES 


POUR LA 


PHOTOGRAPHIE DU SPECTRE INFRA-ROUGE 


(d’aprés le cahier de laboratoire de Ritz, 
par A. Cotton et Pierre Weiss). 


La Note des Comptes rendus publiée par Ritz le 16 juillet 1906 
et reproduite plus haut (IV, p. 88), ne renferme que des indica- 
tions générales sur les essais qu'il avait faits sur ce sujet a diverses 
reprises. Il les avait entrepris dans le but de rechercher lui-méme 
les raies d’émission de certains métaux que ses formules spectrales 
lui faisaient prévoir, et qui ont, depuis, été effectivement observées 
par d’autres procédés. 

La Note des Comptes rendus renferme |’essentiel des résultats 
concernant les premiéres expériences qui ont porté sur le procédé 
d’Abney. Ce physicien, en soumettant a la chaleur, dans des 
conditions conyenables, un collodion au bromure d’argent, avait 
obtenu une émulsion, caractérisée par une coloration bleue, 
par transparence, avec laquelle il a pu photographier le spectre 
solaire jusqu’a 1", 4 environ. Les expériences n’avaient jamais pu 
étre reproduites. Ritz qui y avait réussi, non sans peine, indique 
dans la Note pour quelles raisons surtout (') ceux qui avaient 
essayé avant lui avaient échoué. Mais il ne semble pas utile de 
chercher & compléter les indications données sur le procédé 
d’Abney dans cette Note. Ritz, en effet, a réussi a préparer, non 


(1) Les différences entre les diverses pyroxylines, et la viscosité du collodion 
variant par suite dans d’énormes proportions. 
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plus avec du collodion, mais avec de la gélatine, des plaques beau- 
coup plus sensibles et d’un emploi plus commode. 

Ses expériences sur ce sujet ont été interrompues au moment 
ou elles luiavaient donné les résultats les plus encourageants. Voici 
un procédé opératoire, extrait de son cahier de laboratoire. (Mai 
et juin 1900.) 

On prépare d’abord une solution de gélatine 4 10 pour 100 en 
faisant dissoudre (température 65° environ) 14% de gélatine de 
Winterthur dans 1408 d’eau. . 

On fait ensuite le précipité de bromure d’argent en pulvérisant, 
au moyen de l’appareil représenté figure 1, une solution de bro- 
mure dans une solution de nitrate d’argent. La pression était 
obtenue commodément au moyen d’une bombe d’acide carbonique 
munie d’un détendeur. 


1° Bromure de zines e...-- 18,90. 
Hanes cts teece oe orate cater 30cm’, 

oosINittaterdcarmentrerreygetet 38 
Haungsetrat pet ct mene creer 3socm* 


(Dans cette expérience il y a donc un léger excés de nitrate 
d’argent.) 

La pulvérisation faite, on maintient pendant to minutes a ane 
température de 40° a 50°, on lave, puis on émulsionne le précipité 
a la température de 40° en l’ajoutant a35°™ de la solution de géla- 
tine, de sorte que le volume total soit d’environ 40™. On ajoute 
0,2 (') de bromure d’ammonium. On porte pendant 15 minutes a 
une température comprise entre go° et 100°. On laisse refroidir 
pendant 5 henres, on coule sur la plaque et on laisse sécher pen- 
dant 12 heures. 

Dans le cahier de laboratoire dont est extrait ce procédé, il n'y 
a pas de renseignement sur la teinte de l’émulsion aprés le muris- 
sage, c’est-a-dire dans les conditions ott Ritzl’employait; d’aprés sa 
Note aux Comptes rendus il semble que le bromure précipité a froid 
par ce procédé était bleu par transmission. D’aprés le cahier, 
Vémulsion aussit6t aprés sa préparation a 40°, n’était pas bleue 
mais grise, tirant plus ou moins sur le rose. 


(') Grammes ou centimétres cubes d’une solution titrée? 
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Aprés 5 minutes d’exposition 4 un spectre donné par rane lampe 
Nernst et un prisme a vision directe, il obtenait une impression 
qui allait jusqu’a la limite d’action de Vinfra-rouge sur un écran de 
sulfure de zine phosphorescent. La phosphorescence est détruite 
par les rayons infra-rouges de longueur d’onde inférieure a 14,4 ou 
1#,5, nombres donnés par Becquerel et adoptés par Ritz. C'est 
cette limite qui est indiquée en M dans la figure 2, dans laquelle 


MIS Hike 


7 Nitrate d argent’ 


~< Presstow 


les deux doubles traits verticaux R représentent deux repéres en 
fil métallique quise marquaient par leur ombre sur la plaque. / est 
la limite de sensibilité des plaques panchromatiques Lumiere. 

Comme Ritz l’indique dans sa Note aux Comptes rendus, ila 
aussi préparé le bromure d’argent, par le méme procédé de pulvé- 
risation, avec des solutions alcooliques : 


ni) J RORMONE Cl ANG oo acoee 1*, go. 
AN COOLT Rarocore nih tae Toe 

DemINituALe dra neenit crisper. 3,08. 
Balt envaietne nection sto Sone 
INGO Ol Ricercstcneu ee oieate eters TO 


Le reste de la préparation a été fait exactement comme ci-dessus. 
La sensibilité semblait s’étendre un peu moins loin que dans la 
préparation a l’eau (2™™ dans la figure 2). 

Au moment ot il interrompit les expériences, Ritz considérait 
que les deux recettes ci-dessus contenaient une solution du pro- 
bléme. Il pensait qu'elle devait encore étre perfecuonnée en 
remédiant au défaut du voile, par les procédés habituellement em- 
ployés a cet effet. 

Il se proposait aussi de varier d’une facon systématique les 
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conditions de cette préparation. On a vu quwil faisait la pulvé- 
risation de la solution de nitrate dans celle de bromure. Il se pro- 
posait d’essayer l’inverse. Les liqueurs employées correspondaient 
A un exces de nitrate, il fallait essayer un exces de bromure. I] 
restait aussi a yoir si exces d’un des réactifs est utile pendant le 
chauffage, s'il ne serait pas avantageux de laver le précipité avant 


Fig. 2. 


ace ds SPCLPe DUS ees = 
rouge vert’ blew pvolet 


| we 
Lunute de l action sur le 
sulfure de xine phosphorescent 
et les plaques de Ritr. 


de le chauffer pour la premiere fois, de laisser refroidir avant 
V’émulsification, etc. 

Quelques semaines plus tard, aprés la lecture de deux Mémoires 
de Stas (Annales de Chim. et de Phys., 4° série, t. XXV, 1872, 
p. 22 et 5° série, t. III, 1874, p. 145 et 289), il semble avoir cru a 
la possibilité d’en déduire une préparation plus rationnelle et sim- 
plifigée des mémes plaques et, peut-étre, d’augmenter leur sensi- 
bilité, 

Stas avait établi que le chlorure d’argent sous ses deux états, 
floconneux et grenu (cristallin), posséde des solubilités différentes 
et des sensibilités a la lumiére différentes (vocr notamment le’ 
premier Mémoire de Stas, p. 44); le bromure d’argent, quoique 
moins soluble dansleau pure, peut étre obtenu aussi sous ces deux 
états. Ritz estumait que c’était la variété grenue (ou cristalline) 
quwil fallait obtenir. C’ est pourquoi il songeait notamment a pren- 
dre du bromure préparé avec des solutions concentrées, le laver, 
le mettre en présence d’une grande quantité d’eau en agitant 
énergiquement, puis a le soumettre a une cuisson prolongée dans 
un bain d’eau bouillante, ou méme a lautoclave et au besoin, 
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comme l’ayait fait Stas pour le chlorure d’argent, 4 des alterna- 
tives de chauffe et de refroidissement. On émulsifierait enfin le 
bromure amené a l’état voulu. 

L’idée de la résonnance électromagnétique des grains de bro- 
mure layait guidé dés le début de ses recherches sur les plaques 
photographiques. On a émis, comme on sait, cette hypothése de 
la résonnance pour expliquer la coloration de certaines solutions 
collordales métalliques renfermant des particules ultramicro- 
scopiques. Ritz paraitavoir admis que si des particules de bromure 
dargentsont 100 a 1000 fois plus grandes que les particules d’argent 
métallique en résonnance avec les mémes ondes, cela tiendrait a ce 
que la conductibilité superficielle est aussi 100 4 1000 fois plus 
petite. 

Le controle de cette hypothese lui paraissait accessible a l’expé- 
rience, en mesurant, soit directementou par leur vitesse de chute, 
la grosseur des grains. 

Peu aprés, ses reflexions ont regu une impulsion nouvelle par 
la lecture des Mémoires de J. Perrin sur L’Electrisation de 
contact et les solutions colloidales (Journal de Chimie phy- 
stque, t. II, 1904, p. Gor et t. III, 1905, p. 50). ILavait joint a ses 
notes photographiques des extraits de ces Mémoires et semble 
avoir espéré y trouver le moyen de pénétrer plus avant dans le 
mécanisme de la sensibilité du bromure, comme le montre la 
réponse suivante qu'il fit 4 une demande de publication plus 
complete : 


’ Sion, 20 mars 1906. 


... Je ne suiyrai sans doute pas votre conseil de rédiger mes 
procédés photographiques. Le clou manque encore, ce serait 
Vaffaire de quelques expériences qui fermeraient le cycle en forti- 
fiant toutes les autres conclusions et expériences, le procédé de 
Burbank (') combiné avec le mien, et lionisation démontrée étre 
le facteur essentiel de cette transformation du bromure. J’ai 
horreur de publier des choses mal finies. . . 


(') G. Meyer, Physikal. Zeitschr., t. 1, 1900, p, 6. 


ee 


UBER EINE NEUE METHODE 


ZUR LOSUNG GEWISSER VARIATIONSPROBLEME 
DER MATHEMATISCHEN PHYSIK. 


(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. CXXXYV, p. 1-61.) 


EINLEITUNG. 


Die Randwertaufgaben der mathematischen Physik erfordern 
durchweg die Darstellung endlicher, stetiger Funktionen in vor- 
geschriebenen endlichen Bereichen. Nur ausnahmsweise gelingt 
hier eine Entwickelung nach Potenzreihen, und noch seltener ist 
dieselbe im ganzen Bereich numerisch brauchbar. Endlich schei- 
tert, selbstin Fallen, wo die Entwickelung prinzipiell miglich ware, 
ihre Berechnung haufig an dem Umstand, dass sie die Lisung 
unendlich vieler linearen Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten erfordert. Sehr viel besser eignen sich Entwickelungen 
nach Polynomen, Fouriersche Reihen usw. fiir die Darstellung 
einer reellen Funktion ww (xv, y,...)ineinem gegebenen Bereich, 
da hier fiir die Konvergenz im ganzen Bereich nur Eigenschaften 
der Stetigkeit usw. gefordert werden, die bei den Randwertauf- 
gaben meist erfillt sind. Bei numerisch gegebenem w bietet die 
Bestimmung der Koeffizienten eines Polynoms (7, = ay) + a, 7+... 
von gegebenem Grade n, derart, dass w, als Approximation yon 
velten kénne, keinerlei Schwierigkeit, und es kann die Genauig- 
keit ber geniigend grossem n unbegrenzt gesteigert werden. Ist 
aber w als Integral einer Differentialgleichung, unter gewis- 
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sen Nebenbedingungen, definiert, so gelingt die Berechnung 
der Koeffizienten @; zunachst nur in dem sehr speziellen Fall, wo 
eine Integration durch rasch konvergente Potenzreihen miglich 
ist. Es erhebt sich die Forderung, die angendherte Darstellung 
des Integrals im ganzen vorgeschriebenen Bereich durch ein 
Polynom von gegebenem Grade n auch in diesem Falle allge- 
mein durchsufiihren, in der Art, dass bet wachsendem n die 
Genauigkert unbegrenst wachse, so dass schliesslich eine 
Enitwickelung des Integrals nach Polynomen resultiert. 

Dabei wird man rv klein wahlen kinnen, falls die Erfahrung 
uns z. B. zeigt, dass die gesuchte Kurve nur schwach gekriimmt ist. 

Auch Fourier-Reihen usw. kénnen brauchbar sein; allgemeiner 
kann man meist derartige Funktionen 4,, Ways welias aoe angeben, 
dass die etwa durch Beobachtung bekannte Funktion von z, y,... 
in der Form 


(1) Wn = Vot a, 41+ agbot+...+ ann, 


auch wenn vr klein bleibt, durch geeignete Wahl der unbe- 
stimmten Koeffizienten a; mit geniigender Genauigkeit dargestellt 
werden kann. Wieder stellt sich die eben fiir Polynome aufge- 
worfene Frage ein. 

Gegenstand dieser Abhandlung ist die Angabe einer Methode 
sur Bestimmung der a; unter der Voraussetsung, dass es sich 
um ein Variationsproblem handle, eine Forderung, die ja bei 
einer grossen Anzahl physikalischer und mechanischer Probleme 
erfiillt ist. Kann, bei geeigneter Wahl der U;, die Genauigkeit mit 
wachsendem n unbegrenzt gesteigert werden, so ist damit die 
Integration des Problems, und zwar in einer fiir die Anwendung 
besonders brauchbaren Gestalt, geleistet. 

Beschranken wir uns zunichst auf eine unabhangige Variable 
und ist 


b 
(2) J =f JS 2, 5 0, 0,2 150 da 
a 


das zu variierende Integral, so lisst sich das Verfahren zur 
Berechnung der a; in folgender allgemeiner, wenn auch zunachst 
noch etwas unbestimmter Form aussprechen : 

Man setze den Ausdruck (1) von Wn in fan Stelle von w; 


\ 


dann wird das Integrateine bekannte Funktion Sy (ay, d,.-+) An) 


Q 


R. 13 
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der aj, die x nicht enthalt. Man bestimme die a; so, dass J, ein 
Extremum werde, also aus dem Gleichungssystem 


OI n Hie aS n 
(3) Jay = 0, Ody oilers Oa; 


Es ist dabei yorausgesetzt, dass die i; so gewahlt sind, dass w, 
die vorgeschriebenen Nebenbedingungen, soweit dieselben sich 
nicht aus der Variation selbst ergeben ('), fiir jeden Wert der a; 
erfiillt. Liasst das System (3) eine und nur eine Lésung 


(2) n) (72) 
oA 


QO, OPE 7, os Oe FA Ost 


De 


(4) Ont = Uy a Uy ag Yet... aU, 


die bestmégliche Darstellung von ww, falls man als Mass der 
Genauigkeit das Integral J selbst betrachtet. Dieses wird in der 
Tat bei der angegebenen Bestimmung der a; miglichst wenig von 
seinem exakten Minimal- oder Maximalwert J‘) abweichen. Da 
bei physikalischen und mechanischen Problemen J in einfachem 
Zusammenhang mit wichtigen Gréssen, namlich der potentiellen 
und kinetischen Energie steht, z. B. im Falle des Gleichgewichts 
gleich der ersteren ist, so ist es wohl berechtigt, diese fiir den 
Vorgang wesentliche Grisse als Mass des Gesamtfehlers zu 
betrachten. 

Die vorausgesetzte Beschrinkung auf ene Variable x und auf 
eine unbekannte Funktion » ist natiirlich ganz unwesentlich, und 
es erweist sich, wie man im folgenden sehen wird, diese Methode 
der Bestummung der a@; sowohl theoretisch wie auch praktisch als 
eine durchaus zweckmassige. 

Bei den Randwertaufgaben der mathematischen Physik handelt 
es sich meist um lineare Differentialgleichungen. Es ist dann J, 
eine Funktion zweiten Grades der a; und die Gleichungen (3) 
werden linear. In allen Fallen, wo unter dem Integralzeichen J 
eine definite Form steht, — wie dies insbesondere bei Gleichge- 
wichtsproblemen, beim Dirichletschen Problem usw. der Fall 
ist — existiert eine und nur eine Lésung des Systems (3). Die 


(") Zu dieser letzteren Art von Bedingungen gehéren z. B. die an den freien 
Rindern einer elastischen Platte zu erfiillenden Gleichungen, wie aus der 
Kirchhoffschen Theorie hervorgeht. 
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Werte eines solchen Integrals besitzen fiir alle den Bedingungen 
genugende Funktionen eine obere oder untere Grenze, ob sie 
wirklich erreicht wird, bleibt zunichst unbekannt. Bildet man 
nun die sukzessiven Approximationen , = bo + aid; 
Wo =o +a, b, +a) by usw., und die entsprechenden Mini- 
malwerte Ji”, JS’, J?,...., so bilden die letzteren eine immer 
ab- oder immer zunehmende Reihe von Zahlen, die gegen eine 
bestimmte Grenze konvergieren. Es zeigt sich, dass die Existenz 
dieser Grenze hinreicht zum Beweis, dass die w,, oder gewisse 
liber diese Funktionen erstreckte unbestimmte Integrale, im 
ganzen gegebenen Bereich gleichmdssig konvergieren. Diese 
Konvergenz findet selbst dann statt, wenn die 4; z. B. gerade 
Funktionen sind, wahrend die gesuchte Lisung eine ungerade 
ist: in diesem und ahnlichen Fallen konvergieren die w, gegen 
eine andere Grenzfunktion. Besitsen aber die 4; die oben 
erwdhnte Kigenschaft, dass sich ede beliebige Funktion w, 
die den gestellien Rand- und Stetigkeitshedingungen geniigt, 
durch einen Ausdruck der Form (1) beliebig angendhert 
darstellen ldsst, nebst einer bestimmten Anzahl threr Ablet- 
tungen, so konvergteren die Wn gegen die gesuchte Lésung.Der 
Beweis dieses letzteren Satzes stiitzt sich im wesentlichen auf die 
von Herrn Hilbert (') gegebene neue Variationsmethode. 

Die angegebene Methode sukzessiver Approximationen lehnt 
sich also aufs engste an das sog. Dirichletsche Prinzip an; m 
allen Fallen, wo sie anwendbar ist, gibt sie einen Bewwers dieses 
Prinzips, da die hier getroffene besondere Auswahl der Funk- 
tionen, durch welche das zu variierende Integral J immer kleiner 
gemacht wird, wie oben bemerkt, einen Konvergenzbeweis 
ermoglicht. 

Die numerische Durchfiihrbarkeit und der praktische Wert der 
Methode hangen wesentlich von einer geeigneten Wahl der 4; ab, 
die natiirlich durch die Resultate des Experiments oft sehr 
erleichtert werden kann. In den von mir berechneten Beispielen 
(s. unten) sind sie durchaus befriedigend. 

Die Erlauterung dieser notwendigerweise etwas unbestimmten 


(‘) D. Hinpert, Ueber das Dirichletsche Prinsip. (Festschrift der Kgl. Gesellsch. 
der Wissensch. su Gottingen, math.-physik. Klasse), Berlin, rgot, p. 17 ff. 
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alleemeinen Betrachtungen geschieht am besten an Hand einiger 
spezieller Probleme; dabei wird sich gleichzeitig zeigen, wie die ; 
zu wahlen sind, damit den Rand- und Stetigkeitsbedingungen 
geniigt wird. 

i°. Als erstes Beispiel geben die §§ 1 bis 413 die allgemeine 
Losung der bisher nur in sehr speziellen Fallen behandelten 
Aufgabe, die Deformation einer ringsum eingespannten, 
urspriinglich ebenen elastischen Platte von gegebener Gestalt 
unter der Einwirkung gegebener Druckkrafte zu berechnen. 

Es ist dies Problem aguivalent mit der Integration der Differen- 


ualgleichung 
O* Vv oO ( o* (Py 
Se ee SS NS 
Ox ag Ox? oy? oy* I ( ee 
Ow 5 ; 
wo f gegeben und am Rande w =o, sy =O vorgeschrieben ist 


(n = Normale zum Rande). 
2° § 13 und § 14 enthalten die Lésung des Durichletschen 
Problems in seiner klassischen Form. Es soll die Gleichung 


. . w 
Aw=o unter der Voraussetzung der Stetigkeit yon «, a 


CG) : aE. me : 
a und bei gegebenen Randwerten ww erfiillt sein. 


Die Beschrinkungen, die hierbei der Gestalt der Randkurve 
und den gegebenen Funktionen f, « auferlegt werden miissen, 
sind sehr allgemeiner Natur und fiir die Anwendungen durchaus 
unwesentlich. 

3° § 15 enthalt die Anwendung der Methode auf geméhnliche 
lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffisienten, 
die aus einem Variationsproblem entspringen, wobei die Werte 
des Integrals und eventuell einiger Ableitungen an den Endpunkten 
des Intervalls a... b vorgeschrieben sind. 

4°. Endlich zeigt die Anwendung auf die schwingende Saite, 
§ 16, dass auch in Fallen, wo der oben angedeutete Konyergenz- 
beweis versagt, die Methode numerisch sehr brauchbar bleibt und 
sich zur Berechnung z. B. Chladnischer Klangfiguren usw. wohl 
eignet. 

In der Mechanik werden bei Anwendung des Hamiltonschen 
Prinzips auf ein endliches Zeitintervall die Gleichungen (3) im 
allgemeinen nicht linear, und die Berechnung héherer Approxi- 
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mationen ist dadurch sehr erschwert. Kennt man aber eine genii- 
gend angeniherte Lisung, so wird man in diesem, wie auch in 
andern Fallen, die Methode nur auf die Berechnung der 
Korrektionen anwenden und sich dabei auf die quadratischen 
Glieder in der Entwickelung von J, (a,, @2,..., @) in der Um- 
gebung der Nullwerte der Variablen beschrinken kinnen. 

Sind geeignete Bedingungen im Unendlichen vorgeschrieben, 
die von den 4; erfiillt werden, so dass das iiber ein unendlich 
ausgedehntes Gebiet erstreckte Integral J und die J, endlich blei- 
ben, so kann die Methode ebenfalls angewendet werden. 

Es ist wesentlich zu bemerken, dass die 4; in verschiedenen 
Gebieten verschiedene analytische Funktionen sein, bzw. durch 
verschiedene Ausdriicke gegeben sein kénnen, falls nur auf der 
Grenze zweier solcher Gebiete gewisse Stetigkeitsbedingungen 
(stehe z. B. § 2) erfiillt sind. Hierin liegt fiir die Anwendung auf 


experimentelle Ergebnisse unter Umstanden eine grosse Erieich- 


5 
terung. 


Deformation einer am Rande eingespannten elastischen Platte 
unter dem Einfluss eines gegebenen Normaldrucks. 


iui 
Wir behandeln zunachst das Problem der Integration der 
Gleichung 
as dbw kw 
(5) AAw = — = ~=f(ay 


Oat + Ontoy? Oy* 


wobei auf dem Rand L des gegebenen Gebiets R die Bedingungen 
zu erfiillen sind 


(6) wd, 


und die Endlichkeit und Stetigkeit von und seinen Ableitungen 
bis zur 4. Ordnung in R und auf L gefordert wird. 

Das Problem reduziert sich, wie man ohne weiteres einsieht, 
darauf, das Integral 


(7) jaf f[Saer-sa v6] ds, 
R 
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welches iiber die ganze Platte, d. h. das ganze Gebiet R zu 
erstrecken ist, unter den erwahnten Bedingungen zu einem Mini- 
mum zu machen. Es ist bis auf einen konstanten Faktor J die 
potentielle Energie der Deformation (') und f der auf die Platte 
pro Flicheneinheit ausgeiibte Druck. Von f setzen wir voraus, 


Of sf 


dass es endlich und stetig ist, und dass ot ae endlich sind. 


Die Ausdehnung der Greenschen pls Nee die Gleichung (5) 


hat Mathieu (?) gegeben. 
Sind U, V zwei im Gebiete R nebst ihren Ableitungen bis zur 
dritten Ordnung inkl. stetige Funktionen, so gilt 


i foo AAV — V AAU) dS 
R 


= f(a ee vat) as, 
on on on 


wo n die iussere Normale der Berandung L bedeutet. 
Es sei (a, 6) ein Punkt im Innern von R und 


r= Vea (y— bo); 


wir setzen V =r? logy. Diese Funktion spielt hier dieselbe Rolle 
wie log7 in der Potentialtheorie. Dann ist 


—8rU(a,b)= a [ rtlogr Aau ds 


= ff os _OAU _ or? logr) vy 


on on 


J Jlogr 
+4 pepe wer bo u| ds. 


on on 
Ist also 
x, oU 
AAU = f(r, ¥), UP So) <a =) EEN 


(1) Der Kirchhoffsche Ausdruck fiir die potentielle Energie der Platte enthalt 
allerdings noch ein weiteres Glied, welches aber, wie zwei sukzessive partielle 
Ow 

Integrationen zeigen, im Falle « = 0, oer identisch verschwindet. 
n 
(*) Maruieu, Journal de Liouville, t. XIV, p. 378, 1869; Théorie du potentiel, 
Kap. III, p. 70; Paris, 1890; vgl. auch W. Voiet, Kompendium der theor- 
Physik, t. I, p. 206, Leipzig, 1895. 


D> 
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so gilt 


a es 


) log 
Ie fs Woe 0 ahs dAU loge ae 
L On on 2 


Ist (a, 6) ein innerer Punkt, so kann man das Linienintegral 
beliebig oft unter dem Integralzeichen differentiieren; das Flachen- 
integral kann dreimal ebenso differentiiert werden, ohne dass 
seine Konvergenz im Punkte (a, 6) aufhért. Um Derivierte 
héherer Ordnung zu erhalten, kann man eine Methode von Rie- 
mann (') verallgemeinern : 


Es ist 


mf frrbogr fey) dS = J [arbesr. sas 
=f [Rr bog) fas 


=-[r logr f_cos naw ds + I [rrtogrsZas, 
JL 


of 


wobei ~ endlich und / stetug sein muss. Durch Wiederholung 


dieser Transformation erhalt man den Satz : 


‘ls - g dlicl 

enn Seren ieee pas 2) = SOW Oe apa) Tae ihe 
x ° OUrY, 

und stetig sind — ot braucht nur endlich zu sein — so erhalt 


OLY OV 
man auf diese Weise die entsprechenden Ableitungen yon 
U nach a und 6; ferner kann man von jeder so berechneten Ablei- 
tung noch die Ableitungen erster, zweiter und dritter Ordnung 
durch Differentiation unter dem Integralzeichen, ohne Transfor- 
oUP+4 
Ox? 0y4 
endlich, wenn pSp +3; qivt3;pt+qs by 3 sind. 

Man hat ebenfalls 


if AV 3 = i f vaau ds + lot wv) as. 


SN 


mation, erhalten. Alle Ableitungen sind stetig und 


(1) Riemann, Schwere, Elektrisitat u.Magnetismus, herausgeg. von Hattendorf. 
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Wendet man dies auf die Variation von J an 


6) ai [caw dAw — f dw) dS, 
i 


wobei U = w, V = Gw zu setzen ist, so ist auf L wegen w =o. 
080 
on 


On} =f [ (sse—syew ds, 


also die Gleichung (5.). Jede Lisung dieser Gleichung entspricht 
offenbar einem wirklichen Minimum von J. 

Ferner besitzen die Werte, die J fiir beliebige, den Stetigkeits- 
und Randbedingungen geniigende Funktionen « annehmen kann, 


Ow 


=O auchst (== 0, =o, undesergibt sich 


on 


eine untere Grense (die méglicherweise allerdings nicht wirklich 
erreicht wird). Denn setzt man 


E , 
w(a,b) = 01+ a, Ut trae [ [loge flay) a3, 


I ; OAw dw 
Jo= f f | 2 (amy ) s+ [ (w Ses ne 
Dea F. a 4, )2?— fw, 4 : ce aa = Aw ) ds, 
h 


L 


so ergibt sich 
AAw,=0 


und auf L: 


, =— Ws, —— 


Somit wird der Ausdruck 
(Aw, )? (Aw, )? ; 
A = i [| — a = + Aw, Ams — f( y+ w2)] ds 


wegen 


gleich 
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Somit ist J 2 Jo, womit die Existenz einer unteren Grenze nach- 
gewiesen ist. 
Die Lisung von (5) unter den gegebenen Bedingungen ist 
eindeutig bestimmt, da die Diflerenz zweier Lisungen w, w’! er- 
geben wide . 


AA(w — w')=0, w—w'=o, fastens? seq auf L, 


woraus durch Multiplikation mit  — «’ und Integration 


f fis 9) al Se 


Es ist somit A (w — w’) =o in R, und daw—w'=o0 auf L, 
ist tiberall « — ow’ — o. 
Ich beschliesse diese vorbereitenden Sitze durch die Bemer- 


0 
kung, dass aus = 0 auf L folgt = = os undida auch — = 6780 
wird 
0 Ow Ox 0 
a eS ER xr) + —cos(s, a)) ==), —— =oraul 1. 
Ox on Os oy 
5 2. 
Sei 


vil(z, y), a(x, y¥), sisi Un( 2,7), 


eine unbegrenzte Reihe yon Funktionen, die folgenden Bedin- 
gungen genugen : 

Sie sind in der ganzen Ausdehnung der Platte R und auf 
deren Rand LZ eindeutige endliche und stetige Funktionen von x 
und y. Gleiches gilt von ihren Ableitungen der Form 


om+n 2 
Ox” Oy" (i SO, SG OI 1  ))h 
die im folgenden eine wichtige Rolle spielen und die wir abktir- 


zend als Hauptableitungen bezeichnen. 


0 
meant last furjedes 2, 4; == 0, hive 
on 


3°. Sei ¢- eine beliebige nebst ihren Hauptableitungen endliche 
und stetige Funktion, welche tiberall gleich o ist ausser in einem 
Rechteck 9, welches ganz innerhalb R liegt, und dessen Lage und 
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Grisse willkiirlich bleiben. Wir setzen voraus, dass man die 
Koeffizienten a; und den Index mim Ausdruck 


Cm (2, ¥) = yy + teat... tin Vins 


so wihlen kann, dass £—{,, und seine Hauptableitungen in R 
und auf L dem absoluten Werte nach kleiner bleiben als eine 
willkiirlich gegebene Grisse ¢. Man kann also eine Reihe 
Si, Sa,.--, Sm... von Funktionen angeben, die gleichmassig in R 
eegen C konvergieren, ebenso wie ihre Hauptableitungen. (Diese 
Annahme fordert also, dass die 4, die Eigenschaft der Polynome, 
Fourier-Reihen usw. besitzen, eine willktirliche Funktion dar- 
zustellen. ) 

4°. Eine Summe der Form {,, kann nur dann in R itberall 
identisch verschwinden, wenn a, =, —=...—=a,—0. 

Es wird unten gezeigt werden, wie bei gegebener Berandung 
die bekannten Eigenschaften der Polynome, Fourier-Reihen usw. 
es gestatten, solche Funktionen 4; zu bilden. 

Um nun die gesuchten suksessiven Appreximationen zu 
erhalten, haben wir nur den Ausdruck 


P pp, = ay Uy+ AyYo+. eet AamVm 


an Stelle von w in das Integral J zu setsen; sei 
ea iin : as 
(8) In= [ [5 dem) firm a. 


dann ist J, eme Funktion zweiten Grades der a;, die von 2, 


y unabhangig ist, 
223 mm m 
Ima= vy ¥ s 
vn = Ang Ap Ag — ag Ag, 
1 1 1 


» 


(9) POT Sg Di / f Av, Avg dS = | | AAYp. Yq dS 


K R 
=| [| Added a8, 
e R 


(10) yy fi { f(xy) bp a8. 


. » 
R 
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Wir wahlen die a; in der Weise, dass Jm(a,, ao, ... Am) ein 
Minimum wird, so dass also 
m 


(11) dpe ap =e, (q == Da. nolan £0) 


p=1 


Die quadratische Form 


m2 m 
I 
Q =>) dere ap ag = — f [demas 
{4 a 


ist stets positiy und nur dann gleich Null, wenn Aw, =o in R, 
also, wegen ™,—=o auf L, wenn «, identisch gleich Null ist. 
Daraus folgt nach 4°, dass a,, @, ..., @m samtlich verschwinden 
miissen, falls Q =o sein soll. 

Da nun J,,, wie wir gezeigt haben, eine untere Schranke J, 
besitzt, so folgt, dass J, ein Minimum fiir ein eindeutig be- 
stimmles Wertesystem der a; erreicht, die Gleichungen (11) 
also stets und nur in einer Weise lésbar sind, d. h., dass ihre 
Determinante von Null verschieden ist. 

Es seinebenbei bemerkt, dass auch in Fallen, wo J» (a,, @2,---; Am) 
eine allgemeinere analytische Form hat, das Minimum, falls es 
existiert, nach einem bekannten Satz auch wirklich erreicht wird, 
so dass sich bei einer endlichen Anzahl von Parametern nie die 
Schwierigkeit einstellt, die dem Dirichletschen Prinzip, wo die 
Anzahl der Parameter als unendlich betrachtet werden kann, 
anhaftet. ‘ 

Sei d' das totale Differential von in bezug auf die a;, und 


WW 
Cm = ; Ap», 
1 


wo die A, willkiirlich sind; dann kann man dap =e. Ap setzen 
(¢ = unendlich kleine Groésse), so dass 


7 
A Wm = elm 


ein Ausdruck von derselben Form wie , ist. Es ist 


mm 


fo dl = pa day=o= ff (am dd! Wm — fd wm) a, 


ap 
1 
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woraus, wegen der yon den 4; erfiillten Grenzbedingungen, und 


unter Weglassung des Faktors ¢ folgt 


(13) o= ff (sen Atm--f Cm) aS 


oder auch 
(14) o= ff (sem—S bn a. 


Setzt man insbesondere 6, = Wm, so gibt (13) 


i [ (Aen)? fen] Weng 
< 
so dass, nach (7) 


(15) Minding =J=— > fi f (Amn)? aS. 


Ebenso wicd man eine neue, dem Index m+n>™m ent- 
sprechende Approximation finden, mit einem neuen Wertsystem 
a. der a;. Ist 

Aan— Ap=e, (fora hy ong PY. 
Bp = Ep fir p=m+i+...+m+n, 


m+n m+n 


Pmtn— Pm = Omn= : Ep Vn, Cpe S App, 
1 


fl 


so gilt ebenso fiir das neue Minimum J \°? 


m+n 


: ( a 
(16) eRe —— i f E (AM » == AOmn)?— f( Yn Pmn } ds 


; [ 
= p+ ff [sen AO mn + a (Senn)? — Fenn ds 


>= [ [ (an + Admn) AGn+n — omen] ds. 


. und 


Setzt_ man in letzterer Gleichung insbesondere .A', = <p), 


. : male : : 
d. h. Smyn = mn; 80 folgt eine neue Gleichung, welche, in (16) 
eingesetzt, ergibt 


~ 1 
(17) Tithe =I — 5 ff (a¢mnyt ds. 


R 
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Die Gréssen J/°, Jj°,... bilden also eine nie zunehmende, 
unbegrenzte Zahlenreihe, wie a priori zu erwarten war. Da sie 
aber grisser als J, bleiben, besitzen sie eine Grenze J‘ 2 Jy, und 
man kann eine Zahl M so bestmmen, dass, wenn m>M und7 
eine noch so kleine, vorgegebene Zahl ist, fiir jedes n 


(8) 2132%a— IP] = ff (Apmn)? dS <n. 


Aus dieser Ungleichung liasst sich nun die Konvergenz unserer 
sukzessiven Approximationen ableiten. 


(oa) 
Se) 


Ist 


Smn 
Gy 


Be Nine 


so ist nach (18) 
(19) f foe ONS) Mi, 
ik 
Es ist aber identisch 
(20) 9(a, b)=— — [ [togr seas 
[r?= (2 —a)?+(y—b)?] 


fiir jeden inneren Punkt, weil das Zusatzglied 


welches im allgemeinen hinzukommt, hier gleich Null ist wegen 
Oo 


wi 0, os =o auf L. Sei D das Gebiet, in welchem|log r|S|Ag|, 
7 Tv 


und D’ dasjenige, in welchem |Aol< logr (letzteres enthalt den 
Punkt ab), dann ist 


anlel<f fllogrilagias< fi fag as+ ff (osryas 
ae D sh 
<a ff @oras+ if [ogtras. 
aoa he 


Das letzte Integral ist konvergent, wie man durch Einfiihrung 
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von Polarkoordinaten sieht, wobei r log? r fiir 7 = 0 gegen Null 
konvergiert; es hingt von (a, b) ab; ist K sein grésster Wert in ie 
so wird endlich 


I+k 
lel< 
27 
und somit 
1+ K es 
Omn | = WY m+n — Ym | — = V 4- 


: 1K Fe: : 
Die Zahl —— \/7 ist sowohl yon x, wie von y und von 7 un- 
27 


abhiingig; sie kann kleiner als jede vorgegebene Zahl ¢ gemacht 
werden, da man wegen der Konyergenz yon J‘?) immer M so 


wahlen kann, dass 


Dann ist fiir jedes m > M und jedes n, x und: | @min — Wm| < ¢- 
Hieraus folgt der Satz: 

Die Funktionsrethe w,, 2, 3,... konvergiert gleichmassig 
im gansen Gebiet R gegen eine Funktion w (x, y), welche 
somit in R stetig ist, und auf dessen Rand 8 verschwindet. 

Damit ist zwar die Konvergenz unserer sukzessiven Approxima- 
tionen bewiesen; da wir aber von der Voraussetzung (3) bisher 
keinen Gebrauch gemacht haben, wird die Funktion yon der 
gesuchten Lisung, bei besonders unzweckmassiger Wahl der ¥j, 
moglicherweise sehr verschieden sein. Hat man fiir die 4; z. B. 
gerade Funktionen gewahlt, wahrend die Lisung eine ungerade 
Funktion ist, so kann  natiirlich micht die Lésung sein. Es ist 
aber bemerkenswert, dass der blosse Umstand, dass wir die 
unendliche Anzahl Konstanten, tiber dle wir verfiigen, nach dem 
angegebenen Schema bestimmen, fiir sich allein schon unter allen 
Umstanden die Konvergenz erzwingt. Dass, wie wir zeigen werden, 
die richtige Grensfunktion vw herauskommt, falls die «,, nach 
Analogie der Polynome, der Fourier-Reihen usw. nahezu belie- 
bige Funktionen darzustellen yermégen, ist von vornherein zu 
erwarten. Diese Bedingung ist aber keine notwendige, besonders 
wenn es sich nur um die Erreichung eines bestimmten Masses yon 
Genauigkeit handelt: es kann, wie bei semi-konvergenten Reihen, 
fiir ein bestimmtes m ein Optimum der Annaherung stattfinden. 
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Bei numerischen Anwendungen hat man meist nicht dafiir zu sor- 
gen, dass der gemachte Ansatz 


(21) Ay Vit Gabe... + anUn 


Jede Funktion beliebig genau interpoliere, sondern dass er eine 
Funktion von der Art der gesuchten Lisung, und mit der vorge- 
schriebenen Genauigkeit, darzustellen imstande sei. 

Aus dem Umstande, dass das Integral (18) mit wachsendem m 
unendlich klein wird, kann man_natiirlich keineswegs darauf 
schliessen, dass auch der Integrand (A 9m ,)? = (A min — Am)? 
diese Eigenschaft besitze, und somit dass die Ableitungen erster 
und zweiter Ordnung ebenfalls konvergieren. Allerdings wird 
man aber, bei Polynomen usw., in den in der Anwendung vorkom- 
menden Fallen kaum auf Funktionen gefiihrt werden, die in ein- 
zelnen Punkten endlich bleiben, im gréssten Teil des Gebiets R 
aber unendlich klein werden, wie dies notig ist, damit das Integral 
ebenfalls unendlich klein sei. Es wird vielmehr der Integrand 
selbst klein bleiben, und somit werden auch die ersten und zwei- 


ten Ableitungen durch a .«, beliebig angenihert dargestellt 


sein. Kann aber jede den Rand-und Stetigkeitsbedingungen genii- 
gende Funktion nebst ihren ersten und zweiten Ableitungen in- 
nerhalb R durch einen Ausdruck der Form (21) und _ seine 
Ableitungen beliebig genau dargestellt werden, so kann die untere 
Grenze der J;° nicht verschieden sein von der unteren Grenze 
von J fiir beliebige, den Bedingungen geniigende Funktionen, und 
die Grenzfunktion sv istin diesem Falle die gesuchte Lisung. 

Im folgenden werden wir durch Hinzuziehen der noch nicht 
benutzten Bedingung 3° Seite 201 den strengen Beweis erbringen, 
dass lim @,, die gesuchte Liésung ist. Diese Bedingung 3° fordert 
allerdings etwas mehr als fiir die numerischen Anwendungen im 
alleemeinen noétig ist. 

Es lasst sich zunichst noch allgemein zeigen, dass, unter @, 8 ein 
innerer Punkt von R verstanden, auch die Grenzwerte existieren 


Pi ig r) PF bo 
lim ~f WV», dx = — f w ax, 
mao OV oy oy a 


ae ee eu ges 
lim de Wm dy = > J w dy. 


ma 


208 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


Der Beweis beruht wieder darauf, dass 


ee : [z 99 3 dy 
% Oy i B 


in welchen die Integrationswege 4... x, 8... y innerhalb R hegen, 
infolge von (19) kleiner als bestimmte, von der Gestalt der Platte 
allein abhangige Zahlen bleiben. Denn man kann (20) unter dem 
Integralzeichen zuerst nach a integrieren, dann nach 6 differen- 
tlieren; nun ist 

0 BS a—x£ L— 2x 


5 y in ee 


und zwar auch wenn der Integrationsweg durch den Punkt «=a, 
y = b fihrt, falls nur a und « verschieden sind. Da die rechte 
Seite stets < 27 bleibt, so folgt 

=p fl Ag | ds. 


r) a 
—- o(a, Featnl ee 
sue 


Man zerlege wieder R in ein Geka D, in welchem |4¢|S1, und 
ein solches D’, inwelchem | A¢|> 1 ist; dann folgt 


Ph SUBSE Mee Oia cia 
py Ss ase fe [ise Pas <s, 


somit 


<1+ Oberflache von R, 


5B iL g(a, b) da 
a 


womit, wie oben, der Konyergenzsatz fiir 


a a 


0 » 0 
od, Wm Ax, nal Wm ay 


bewiesen ist. Dass die entsprechenden Grenzfunktionen yon 


aX 


(22) i 1 oy fies 1 
2 — w dx = va 
Oy Jy De vemene 


7" 
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nicht verschieden sind, und somit, wenn auch vielleicht nicht , so 
doch tiber ~ erstreckte Integrale erste Ableitungen besitzen, ist 
unmittelbar einleuchtend, da wegen der Gleichformigkett der 
Konvergenz fiir jedes Rechteck innerhalb R 


¥ we 2 
dy lim D a dx = \im a [@m( 2%, VY) — Wm (a, B)| dx 
a 


} Mm = © Sy B NIV De. 


_ ie [ w(x, y)— (a, B)| da. 


baste) 


Da der Differentialquotient nach y der linken Seite 


; Oe 
lim ee dz 
m=e Jy As 


x 
existiert, folet, dass auch [ w (x,y) dx nach y differentierbar 
xe, 
und gleich dem gesuchten Grenzwert ist. Doch darf méglicher- 
weise die Reihenfolge der Differentiation und Integration in (22) 
nicht vertauscht werden. 
Ebenso folgt allgemeiner aus 


0 
| fz ds sf fl Ag|ds5<bestimmte Zahl 
[JL on 


durch Anwendung auf ein innerhalb R legendes Gebiet, welches 


Ao dS 


durch ein Kurvensttick ¢ und zwei Parallelen zu den Achsen 


‘begrenzt wird, dass 


ie — ds < bestimmte Zahl 


ist, da gleiches fiir die Parallelen zu den Achsen schon gezeigt 
worden ist. Dabei kann auch / ein Teil von L sein. Es existiert 


F Ow 
lim ae = als 
I == © «/ | on 


ie. MN 


also auch die Grenze 


und sie ist gleich Null auf L, da hier ~ 


= 0 ist fiir jedes m. 
on : 
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§ 4. 


Es ist nun zu zeigen, dass, wenn man iiber die 4, die in § 2 
unter 3° gemachte Voraussetzung heranzieht, die Grensfunktion 
w wirklich die gesuchte Lésung ist. Zu diesem Zweck bediene 
ich mich der von Herrn Hilbert (‘) angegebenen Variationsmethode, 
in etwas veranderter Gestalt. 

Seien (x, 8), (xv, v) innere Punkte, und sei 


z x te alt y ¥ 
Un ny) a if if #) dp f Vm ( x, y) dx dy?; 
Ja Ja Ja Jp Jp -/s 
x x z y ¥ ¥ 
“ =f i iy ik i Ae f(x, y) dat dy’, 
a Ja Ja Jp Hp Jp 


oUm _ oF eae 
0x oy3 me 0x3 Oye 


woraus 


f. 


Das rechteckige Integrationsgebiet kann zum Teil iiber R hinaus- 
ragen ; wir haben bisher w,, und fnur innerhalb R defimiert, und 
setzen nun fest, dass bei dieser Integration ausserhalb R tiberall 


(Or if So 
2, FB : : : OW, Oy = : 
sei; die Funktion w,, und ihre Ableitungen eet eee sind somit 
xz 4 


in der ganzen Ebene stetig, da sie auf dem Rande L verschwinden. 
Nach den Satzen von § 3 konvergieren fiir m — 2% sowohl U,, 
wie seine Ableitungen bis zur 4. Ordnung einschl. gleichmassig 
dU 0* U : 5 
»-++——.- Gleiches gilt noch von 
IX Ox" 3 
08 U,, 0’ U,», 38 U,, oU,, 
Oa" (a) ye ° oy* On Ox oy’ Oy" Ox 
a7 Ui me, OW ip 06 Wir» 
Ov’ oa = Oy "0x3 0 ye 


gegen stetige Funktionen U, 


a7 U m 0 Wm 


: Die A blettunsen ———— — 
a. Onto ye Ox 


= w,, sind auf L gleich Null. 


Die Gleichung (13) lasst sich nun schreiben 


ae is Divo Ui, BU» / 02Cm 02» \ Ook 
ae =f f | (sos ays a Ox ra ( Oa 9 oy? 0x3 dy? bn | ae 
R : 


(') D. Hitsert, Das Dirichletsche Prinzip, a. a. O. 
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Uber die Konvergenz der Ableitungen, die in diese Formel 
eintreten, wissen wir nichts. 

Durch partielle Integrationen, die den in der Variationsrechnung 
gebrauchlichen gewissermassen entgegengesetzt sind, transfor- 
mieren wir daher diesen Ausdruck in die Summe eines Linien- 
integrals und eines Flachenintegrals der Form 


6* 
(4) f fst Fo as 
« 0x dy8 
Hierb ibt d (Cl os — 0? Cm 
ierbei gibt das 1ed re yi gat VOR (23) das Linienintegral 


4a Uns orem cosnax (3 of Um CG ats @ Um ok Cm 
Ox dy*® dx? On* Oy? Oz? Ox dy 0% oy 


ee: 0*Um 0° Cm cos Z 2 d. 
Ox* dx oy? (IY) | @5s 


in welchem das erste Glied gleich Null ist, jwahrend die andern 
in diesem Ausdruck yvorkommenden Ableitungen von U,, konver- 
gieren. 


27 
Das sled nme oT Sm 


Jx> oy8 Oy? 


iL ( 07 Ws 0? ore 0° Ue 03 Gi OGG, OG, 4 
eee ee ee Aosta) 
te Os WO y- 0x3 dy? Ox Oy? Ox? dy3 dx? dy? 


Um 08 Cn 
Oa? oy? x8 Oy? Oy? 


gibt 


———_cos(n, y ] ds, 


und es gilt dieselbe Bemerkung fiir dieses und ebenso fiir die 
anderen Glieder. Im iibrigen treten nur die Hauptableitungen von 
¢,, auf. Im Flichenintegral (24), welches sich durch diese Umfor- 
mungen ergibt, konvergieren ebenfalls alle Ableitungen von U,. 
Von C» und seinen Hauptableitungen endlich diirfen wir nach 
Voraussetzung (3°) in § 2 annehmen, dass sie gegen die dort defi- 
nierte Funktion ¢ und ihre Hauptableitungen gleichmiassig konver- 
gieren, wobei die Wahl von ¢ noch willkiirlich bleibt. Unter 
diesen Umstanden kinnen wir zur Grenze m =o ibergehen. 
Nach der Definition von © verschwindet das Randintegral, und es 


bleibt 


(25) dale (AAU — F) Ta dS = 0, 
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Auf dieses Integral lasst sich unmittelbar der Hilbertsche 
Hiilfssatz (a. a. O. § 4) anwenden. Dieser Satz besagt folgendes. 
Wenn ¢eine Funktion von x und y ist, die innerhalb eines Recht- 
ecks 0 den Bedingungen geniigt : 

10, Sie ist, nebst ihren Hauptableitungen innerhalb und auf 
dessen Seiten endlich und stetig. 

2°, Auf den Seiten, die parallel der z-Achse sind, ist = 0, 


7) o2 eae : Non a ee 
au == 0; oy =o; auf denjenigen, die parallel y sind, istg = 0, 
00 02 © 


an = 9 gr =? und, wenn ferner F(z, y) eine Funktion bezeich- 
x x 


net, die in 0 einschliesslich der Seiten stetig verlauft, und 
endlich das iiber ¢ erstreckte Integral 


oo 
gb ds dx? oy* ge 


fiir alle diesen Bedingungen geniigenden Funktionen 9 verschwin- 
det, so hat F notwendig die Form 


F=X+Ny+X" y+ Yo Yas Y'o?, 


in welcher X, X’, X” stetige Funktionen von z allein, Y, Y’, Y’ 
stetige Funktionen von vy allein bezeichnen. 

Diese Bedingungen decken sich aber mit den fiir fin § 2 ange- 
nommenen, da ¢ und somit seine Ableitungen ausserhalb 9 iden- 
tisch verschwinden, das Integral (25) also nur auf das Rechteck 0 
ausgedehnt zu werden braucht. Ausserdem erfordert die dort 
vorausgesetzte Stetigkeit von [ und seinen Hauptableitungen, dass 
diese auf dem Rand von 9 verschwinden. Aus der obigen Forde- 
rung 2° ergibt sich aber z. B. fiir die Seiten parallel der 2-Achse 


0 a9 de de 

aus © =o auch — — 0, mais = o. +0 usw., und aus ak sigs 
u Ox OF 0x Oy 

0 Bo Oro : 
0. O_O woraua dash ers r : 
Re eat oy Ne OF ; é as Verschwinden aller 
F & Oso * 
Hauptableitungen mit Ausnahme yon ewer auf dem Rande des 
GY oO A 


Rechtecks sich ergibt. Zum Beweise des Satzes benutzt aber Herr 

Hilbert nur eine spezielle Form yon o, fiir welche auch 
08 © fi . ‘ 5 ‘ 

rivien » ist am Rande, und ferner die weiteren Ableitungen 


endlich, wenn auch unstetig sind. Diese beschrinkenden Voraus- 
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setzungen iiber o diirfen also hinzugefiigt werden, wodurch die 
iiber 9 und tiber € gemachten Annahmen identisch werden, und 
es folgt fiir das Rechteck o, dessen Seiten 2 =a, r=a', y=), 
y = O' seien 

(26) AAU —F=X(av)+ y X'(v) + y?X"(w@) + Vy) +aV yy tar V"(y). 


Sei endlich 


Ve 0 “t ih 7 al | dat (X + y X'+ y?X") 
a yh if dy*(Y + xY'+ x? Y") 


+2 pe *X! dans 2, "ye dy®, 
J als) b(6) 


(RGR ACH (See) 
so ergibt sich 


(27) NAV == (a 9") 


innerhalb ¢, wobei V und seine Ableitungen der ersten, zweiten, 
dritten und vierten Ordnung innerhalb ¢ und auf dessen Rande 
stetig und endlich sind. Man hat also 


(28) Mean ga ff reer F(z, y)dady +T, 


wo T ein Linienintegral ist, welches als Funktion des innerhalb 
velegenen Punktes (&, 7) betrachtet eine analytische Funktion ist, 
die der Gleichung AAT =o geniigt. 


§ 5. 


Wir kénnen nun leicht beweisen, dass « wirklich die gesuchte 
Lésung ist, indem wir uns auf die Stetigkeitseigenschaften der 
Integrale partieller Differentialgleichungen stiitzen, die im vorlie- 
genden Falle aus den in § 1 angefiihrten Greenschen Satzen sich 
ergeben. Denn da F nebst seinen Hauptableitungen, nach Defi- 


06 Vv 
nition, stetig und endlich ist, so lasst sich die Grisse 7 Baas durch 


die in § 1 angegebene Riemannsche Methode bilden, und es 
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wird 


OO VS) Bee? Une n=—-e f s Ae T 
REO ont are fr logr f(a, y) da dy + 71, 


wo T, wieder ein Linienintegral mit denselben Eigenschaften wie 
T bedeutet. Daraus folgt durch direkte Differentiation unter dem 
Integralzeichen, dass die Ableitungen erster, zweiter und dritter 
Ordnung von  existieren und stetig sind, und, wegen der 
= c : Of ao ; = 
vorausgesetzten Endlichkeit von = o, nach eimer Transfor- 
mation derin § 1 besprochenen Art, dass gleiches auch von den 
Ableitungen vierter Ordnung gilt. Endlich geniigt (a, y) der 
Gleichung 


AAw = f(a, 7). 


Da diese Satze fiir jedes Rechteck 9 innerhalb R gelten, so 
gelten sie innerhalb der ganzen Platte RK. Endlich ist, wie wir 
sahen, = lim «w,,=0am Rande. Daausserdem die Existenz von 


71 = @ 
Ow Ow 
ep eee 


Ox Oy 
Satzen, dass fiir jedes Kurvenstiick / innerhalb R der Limes 


innerhalb R bewiesen ist, so folgt aus den in § 3 bewiesenen 


: OW 
lim —— ds, 
m=o ./) on 


9 : é : Ow 3 
dessen Existenz wir bewiesen haben, mit {  dscusammenfiallt. 
T 
vl 


Nahert / sich L und fallt mit einem Stiick von L zusammen, so 
: é ay Oe {2 ..! 5 
wird der Limes = 0, weil oe = 0 fiir jedes m; es ist also wegen 
C 


der durch die Gleichmassigkeit der Konyergenz bedingten Stetig- 
Le CO 
keit 


fiir jedes noch so kleine Stiick des Randes L; woraus folgt, dass 
Ow Beret 

— = YSU, 

on 


Die sukzessiven Approximationen Wm konvergieren also 
gleichmissig gegeneine Grenzfunktion w, welche den gestell- 
ten Grens-. und Stetigkeitsbedingungen gentigt und die 

Cc Cc LS, 


“ 
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partielle Differentialgleichung erfiillt 


(5) AAw = f(z, y), 
also die gesuchte Lésung ist. 
; : é 2 Di ED ow 
Allerdings wissen wir nicht, ob auch lim neo = —, usw., 
xv ; 
mee 


d.h. obauch die Ableitungen von «konvergieren. Dass die Konver- 
genz auch der zweiten Ableitungen bei der grésseren Anzahl der 
Anwendungen erwartet werden darf, ist schon bemerkt worden. 
Dagegen ist im allgemeinen kein Grund vorhanden, dass auch die 
vierten Ableitungen noch konvergieren sollten; wird somit im 
allgemeinen die Approximation ,, in (5) eingesetzt, so wird 
diese Gleichung bet wachsendem m nicht mit wachsender 
Genauigkeit erfiillt sein. 

Damit ist also das Problem fiir alle diejenigen Falle gelést, in 
welchen man Funktionen 4; mit den geforderten interpolato- 
rischen Eigenschalten angeben kann. Wir haben nun zu zeigen, 
wie dies unter sehr allgemeinen Voraussetzungen iiber die Gestalt 
der Platte méglich ist, womit der allgemeine Existenzbeweis 
erbracht sein wird. 


§ 6. 
Sei 
EM Gas, 9) 0) 


die Gleichung der Randkurve L. Diese Gleichung kann unter 
Umstinden mehrere Kurven / definieren, von welchen ein Teil 
dem Rand nicht angehért. Dies wird der Fall sein, wenn der Rand 
etwa ein Polygon ist und F die Form hat 


(29) Fi=(aipr4+ bby +) (ayx” + bay + €2)...(apu + bp y + Cp) 


Die Geraden a; x + 6; y + c¢; = 0 werden nicht in ihrer ganzen 
Ausdehnung dem Rande angehiéren. Wir setzen voraus, dass F 
innerhalb der Platte nicht verschwindet, was fir die spezielle 
Form (29) bedingt, dass das Polygon ein konvexes ist. 

Ferner sollen F und seine Hauptableitungen in R und auf L 
endlich und stetig sein. Endlich soll auf dem Rande, wo F = oist, 


F : so fpec : : . 
auch = =o sein. Erfillt F die vorangehenden Bedingungen, aber 
7 
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nicht diese letzte, so wird F? alle Bedingungen erfiillen. Die wei- 


. 2e : 
teren Ableitungen — -++ sollen dagegen auf dem Rande nur in 


einzelnen Punkten verschwinden. 

Diesé Beschrankungen sind von geringer Bedeutung fiir die An- 
wendung auf physikalische Probleme. Bei stetig gekriimmter 
Randkurve wird F sie meist yon vornherein erfiillen. Aber auch 
bei geradlinigen Polygonen und allgemeiner bei solchen Figuren, 
die durch mehrere Kurvenstiicke begrenzt werden 


Si(%, y) =0, S2x( x, ¥) =09, cee Sr(@,y)=0 
wo f,, f2,... analytische Funktionen sind, wird 
F=fif?..-f? 


allen Anforderungen geniigen, falls nur die Kuryen f;= 0, sofern sie 
nicht zum Rande gehiren, ausserhalh der Platte verlaufen. 

Bei ecnspringenden Winkeln, z. B. nichtkonvexen Polygonen, 
ist diese einfache Form von F nicht mehr anwendbar. Fir ein 
Sternpolygon, dessen einspringende Ecken P,, P2,..., P, mit 
ausspringenden Q,, Q,,..., Q, in der Reihenfolge P, Q, Py Q2... 


abwechseln, setze man 


Toy 
F = r§r§...78 sin? —* sin? — occ —— 
%4 a 43 an 


wobei 7; der Abstand des inneren Punktes (27) yom Punkte Pj, 
ap der Winkel O79 P;O7, “used o; der Winkel (zy) P;Q; ist. 
Bleibt (2 y) innerhalb des Polygons oder auf dessen Rindern, so 
ist F eindeutig und erfiillt alle gestellten Bedingungen. Oflenbar 
lassen sich solche Ausdriicke auch in allgemeineren Fallen ein- 
springender Winkel aufstellen. 

Ebenso bietet es keine Schwierigkeit, bei ringférmigen Ge- 
bieten usw. , die Gleichung der Rander auf diese Form zu bringen. 

Um die A’a/stenz solcher Funktionen F unter moglichst allge- 
meinen Bedingungen einzusehen, hat man sich nur zu erinnern, 
dass Herr H. A. Schwarz die Existenz der Fundamentallésunge 


fo) 


der Gleichung 


Au2+- K2u=o0 


unter der Bedingung, dass uv auf dem Rande verschwindet und im 
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Ou du 
ou’ OY 
Voraussetzungen sehr allgemeiner Art iiber die Gestalt des 
Gebietes R_ bewiesen hat. Diese Lisung entspricht dem Funda- 
mentalton einer Membran yon der gegebenen Gestalt; sie ist 
innerhalb R analytisch und verschwindet in keinem Punkte im 
Innern von R ('). Es geniigt also 


Innern nebst endlich und stetig bleibt, unter bekannten 


eb mm TA 


allen gestellten Forderungen, falls seine Hauptableitungen auch 
auf L endlich und stetig bleiben. In singulaéren Punkten des 


Randes, insbesondere bei einspringenden Ecken, kiénnen allerdings 


ou dou 


cay und die héheren Ableitungen unendlich werden. Sind 


ry, 2,.-- die Abstande eines inneren Punktes (2, y) von diesen 
singularen Punkten, so lassen sich dann stets ganze Zahlen p,, 
P2,--- So bestimmen, dass 


— pl pps +)? 2 
Barr. a 


nebst seinen Hauptableitungen auch in diesen Punkten endlich 
und stetig bleibt. Denn, wie man leicht einsieht, ist fiir ein Gebiet, 
welches gebildet wird durch einen Kreis vom Radius a und zwei 
von seinem Mittelpunkte ausgehende Radien, deren Winkel gleich 
a ist, w von der Form 
u=sin— Jeers 
a pe! 
a 
wo J eine Besselsche Funktion bedeutet, / die kleinste Wurzel 


von 
el ie? 
a 


ist, und 7, ° die Polarkoordinaten eines inneren Punktes in bezug 
auf den Mittelpunkt als Pol und einen der zwei Radien als Achse. 
Somit ist, in der Nahe des Mittelpunktes, 


a 


Tv 
w= sin —t r*(ay+ Ay Agta.) 
1. 


(1) H.-Werser, Math. Annalen, t. I, 1868. 
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und fiir 2 >=, wo der Winkel ein einspringender wird, werden 


Ou Ou : ; : T ; : 
<, — unendlich, aber nur wie die Potenz — —1 von r. Dieser 
Che (0) je a. 


Satz lasst sich leicht auf die Entwickelung von u in der Nihe eines 
Eckpunktes, in welchem zwei analytische Kurven zusammen- 
stossen, erweitern. Damitist die Existenz yon F fiir eine beliebige, 
aus einer endlichen Anzahl analytischer Kurven zusammengesetzte 
Begrenzung erwiesen. 

Fiir die Anwendung wird man allerdings yon dieser Konstruk- 
tion von F keinen Gebrauch machen. 


g 7. 


Sei ¢ die in §2 unter 3° definierte Funktion. Wir setzen die 
Platte R in das Innere eines Vierecks Q, dessen Seiten gleich a 
sind. Die Funktion 

C 
EF — P(2, ya) 
istnur innerhalb eines ganz im Innern von K gelegenen Rech- 
tecks 9 von tbrigens willktirlicher Lage und Grésse von Null 
verschieden. In diesem Rechteck bleibt sie stetig und endlich 
nebst ihren Hauptableitungen. Auf dem Rande L von R und auf 
den (ausserhalb R gelegenen) Kurvenstiicken, auf welchen F ver- 


. ° Oo . as . ts 
schwindet und somit P = - wird, versagt zunachst die Definition. 


Soll P stetig sein, so ist auch hier der Wert Null zu wahlen, was 
wir im folgenden voraussetzen. 

Unter diesen Umstanden wird man P und seine Hauptableitun- 
gen innerhalb des ganzen Vierecks Q durch Fourier-Reihen und 
analoge Entwickelungen darstellen kénnen. Denn werden zwei 
Seiten von Q als Koordinatenachsen gewahlt, und wird die 
sFunktion P ausserhalb Q so fortgesetzt gedacht, dass sie unge- 
rade ist in 2 und in y, so wird 


ao i) 
\ >. IVT Be ethic 
Pe , Z On Sh SD —y 


(aa a 


, Pil a 
| Nee Finale 
bmn == / [ P(@, 97) sin sin —— dz dy. 
. P L a 
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Man erhalt die Hauptableitungen dieser Reihe durch g/iedweise 
Differentiation. Denn, da P nebst seinen Ableitungen fiir 7 = 0, 
L=a;¥=0, y=a verschwindet, ergibt sich durch partielle 
Integrationen 


_4at a‘ asP Mnax nt 
bm a cos cos J dix dy. 
C a 


8 ps x mind, Ox Ox oy8 a 
: 06 P ¢ 
Die gleichmiissig konvergente Entwickelung yon ———~ ist aber 
Omso ys 
08 P 
ox* ae On 


aC == 05P RC i eae 2 eyes ML og nw y 
sp ; cos ‘ 3 
fen a 0x3 oys oy3 a a y a a 


sodass durch gliedweise Differentiation in der Tat der richtige 
Ausdruck sich ergibt. Dies wiirde im allgemeinen nicht der Fall 
sein, wenn die Ableitungen auf den Seiten von Q nicht ver- 
schwanden. Fiir ene Variable ist diese Abschatzung der Koeffizien- 
ten wohlbekannt. 


Setzen wit 
Toe. my 


a7? ; 
UV nn = F sin —— sin 
a 


? 
a 


so werden Ausdrticke der Form 


M M 
, : Oyrare Um n 
1 1 


und ihre gliedweise genommenen Hauptableitungen 


2 Ou a Oc Fr MUL . ney 
=F Ginn sin a Sin J Yb nn 008 7 Sia a 


a a a 


u.s. w., gleichmassig fiir m2 = gegen ¢ und seine Hauptablei- 
tungen konvergieren; die Funktionen 4, verschwinden ferner 


OVnn 7) Uinn . Dre 
Ox oy 
Funktionen bm, gentigen somit allen den Funktionen bi tn 


auf dem Rand, nebst ihren Ableitungen 


§ 2 auferlegten Bedingungen. Den Grenzfall, dass 9 mit dem 
Rande L einzelne Punkte oder Strecken gemeinsam hat, brauchen 
wir nicht in Betracht zu ziehen. Denn wir haben beim Beweise ftir 
die gleichmdssige Konvergenz yon «,, in R.und auf L die Bedin- 
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eung 3° in § 2 nicht vorausgesetazt. Aus dieser gleichmassigen 


Konvergenz folgt aber, dass wenn limw,= die gesuchte 


'}/ a -) 


Lésung ist, dieselbe auf dem Rand verschwindet, wie ja vorgeschrie- 
ben ist, nebst ~. Dass die weiteren Ableitangen stetig und die 
0 


Differentialgleichung erfiillt ist, braucht nur fiir ‘nnere Punkte 
gezeigt zu werden. 

Es ist aber leicht einzusehen, dass selbst, wenn der Rand von 9 
zum Teil mit L koinzidiert, ¢€/F hier gegen Null konvergiert. 
Denn in unmittelbarer Nahe eines Punktes des geradlinigen 
Randstiicks, das wir voriibergehend als z-Achse betrachten, ist die 
abteilungsweise analytische Funktion { von der Form 


¢ = y3 mal einer Potenzreihe in z, y, 


es star ie at art 
weil fiir y = 0 identisch € = 0, — = 0, —— 
“ : Oy Oy? 


gegen verschwindet die ebenfalls abteilungsweise analytische Funk- 


—o sein muss. Da- 


; : 02F es : F : 
tion F, wegen —, ~o0 nach Voraussetzung (ausser vielleicht in 
5 a) y2 Oi 


einzelnen Punkten), nur wie y? >< Potenzreihe. Somit ist 


= einzelne Punkte vielleicht ausgenommen, auf L gleich Null, 
e . 5 5 . Aiea C 
und die Ableitungen stetig und endlich. Die oben fiir 7 auf- 


gestellte Fourier-Reihe gilt also auch in diesem Falle, und die 
ebengenannten singuléren Punkte allein miissen eventuell an dem 
Rande von 2 ausgeschlossen werden. 


\ 


§ 8. 


Man kann die trigonometrischen Reihen des vorigen Paragra- 
phen durch andere Reihen, z. B. Entwickelungen nach Polynomen, 
ersetzen. Da sich jede Potenz von x durch Legendresche Poly- 
nome P,, (einfache Kugelfunktionen) linear in bekannter Weise ey 


(') Lecenpre, Azvercices, t. II, p. 352. Es ist 


whey , ai 2n—7)(2n—1 
“a= > [! n(@) + ——P,_,(v)+ Suet GLa 
2 2.4 


P,«(@)-+...| 
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darstellen lasst und umgekehrt, ist es gleichgiiltig, ob man setzt 


a\m n . é \ 
(31) Ynna= (=) (Z) F oder Winn = Pn (2) P, (2%) F, 


\ 


unter a wieder die Seite des Quadrats Q verstanden. Wir benutzen 
die letztere Form und setzen der Einfachheit halber @ = 2. Wenn 


a+ 


1 
2 J(@) Pp(2) da, 


Cia 


(32) f(w)=D AuPa(z),  An= "2" f 
0 


1 


so ist diese Entwickelung gleichmissig konvergent von — 1 bis + 1, 
wenn / steug und ieee ist und nur eine endliche Anzahl Mice 
und Minima in diesem Gebiet besitzt. Die gliedweise Integration 
von —1 bis x gibt, wegen der Formeln 


aP rs, Pr 
dx ax 


eS ue * ae GAP 5 
ibe ieee f ( dz ea 


=(2n+1)Pn, Pais (—1) = Ppa (— 0) = 6; 


Proi(a@)— Pr (2) | 


tas 
Ie 


fr 


Ti SS sn ei 


Bp Ans ) P,(2), 


also wieder eine gleichmissig konvergente Reihe von derselben 
Form. Umgekehrt kann man also auch die Reihe (32) gliedweise 
differentiieren, wenn /’(.2) denselben Bedingungen geniigt wie 


Jf (a). Dieser Satz lasst sich sofort auf mehrere Variable ausdehnen. 


Qn+-n ifs 


; ; : anole 
Der allgemeinere Satz: Wenn /, am in Reihen von 


Polynomen in x, v, entwickelbar sind, welche gleichmassig kon- 
vergieren, so ist f selbst in eine solche Reihe entwickelbar, 

welche m mal nach x, und n mal nach y gliedweise differentiert 
werden darf, folgt unmittelbar aus dem Umstand, dass durch 
eliedweise Integration jeder dieser Reihen von o bis x oder 


om-+-n—t 


o bis y wieder Polynomreihen entstehen, da (sonages ney UW 


nach Voraussetzung in solche entwickelbar sind. 
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Sei also innerhalb Q 


e(@y) 
F(a. vy) 4) = Ie x,y) ->> Amn lean anil se ally/0)) 


dann wird die Reihe, nach den tiber ¢, F gemachten Voraus- 
setzungen, innerhalb jedes inneren Rechtecks p nebst ihren Haupt- 
ableitungen gleichmassig konvergieren, und es lasst sich somit ¢ 
durch eine Summe der Form 


M M 
rape Amn FE Pin (2) Pr(y) 
6 66 


nebst seinen Hauptableitungen beliebig genau darstellen. Die 
in (31) definierten Gréssen 4m, gentigen also allen Vorausset- 
zungen. 

Die Anwendung von Polynomen wird besonders zweckmassig 
bei konvexen Polygonen. Hier kann, wie wir gesehen haben, fiir F 
ebenfalls ein Polynom gesetzt werden, und alle durch die Methode 
verlangten Quadraturen kénnen explizite ausgeftihrt werden. Fir 
ein Rechteck z. B. wird also #,, in der Form anzusetzen sein 


mn 


= : ; 
(33) ona= >, Aann(@ — a)? (2@—a@’)2?(y — bP (vy —b' Pam yn, 


WO =a, cr =a; y=—b,y=—0' die Gleichungen der Senen aes 


Rechtecks sind. 
Besteht die gegebene Figur allgemeiner aus vier Kurvenstiicken 
eines Orthogonalsystems 


TK G2: f2). SOS = Bhp Js (G3 92) = konste— 55. 


die den Werten sj, s,, s',, s, der Parameter s entsprechen, so 
wird man die s; als neue Variable einfiihren, wodurch das yorge- 
legte Kurvenrechteck auf em gewohnliches Rechteck abgebildet 
wird, und der Ansatz (33) anwendbar bleibt, wenn man x durch 
s,, a durch s, a durch s', usw. ersetzt. Allerdings wird der Inte- 
grand der potentiellen Energie J seine Gestalt andern und eine 
allsemeinere quadratische Form der Differentialquotienten 


2 op 


5a usw. werden, mit variablen Koeffizienten. Dadurch wird aber 
4 
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die Anwendung der Methode keineswegs verindert. Die Koeffi- 
zienten der linearen Gleichungen, welche die unbekannten 
Groéssen a; bestimmen, lassen sich in jedem numerisch gegebenen 
Spezialfall durch mechanische Quadratur beliebig genau finden, 
da ste von keinerlei verdnderlichem Parameter abhingen; 
und die eindeutuge Lisbarkeit der Gleichungen wird nach wie vor 
durch den Umstand bedingt, dass die quadratische Form definit ist. 
Dass auch der Konvergenzbeweis sich in ihnlicher Weise fiihren 
lasst, wird man an dem unten zu behandelnden Beispiel gewb6hn- 
licher linearer Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten 
erkennen. 

Kine praktisch brauchbare Lisung partieller Differentialgleichun- 
gen setzte bisher meist die Auffindung gewisser, in Faktoren 
zerlegbarer Elementarlésungen voraus, aus deren Summation all- 
gemeinere gebildet wurden und die nur in besonderen Fallen exis- 
teren. Durch die Behandlung des speziellen Falles einer 
viereckigen Platte werde ich nun seigen, dass auch, wenn 
solche Lésungen nicht bekannt sind, die neue Methode den 
wichtigen Vorteil bietet, numerisch brauchbare Resultate zu 
geben. 


§ 9. 


Wir wollen die in den vorigen Paragraphen auseinandergesetzte 
Methode auf eine rechteckige Platte anwenden, wobei wir ftir die 
bj; einen neuen,von (33) verschiedenen Ansatz machen. Wir 
bemerken zunachst, dass die klassische Methode, die von einem 
Produkt X(z) Y(y) auszugeben hatte, hier, wie man _ leicht 
iibersieht, versagt. Dagegen fiihrt die physikalische Analogie von 
selbst zu Funktionen, die die Eigenschaften der 4; besitzen : die 
Betrachtung eines an beiden Enden eingeklemmten, elastischen 
Stabes, gewissermassen das Analogon zum vorgelegten Problem 
in einer Dimension, wird uns die gewiinschten 4; in zweck- 
missiger Form liefern. 

Sei w die transversale Verschiebung, a die Lange des Stabes; 


cde Fee du : ~\: Fi 
femtist tur 7 = 0 und g==a, u = 0, und IZ Die Eigen- 


schwingungen des Stabes geniigen bekanntlich der Differential- 
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gleichung 


déu 


dott 


wozu man noch, wegen der Homogenitat des Systems, die Be- 


a 
at urdx=a 
0 


setzen kann: die Lésungen sind dann bis auf das Vorzeichen 
bestimmt, und es existieren deren fiir eine unendliche Anzahl] yon 
Werten von 4, namlich fiir alle Wurzeln K, der Gleichung 


dingung 


(34) cos K ch K =1, yee 


Die zugehbrigen Lisungen sind, unter $l x, ch x die hyperbo- 
lischen Sinus und Kosinus verstanden, 


Kz pee . r . ne& Greig 
(cos Ti es = ) (in Kaas oh Fey) ( ain 
a a a f 


a 


ORS a = sinK, —s)K 


Die Wurzeln von (34) sind wenig verschieden von ( n+ =) 
q 2 : 


n= 1, 2, 3,..., und zwar um so weniger, je grésser nist. Sie sind 
von Lord Rayleigh (!) berechnet worden : 


JT 5% 


Ke oq 1 OL OL 710073 OOn K, = sre — 0,000 78 = 7,8532, 
77 : 3 2 ™ 

K;= + + 0,000 03 = 10,9956, Ket! = 
; s . : 

; HEL Ene uf I3t x 

K; = — =17,2787, Lees —= 2054 209,0 ells Seay 
2 2 

Man hat 

4 € ad ad 

d Br = Ky : + : re ; z 

dx* at? Suom a2 = 0 (Weare) Ci Oe = a, 

Je whe 


Die Lésung €, verschwindet nicht zwischen o und a; & besitzt 
einen Knoten, usw. 


(1) Lord RayLeigu, Theory of Sound, § 174. 
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s eae Ps au 
Ebenso wie die Lisuneen des Systems —— =u, u (o)==u(a)=06 
2 dx? yf : 


namlich sin und cos, zu Entwickelungen nach trigonometrischen 
Reihen fiihren, ist auch jede willkiirliche Funktion f (7) zwischen 
o und @ wenigstens formal nach der Formel 


(36) S(@) = 4b, (2) + ag be + agts +... 


entwickelbar; durch Multiplikation mit &, (v) und Integration 
yon o bis a findet man 


a 
1 
(39) = — ii SCZ) eae a2. 
10 


a 


Die Konvergenz von (36) lasst sich fiir die hier in Betracht 
kommenden Faille leicht erweisen, Es seniige die Funktion f (2) 
folgenden Bedingungen : 

oO 


1°, Sie ist endlich und stetig, nebst ihren Ableitungen erster, 
zweiter und dritter Ordnung von o bis a; die Ableitung vierter 
Ordnung bleibt endlich und besitzt nur eine endliche Anzahl yon 
Maxima und Minima. 

2». Fireg=ound z=a verschwinden f und — 

Dann ist die Rethe (36) absolut und gleichmissig konver- 
gent und. kann wenigstens 3mal gliedweise differentiiert 
werden, ohne dass die Konvergens aufhort, eine absolute und 
gleichmidssige su sein. 


Durch partielle Integration findet man nimlich 


a Le 
a3 d*=, 
(38) = dx 
Loe n Ki : ie dx 
LaF a (pee df aan aah den Gf, $ 
~ Ke WY dx dx da dx dx ant. 
43 (eee 
se a ae dx 
Ki J, dat 
5 tal dé , . 2 : 
Da f, a8 En mrs an den Endpunkten verschwinden, so verschwin- 
s xv 5 KAK2 


det die Klammer. Nach dem zweiten Mittelwertsatz aber, wenn 
é : we d‘ f 
den Werten 7 —'a,, a, ..., %, die Maxima und Minima von a 


Ro 1080) 
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entsprechen, gilt 


' 


a dlh dt f Oe eet bBne: 
["Gheae= (Fa) | ee Ge) 


hE i 


(oSaj;< a; < aj41S8a), 


und entsprechende Formeln gelten fiir die Intervalle 0... %,, 


ver poen Cs 
Nach (35) aber ist 


Ch Ate 
f nan| <x, 
: 


t 
wo A eine bestimmte, von n, %;, %; unabhiingige Zahl ist. Somit, 


fees 
falls L der grésste Wert von os im Intervall o...@ bedeutet, 


Hits yy 5 LA 
[ ¢ dis aL) < : 
ie da* kK, 
und 
“ ds ae * “1. 2LA(p4-2) 
Rie teed WA GoW A cite co 
cet) @ 0 Oy “Op | n 


somit, unter B eine bestummte Zahl verstanden, 


tb 


B 
Be caire: 


. r ° I + 
Nun ist aber K, = (nr +4)xz+ ¢e,, wo 2, mit — gegen Null konver- 
giert; die Reihe (36) konvergiert somit wie 


NU 
pe 


also sehr rasch. Die Ableitungen, nach (35) gebildet, konver— 
. e . Teele at x * ° EA . 
gieren langsamer: die erste wie »y, —, die zweite wie N —, die 
n* aod 719 
5 . if . . . = A 
dritte wie Ys also auch hier noch ist die Konvergenz eine 


absolute und gleichmissige, womit der Satz bewiesen ist. 


10. 


oof) 


Der eben bewiesene Satz lisst sich leicht auf Funktionen zweier 
Variablen ausdehnen. Sei f (x, y) eine endliche, stetige Funktion; 
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. . 0 ol f 
sleiches gelte von ihren Hauptableittungen und von antl les) 
5 5 dxztoy 

gi 5 ‘ 
oS und zwar innerhalb und auf dem Rande eines RechtecksR, 


dessen Seiten x=0, r=a; y=0,y=—b seien; ferner seien 


of 


0 P 
f und oe somit = ot, auf dem Rande gleich Null. Die Funk - 


tion f ist dann in die absolut und gleichmniissig konvergente 


Reihe 


(39) ‘<p Amn Em(®) Hr(¥) 


1 1 
entwickelbar, und man erhalt ihre Hauptableitungen durch 
gliedweise Differentiation dieser Reihe. Die Funktionen &,, sind 
wie oben durch (35) definiert, und die %, erhalt man hieraus 
durch Vertauschung von # mit y, @ mit b, m mit 7. 
Man findet zuniichst 


; a 
E ° , 
ann = Alb { (aes da dy, 
a 
R 


woraus wieder durch partielle Integration 


« b er ' 
aa 53 at { d*em dan } 
Pe sabia : — dard 
MLR Ks, Ke Ki i Oi té da* dy* va 
b 5 a p 
ai te dy (te as ely art sm ae 0? f AE pis ad Hn 
Ki, KS a. ~ ox dx? Ox? de / yao dy* 
a3 b3 + 


dx \ ox dy?  dx*dy dy*® dx dy? dy 


a3 b3 [ oof Naan; 
“KEK, (aerape'), ay Y 
Nip Ah de dys 70 ay 


a b3 ‘fod gv if b \" ] 
Sea ETO RL! AL 
~ KEKE, \oxt oye?" ], 


m 


a3 63 Qs 
Ki, Ke I ke if Ox ae Em Gn AL dy. 
MIN e 


0? f (@,0) __ a eatn ax 
Aus f(x,0) =o folgt Sy Os und weitere iahnliche 


[ Pe. 03 f Bahn ; OF an Of on) 


a vara Vala 
Ki, KR 


: hea : 
Gleichungen; da ferner £,, (0) = (2) == 0, usm ., verschwinden 
é ( 


die einfachen Integrale, und es bleibt 


a3 b3 % 
a = Sm Gn dud 
Mn hi, mf rR — ve 
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Unter sehr allgemeinen Umstiinden ist dieses Doppelintegral 


endl. Zahl gf Ff 


wieder der Form —<————; insbesondere gilt dies, wenn — 
K,,, Is nm d ox oy 


oof ; gio ; ; : 3 
a stetig und See endlich bleibt, wie man durch eine neue 
Oa Oh ye Oy? 


partielle ae oe Taw einsieht. Damit ist aber gezeigt, 
auch die gliedweise genommenen Hauptableitungen von (39) 


absolut eel gleichmissig konvergieren, und dass somit die 


Funktionen mtn=i(x, y) alle den “4; auferlegten Bedin- 
E \n 


$2 darf auch den zuletzt 


dass 


gungen gentigen (die F Tr eanG CG in 
fiir fg mesteliten Bedingungen ohne Einschriinkung der Giilugkeit 


der friiher gegebenen Beweise unterworfen werden ). 


g 11. 


Wir haben also einfach einen Ausdruck der Form 
M ON 
WN =) Amn Em (2) qn(¥) 
1 5 | 


in das Integral J (§ 1) einzusetzen und erhalten 


(40) SiN = if fal = (Awyy )?— f(x, ¥) mx | dx dy. 


Diese Funktion zweiten Grades der @», haben wir zu einem 


Minimum zu machen. Es ist also 


OS yw ; 
25 UN = i [ | Aca A(Ey ny) —féEuny ] dx dy 
Odyy J. , Aes: . 


(qu San, 2S os iM 3 Se Gee a 


ode 
(41) o= fi i (AAwmuy — f) Eun ny dx dy. 
ospish 
M N 
lr i Ki 
A Aun aan \ Amn rn hina ) Ey eee Vit 
a at b' > (veo Smecin = 
an s 
Set 


a 


. 
= Lae iil . 
Timn = 4 Gm Sn ax, 


0 
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so gilt, wenn man die Gleichung 


a Em a 
ax = Em 


beriicksichugt, und partiell eae fiir msén 


= my Lad WN 4 
Tmn = Tram= Ki, — Ks K: 7 (bn Sn —EmEn)o- 
Sei 
: cosK,, — chK,, 
(42) Lm = 


sinkK,, — sh) K,, 


(%; = 0,982 50; a3 =1,000 78; a3 = 0,999 97; %, = 1,000 00, ...), 


so wird 


aa 
— 
a 
ped 5) 
a 
zw 


(43) ira reas Oi a aang [ied \Pepe a ] (Kino@m— Kya, ). 
n 


Fir m>2 und n> 2 ist auf Si wD genau 


\ 


Tet TA 
( pt — ) Wwe 
\ v) 2, 


{f ; 25 tele a ch -_— 2 C2 ¢ € 
(44) Tim = 4 IP Sm Sm dG = Lin KG, 2K dm 
tall) 


peed Toe 
iz(m+ +) (ns (m —n)[(—1)"*r +1] 
2. Diy 


Tnn = 


Endlich ist 


(941 == 12,302, G29 = 46,052, 433 = 98,904) 


und fiir gréssere m 


[ 2 
Spon = (m a *) 7m? (2m +1 Nae 


Is ist offenbar ¢,,, nur dann von Null verschieden, wenn m, 7 
beide ungerade oder beide gerade sind. Die Gleichungen (41) 
lassen sich somit schreiben 


N ay) x, 

a 2 =) b Ky, Ky 2 Fy, Tyy 7 
ae Ne A siae 1 ip anes eas 
(49) a N AamnTmy,Tny + CO dyy ( ay 7 2h — JUN 

i | ; ee Coe b' arb 
1 1 


(ie Dy 6 aor Nl 


25) == TO), boing IN 


b a 
Suv = ic f t Eu(@) ny (y) dx dy. 
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Der Index / an den ¥ zeigt an, dass man die Glieder in ay, aus der 
Summe wegzulassen hat, 

Durch Auflésung dieses Gleichungssystems fiir wachsende 
Werte von M, N erhalt man immer bessere Anniherungen w y x, 
(Wy yan, ++ andie gesuchte Funktion «. Der Koeffizientirgend eines 
bestimmten Gliedes, Eptq Z B., wird dabei nach eimander dic 


Werte apg, @ a” eoaater und es lasst sich zeigen, 


1G? Oy qs = ress Bae 
dass mit wachsendem s ieee Groéssen gegen den Koeffizienten Ap, 


in der Entwickelung der Funktion «v 


= 
( 46) my uN NN mnem Arn 


os 1 


konvergieren; letztere Reihe aber ist, nach den allgemeinen Sal- 
zen tiber w, und nach den Entwickelungen des vorigen Paragraphen, 
absolut und gleichmissig konvergent nebst ihren gledweise 
cenommenen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung 
wenigstens. Sei nun 


M 


N 
; »S (Amn— Amn) ém4n= 4un (2, Vhs 
1 1 


so bleibt, welches auch # und y sei, «yy kleiner als eine beliebig 
vorgegebene Grosse ¢, sobald M, N geniigend gross gewihlt sind, 
da ja lim @ yy = «. Es ist dabei 


I 
G@mn— Amn = ae f Lf asin Tn AL dy. 


R 
Rr 


Da aber ¢,, q, nach (35) klemer als bestimmte, mit 1 vergleich- 
bare Zahlen bleiben, so folgt 


| @mn— Naor | < GAs 


wo A eine feste Zahl ist, die von M, N unabhangig ist. Damit ist 
die Konvergenz der a), gegen A,,, bei wachsenden M, N erwiesen. 
Ks istaber wichtig, auf den wesentlichen Unterschied aufmerksam 
zu machen, der zwischen unsern sukzessiven Approximationen 
(Y yy und emer Entwickelung wie (46) besteht. Es ist derselbe wie 
zwischen einer nach Polynomen fortschreitenden Reihe und einer 
Potenzreihe : die Art der Konvergenz und ihre Bedingungen sind 
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wesentlich verschieden. In analoger Weise ist bekannt, dass die 
Fourier-Reihen im allgemeinen nicht gliedweise differentiiert 
werden diirfen. Bildet man aber aus ihnen sukzessive Approxi- 
mationen S,, 5.,..., indem man das Mittel S,, der Summen der n 
ersten Glieder berechnet, so entsteht eine Reihe trigonometrischer 
Summen, die den wyy analog sind, und es ist von Herrn Fejér (‘) 
gezeigt worden, dass dieselben gegen die gleiche Grenze konver- 
gieren, aber eine gliedweise Differentiation gestatten. Es ist dies 
ein Umstand, der fiir die praktische Brauchbarkeit unserer Reihen 
von Wichtigkeit sein kann, insbesondere wenn nach Fourier- 
Rethen entwickelt wird. Die Bedingungen des § 7 insbesondere 
sind daher als hinreichend, nicht aber als notwendig anzusehen. 

Setzt man den Ursprung des Koordinatensystems in den Mittel- 
punkt des Rechtecks, die Achsen parallel zu den Seiten, so erkennt 
man leicht, dass §,, eine gerade Funktion von x wird, wenn m 
ungerade; eine ungerade, wenn m gerade. Ebenso fiir ny, (y). 
Wenn also f(z,y) in x oder y gerade oder ungerade ist, so 
kommen natiirlich in gy nur die entsprechenden & oder 7 vor; die 


iibrigen @,,, sind gleich Null. 


Wir fiihren die numerische Rechnung durch fiir den Fall einer 
viereckigen Platte, deren Seiten gleich a sind und auf welche ein 


gleichformiger Druck wirkt. Es ist dann 


ff =O © 
16 CA? dy, ty 
Ky, Ky 


dy (ies Suv = 


fiir ungerade p, v; fiir gerade p, vist fyy = 0. 

Es ist also auch Gm, == @ym, Wit kinnen die Gleichungen (43) 
dadurch yereinfachen, dass wir dies beriicksichtigen, Sy setzen 
und die iibrigen Gleichungen (3. >») weglassen. Da f gerade ist, 
hat man nur ungerade m, n zu beriicksichtigen. Wir setzen 


abkiirzend /—= 8 ca‘ i10~*. 


(1) Fesér, C. R., 1901, 1902, passim; Referat in Fortschr. der Math., (33), 


1902, p. 276. 


9 
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Sei zuniichst M—N=t, so ergibt sich aus (45), welches sich 
auf eine Gleichung mit der Unbekannten a,, reduziert, 


(47) 7 (27) = 0, 6620 8 (x) m1 (Y)- 


Ist ferner M— N= 2, so hat man das System zu liésen 


£431,5= 651,8a);— 239,2413+ 94,7 a3, 
7188,5 =— 119,644; + 8867 aj3 — 961433, 
UB Moy eig| 94,5441 —— 1922 @i3 + 24 390433. 


Statt dieses System durch Determinanten zu lésen, beriicksich- 
tigen wir den wichtigen Umstand, dass die Koeffizienten der Dia- 
gonalglieder bedeutend grisser sind als die der andern, und dass 
wir in erster Approximation schon a,, = 0, 6620 / gefunden haben. 
Wir setzen daher zunichst 


a4, = 0, 66200 


und berechnen die neu hinzsugekommenen Gréssen a4, G33 
unter alleiniger Beriicksichtigung der Diagonalglieder aut 
den rechten Seiten der zwei letzten Gleichungen ('). Es ergeben 
sich die Werte 


Q13 = 0,0302 0, 33 = 0,0008 2. 


Die so gewonnenen Zahlen betrachten wir als erste Annihe- 
rungen, setzen also 


a;= 0,66201 + wl, Q3= 00,0302 +7, @33 = 0,0008/ + sl, 


schaffen die bekannten Grissen auf die linke Seite der Gleichungen 
und berechnen wieder die Korrektionen x, vy, = unter alleiiger 
Berticksichtigung der Diagonalglieder. Es ist 

x = 0,0110, iy 10,0000, = 0,0023 
und endlich, durch erneute Wiederholung des Verfahrens ergeben 
sich 


t 


— a eee 1 4 - 
x’ =— 0,0003, y' =+ 0,0004, % =0,0000, 


(*) Wobei in den Gliedern in a@,, diese Griésse durch ihren Naherungswert 
ersetzt und die Glieder auf die linke Seite gebracht werden. 
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also 


a4, = 0,67272, 13 = 00307, a33 = 00,0051 7, 


I 
(48) Og ad 0, 672781 41+ 0,0307(E1 3+ —3q1) + 0,0031 3 73. 


Der Vorzug dieser Lisungsmethode besteht darin, dass stets nur 
mit sehr kleinen Zahlen operiert wird, so dass, ausser fiir die 
Berechnung von «,, der Rechenschieber angewandt werden kann 
und ausserdem nur wesentlich einfachere Operationen durch- 
zufiihren sind. Eine direkte Liésung durch Determinanten wiirde 
5 stellige Logarithmentafeln erfordern. 

Bei héheren Approximationen ist dieser Umstand noch sehr 
viel fiihlbarer; eine direkte Liésung wire hier ungleich zeitrau- 
bender. Sei M = N = 3, so hat man 6 Gleichungen : 


O1,5= 651,8ay4— 239,2@:3 + 91,73 — 188a,3+ 148a35 + 58 ass, 
88,9 =—119,6a14- 8867 @3— 961 asg— 226a,3 — 515 G33 + 186 G55, 
7 == 94,641; — 1922 4j3+24390 33+ 474d13 — 4 820035 + 592 G35, 
20,0 =— 93,8a@,— 226 aygt 237 33+ 48 1003 — 2370033;— 20194355, 
0 = 74,3@,— 515 yz — 2410 @33— 2370d);5 +78 600033; — 6 420455, 
53,9 = 98) @iy+ 372 aiz3+ 592 @33— 4 030,53 — 12 8403; + 158 5004;;. 


)) 


Wir betrachten wieder die oben fiir M = 2 gewonnenen Werte 
Von @;, @3, 433 als erste Approximationen und berechnen aus 
den Diagonalgliedern der drei letzten Gleichungen die Naherungs- 
werte 


15 = 0,0039, 433 = 0,0003, 3 =— 0,0001. 


Die erste Korrektion schon gibt die richtigen Werte, und damit 


1 x ; / ra ba Pn as 
Zt, V)= 0,674021 71 +- 0,0308(£) 43+ 31) + 0, 003263 43 


ae ae 1 Bons 
++ 0,0040(21 5 + &5 41) + 0,0004(£3 hs + €3N3) + 0,0000E5 735. 


Die Konvergens der wv; ist also eine durchaus befriedigende, 
wie aus dem Vergleich von (47), (48), (49) hervorgeht. 

Offenbar ist die Geschwindigkeit, mit weleher die /,, mut 
wachsenden wu, y abnehmen, fiir die Konvergenz des Verfahrens 
im grossen ganzen massgebend. Da die /y, im wesentlichen dic 
Koeffizienten der Entwickelung von f (2, 7) nach den ei cings 
so lisst sich ohne Schwierigkeit zeigen, dass fiir grosse vu, y in 
unserem Falle (f= konst) der Ausdruck wy /y.y mit wachsenden 
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u,v endlich bleibt. Ist aber f= o am Rande, so bleibt auch 


of of 2 ape 
uy? Pov endlich, und wenn auch noch cele am Rande ver 


schwinden, so istnach § 10 sogar uty! fy, endlich: wirkt der Druck 
vorzugsweise auf die Mitte der Platte, so wird eine _wesentlich 
raschere Konvergenz die Folge sein. Das gewahlte Beispiel stellt 
also keinen besonders giinstigen Fall dar. Unstetigkeiten von / 
dagegen sind fiir dic numerische Rechnung weniger giinstig. 

Der Umstand, dass die Koeffizienten der Diagonalglieder 
erheblich grisser sind als die der andern Glieder der Gleichungen 
(45), liegt daran, dass die benutzten 4.» = ey ee denen ja die 


sogenannte Orthogonalitiitsetgenschaft zukommt 


° f | hee 
i f ¥ne Uin'n' dx dy = 0, wenn nicht 770 — IE IL 7 ASG. 
e/ e 


diese Eigenschaft auch noch angendhert besitzen, wenn man mit 
ihnen die unter dem Integralzeichen in J yorkommende Operation 
A vornimmt. Sind die transyersalen Kigenschwingungen 9; (7, 9°) 
einer am Rande festgeklemmten Platte yon der betrachteten 
Gestalt bekannt (was beim Rechteck und Viereck nicht der Fall 


ist), und setzt man 9; = ";, so gilt 
Magi = igi, 
L a Un AY, da dy = ai [adn o, dt dy =X» ue fi: Un, , dz dy =6 
fiir Ne == Th. 


so dass die Koeffizienten zp, der allgemeinen Gleichungen (q) 
verschwinden, sobald pq ist. Die linken Seiten des Glei- 
chungssystems (11), weleches die a; bestimmt, reduzieren sich 
dann streng auf ihre Diagonalglieder, und man erhdlt somit als 
Spestalfall unserer Methode die bekannten Entwickelungen 
nach Kigenschwingungen, welche als Verallgemeinerungen der 
Fourter-Reihen zu betrachten sind. 

Man wird eine solche angeniherte Orthogonalitiitseigenschaft in 
manchen Tillen durch geeignete Wahl der u; besonders fiir 
gréssere t unschwer herstellen kinnen, wobei dann nach dem 
angegebenen Rechnungsschema zu verfahren ist, und die 


Genauigkeit leicht sehr weit getrieben werden kann. 
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Die Potentialgleichung. — Das Dirichletsche Prinsip. 
S43. 


Wir gehen dazu tiber, die Anwendbarkeit der neuen Methode 
auf das bekannte Dirichletsche Problem zu priifen: gesucht 
wird eine Funktion w (x,y), welche nebst ihren Ableitungen 
erster Ordnung innerhalb eines bestimmten Gebiets R endlich und 
stetig ist, in R der Gleichung 


(50) NSO 


gentigt, und auf dem Rande L von Rgegebene Werte annimmt. 
Die fiir die physikalischen Anwendungen durchaus unwesent- 
lichen Emschrainkungen, denen wir die Gestalt von R und die 
Randwerte unterwerfen, sind : 
1°. Wie in § 6 soll die Gleichung der Randkurve auf die Form 


Netra, ya) 


gebracht werden kinnen, wobei F im Innern nicht verschwinde! 
und nebst seinen Hauptableitungen in R und auf L endlich und 
stetig ist. Unter Hauptablettungen verstehen wir jetzt die Ablei- 


tungen 
gQm+n 
or fiir AO hy OIA — OA Ne Ne 
Or oyn 
2 5 F 5 : or oF : 
{s soll auf dem Rande nicht identisch 7 hae © sein. 


Die Randwerte denken wir uns durch die Werte, die eine 
Funktion Q (a, y) auf L annimmt, gegeben, und setzen voraus, 
dass Q nebst seinen Ableitungen erster Ordnung in R endlich 
und stetig bleibe, und dass AQ endlich sei. Ist diesen Bedin- 
gungen geniigt, so ergibt sich die Lisung des Problems in ganz 
ihnlicher Weise wie im zuerst behandelten Beispiel der Platte. 


Sei 


uU—O=wW, so folet Aw + AQ =o. 


Die Funktion @ ist im Innern nebst ihren Ableitungen erster 
Ordnung endlich und stetig; sie verschwindet auf L und geniig! 
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im Bereich R der Gleichung 


to) 
(5) INGE = (OR A) 
wo f= —AQ eine gegebene, endliche Funktion bedeutet. 


Das Dirichletsche Integral 


ff [(ee+(y 


dessen Minimumswert unter den besprochenen Bedingungen der 
gesuchten Funktion wv entspricht, wird nun 


oo Ow\ 2 fe: _ , Ow OQ dw 0Q 0Q\? ‘Ja 
a Jae see +255 a to ae 7 Ga) ued oo bes 


Durch partielle Integration erhalten die Doppelprodukte die 
Form —2 AQ oder —2/; das Integral der in Q quadra- 
tischen Glieder ist eine gegebene, belanglose Konstante; man 
erhalt also 


(52) Jie J ~~): -- (S) 2 sax] dS + konst 


und zugleich den Satz, dass dieses Integral eine untere Grenze 
besitzt. 
Wir bilden nun, etwa nach den Vorschriften der §§ 7 und 8, 


eine unendliche Reihe von Funktionen 4; (x, v), welche genau den- 
selben Bedingungen geniigen, wie sie in § 2 fiir das erste Problem 


‘ j : ove = 
gestellt wurden, wobei nur die Bedingung = 0 weefallt, und 
a .e on 


auf die neue Definition der « Hauptableitungen» zu achten ist. 
Dann bilden wir wieder 


Vin (2, ¥) = Vy Ag bo+...+ AnUm, 


und fordern, dass die quadratische Funktion der a; 


PYM apo ee bw ek 
Vinh lay ont: vin mn es / | | ( me 2 ( aed ) 2 md | ds 
ars ‘ 


ein Minimum werde, so dass fiir die a; die linearen Gleichungen 


resulltieren 
OS in CRU oJ m 


(63) =0 aa as ()'s SAF: S Bal es 
day : Ja : JA» 
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welche aus denselben Griinden wie die entsprechenden Glei- 
chungen (11) stets in eindeutiger Weise lisbar sind. Diese Glei- 
chungen lassen sich, unter Einfiihrung der willkiirlichen Kon- 
stanten A,, As, ..., A», und der Funktion 


(54) Chis Aid, + Aghe +... + AmYn, 


wiederum, wie in(12) und (13), zusammenfassen in die eine, fiir 
beliebige A; giiltige Gleichung 


eh. (ee m Gm OW mn Om 
boa Jee! Ox Or dy oy —Stm) a 
(55) yc akc NO ayy 


Die Minima J), J)’, ... bilden wieder eine stets abnehmende, 


oder doch nie zunehmende Rethe von Zahlen, die gegen eine 
untere Grenze J) konvergieren, und wie auf Seite 204, Gleichung 
(16) und (17), lasst sich unter geeigneter Spezialisierung yon 
(55), (diese Gleichung fiir m und fiir m-—+-n geschrieben) die 


Ditterenz J’. de ti die Form bringen 


Ceo ye] f) Cem] ® One eo) | s. 
. INN is / Ox T oy ( 
< Rn 


Aus der Konvergenz der J)’ folgt, dass dieses Integral fiir 


ne 


m>M bei beliebigem n kleiner als eine gegebene Grisse 7 
gemacht werden kann, wenn nur M geeignet gewahlt wird. Aber aus 


PIT Bis AA eb 
ff(gye< 
R 


folgt, wenn man die Gebiete D, D’ sondert, wo 


0 Z : 
s¢|s 1, und die- 


jenigen, wo 


oy SS Si 
a Ss 
Ox ? 


rl oott Sie? 00 \? 96 
SS\2 as<f fas+ f {(Z) ds = Sart, 
dD bp’ 


wo S die Oberflache von R ist. Da Ala 


On — 
Teilgebiet yon R 


f [tiles <i 


0° 
Ox 


, so folgt ftir jedes 
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und die Anwendung auf (56) ergibt 
| F [ el Wie eee Sa wml gs | (5 a) i Hy 
a2 e a 


o| Wmtn— Ym | = . , 
_ dd S+ <a 
| Wy Oy 2 < 2 v4 


Daraus liisst sich zwar nicht die Konvergenz von w, selbst, 
aber doch die Konvergenz der einfachen Integrale 


fen dy, [en dx 


genommen lings Parallelen zu den Achsen, wobei der Integra- 


tionsweg im Innern liegt, erschliessen. Und zwar ist diese Konver- 
venz eine gleichmdssige. Denn setzen wir ausserhalb R die 
zuniichst nur im Innern von R detinierten Funktionen 4, ,, 
eleich Null, wobei, da sie am Rande verschwinden, ihre Stetigkeit 
gewahrt wird, und legen wir die Koordinatenachsen ausserhalb R, 
so kénnen wir die eben gefundenen Ungleichungen auf das 
Rechteck 2 = 6, *%=2; y= 0, 7—=y anwenden, wo (4, 70 10. 
nerhalb R liegt; da aber 


“ “oO Wmtn— Ym “4 eS t 
uff i Ase al dy= f t Wren, ¥)—W ms )| | dy 


0 


und (y; (0, v7) = 0 ist, so folgt 
y 
| Onin — Pm | dy <(S +1) 70, 
mithin 


oy oy 
| { man dy == if Win dy <(S +1) V%- 
ev 


0 “0 


Die Integrale 


y 


1 ri 
f Win dy, | ®», dx 
0 


“0 e 


konvergteren also innerhalb R und auf L gleichmdssig 
gegen stetige Grensfunktionen. 


Bildet man ein Bereich aus einem kleinen Kurvenstiick the 
welches innerhalb R oder auf L liegt, und Parallelen zu den Achsen, 
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so ergibt die Anwendung der Ungleichungen auf dies Bereich 
{ | m+n— Wm | cos(na) ds — f Vmtn— Vn | dy <(S+1) V7. 
el . 


ds ist n die Normale zu 2; die ja willkiirlichen Richtungen der 
Achsen und die Linge von / seien so gewiihlt, dass cos na positiv 
bleibt. Mithin 


| 4 Vmnan COSM® ads — [om cosna as | <2(S +1) V7, 
1 JI 
d. h. es konvergieren auch die Integrale 


[om cos(rx) ds, [vm cos(ny) ds 
2 
l 


vl 


oder, wie man leicht einsieht 


Der Beweis der Existenz der gesuchten Funktion  gestaltet 


sich ganz wie friiher. 


R fg #5 Sf a 
Wiss ‘i, [ [ ip W», dx? dy?, 
ea 0 e 0 e 0 al) 
a sg ¥ iM 
Ei (aney2) ip ip [ ii jf dz? ay”, lim Ue 
J 0 v9 9 Nw 


wobei wieder die Achsen ausserhalb R legen, und i», = 0, f = 0 
ausserhalb R zu setzen ist. Die Gleichung (55) lasst sich durch 
partielle Integration auf die Form bringen 


ee _ dat Oy? - dx dy =- [ was, 
L 


Man setze 


e 


wo W sowohl wie AU,, nur solche Ableitungen von U,, enthalten, 
von welchen wir wissen, dass sie fiir m — « konvergieren. Ferner 
kommen darin noch die Hauptableitungen von Cm vor. Nach den 
gemachten Voraussetzungen kinnen wir also, ganz wie in § 4, zur 
Grenze m = = iibergehen und das Hilbertsche Lemma anwenden. 
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Dann ist fiir jedes Rechteck o (a... 4/; 8... {’) im Innern von R : 


AU — f(a, ¥) = Xi (wv) + y Xo(v) + Yi(y) +e Ys(9/), 


wo X,, Xz endliche stetige Funktionen yon @ allein, Y,, Y; 
ebensolche Funktionen von y allein bedeuten. 


Sei 
y x Be x 
veu—f [ (V+ ¥en) dy? — f dh (X14 Xp y) dz, 
fey 8} “a od 
so folet 


AV'= BiGay). 


Es ist also V ein nebst seinen Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung endliches und stetiges Integral dieser Gleichung. Daraus 
folet aber, wie in § 5, unter Anwendung der ‘bekannten 
Greenschen Satze tiber das logarithmische Potential, dass 


B —if be : . 2 
Vi) = =i freer F dx dy 4-analytische Funktion von é, 7, 
p 


wobei die analytische Funktion (ein Randintegral) der Gleichung 


02 o aa Es ; 
— —— oO oO 
OB a ona ae Oo genugt. Es ist 
orVv ie Wwe ie : : 
—— =— — / logr fdx dy + analytische Funktion, 
O22 O72 amd ov : 
lo} 


und diese Funktion, die wir « nennen wollen, bleibt somit nebst 
ihren Ableitungen erster Ordnung innerhalb 9 endlich und stetig, 
und geniigt der Differentialgleichung 
NED Bes (Gee ANE 
Hierbei ist 
Axt+é 


Pat 
w(x, v),=lim lim / in (a, 97) ae == lim Tim iL Wm(a, vy) dy. 


E=0 Me e/y a 


o 


Da diese Eigenschaften fiir jedes 9 gelten, gelten sie im ganzen 
Innern yon R, 

Es ist noch zu zeigen, dass w auch die Randbedingung «=o 
erfiillt. Wir wissen, dass 


lim [en cos(na) ds 


WD ee Vh 
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fiir jedes Kleine Kurvenstiick / in R existiert, wobei, wenn man die 
Lage dieses starr gedachten Stiickes innerhalb R aindert, die Konyer- 
genz eine gleichmissige bleibt, auch wenn /sich beliebig dem Rande 
L nahert und schhiesslich mit ihm koinzidiert. Daraus folgt, dass 
fiir jede innere Lage von / | 


lim [om COS(77a)) Asia | w cos(na) ds. 
Me e/} J] 

Nahert sich ¢ an L und fallt mit einem Teil des Randes L 
zusammen, so konvergiert die linke Seite gegen Null, da auf L 
alle w,, =o sind; die Werte, die « annimmt, wenn / sich L unbe- 
grenzt nihert, geniigen also auch, wegen der Gleichmiissigkeit der 
Konvergenz, der Bedingung 

c Cc 


f weosine) (aks bast (Oy. 
l 


und zwar fiir jedes beliebige Stiick der Randkurve, woraus «7 = 0 
folgt. 

Die Funktion w ist also die gesuchte Lésung. 

Allerdings ist damit nur ein Existenzbeweis, nicht eme wirkliche 
Berechnung von ww erreicht. Aber es ist schon friiher bemerkt 
worden, dass man in den praktisch vorkommenden Fallen» 
tatsiichlich kaum mit der Méglichkeit zu rechnen haben diirfte, 
dass ein Integral wie (56) gegen Null konvergiert, ohne dass der Inte - 
erand auch konvergierte. Dann aber existiert nicht nur lim ww, =, 


nL= © 

Ow Oo aa OMY Ow : 

m — —_, lim — — — ; die erhaltenen 
oh Ge On Oy Oy 


Approximationen diirfen sogar gliedweise differentiiert werden. 


sondern auch noch lim 


Ob daher die Methode brauchbar oder nicht, entscheidet im ein- 
zelnen Falle die numerische Berechnung der Approximationen. 

Man erkennt an diesem Beispiel der Potentialgleichung, dass 
unsere Methode, wie schon betont, ausschliesslich eine spezielle 
bestimmte Fassung des Dirichletschen Minimumprinzips ist, und 
dass diese Spezialisierung eben den Vorteil emes Konvergenz- 
beweises und damit eines Beweises des Dirichletschen Prinzips 
mit sich bringt. 

Auch das analoge Problem fiir drei Dimensionen tst unserer 
Methode zuganglich. Ferner lisst sich die Aufgabe, bei gegebenen 


R 16% 


Ve 
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ow . Ee : 
Fy cine Lésung von A A w == 0 im Innern 
V7 

eines gegebenen Gebiets zu finden, in analoger Weise auf das 


ow 


Problem der Gleichung A A w= f(z, y), w= 0, 7 =0 zuriick - 


Randwerten von sv und 


fiihren, welches wir oben gelést haben. 


Lineare Differentialgleichungen mit variablen Koeffiztenten. 


15. 


SP 


Die Anwendung der Methode ist natiirich keineswegs an so 
einfache Voraussetzungen tiber das Integral J, welches ein Mini- 
mum werden soll, wie wir sie bisher betrachtet haben, gebunden. 
Aber auch der Konvergenzbeweis lisst sich unschwer verallge- 
meinern, und es soll dies am Beispiele nearer homogener Diffe- 
rentialgleichungen mit einer Vartablen und Koeffizienten, 
die gegebene Funktionen von x sind, gezergt werden. Die 
érfiillung der Grenzbedingungen und die Auffindung der Funk- 
tionen 4; vereinfacht sich sehr im Falle einer einzigen Variablen. 
Zu grisserer Ubersichtlichkeit beschrinke ich mich auf Gleichun- 

@en zweiter Ordnung; doch gelten die Satze ohne wesentliche Ande- 
rungen auch fiir hOhere Ordnungen. Das Integral J Lisst sich dann 
in der Form schreiben 


a 
(97) J { [fil(a)y?+ 2 fe(x)yy' + f(x) y?| dx. 
SCL 

Und wir fordern, es solle eme Funktion y (x) gefunden werden, 
welche im Intervall ab nebst threr Ableitung y' endlich und 
stetig bletbe, fiirz =a; x= bdie gegebenen Werte A, Bannehme 
und Jsuetnem Minimum mache. Ks ist dies die Dirichletsche 
Randwertaufgabe, auf einfache Differentialgleichungen  iiber- 
tragen. 

Wir setzen yoraus, esseien f,, f., fs; im Gebiet a b stetige, 

d fi 


endliche Funktionen von a; gleiches gelte von /" == und yon 
: : dx 


J 4. Endlich fordern wir, dass die quadratische Form 


hye afary' fay" 
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im ganzen Gebiet ab de finit sei, baw., da es auf das Vorzeichen 
nicht ankommt, positiv. 
Dann existieren zwei positive Gréssen /, K derart, dass fiir 
a=ae256 
K> Si > hk, K > hs Sie Si t3— 3 Saree 


B— a x —b 
58 (a) == ——— B es 1( 2 
(98) V(@) Fareed ey ot i carey gs a ALA 
so wird uw (@) =u (b)=o sein, und vermittelst einer partiellen 


Integration erhalt man 
ee 


b 
J =p (fiw?+ 2 freuw + f,u2 + 2Fu)da + konst, 
a 


wo 


; r—a a—b 
Maev=(h— ft Be oY sae 
(e P= eta) b—a a—b f 
und die additive, iibrigens belanglose Konstante nur yon den 
gegebenen Groéssen A, f,,... abhangt. 
Jede Funktion w, die den vorausgesetzten Stetigkeits- und Rand- 
Jede F 3 g g 
bedingungen geniigt, lisst sich im ganzen Interyall a6 durch die 
Fouriersche Reihe 


said . 

ae : a! < . Pal Ie 3 C2) 

(99 ) u(x)= a; 2 ————— 
soe 


! 


darstellen; die Bedingungen w(a)=u(b)=o0 sind hierbei 
erfiillt, und es kann wu (x) einmal gliedweise differentiiert wer- 
den, und falls w’ den Dirichletschen Bedingungen geniigt, sogar 
gveimal. Denn setzt man die Funktion w’ fir 2 <a als gerade 
Funktion fort, so gilt 
we (en) =>) A; cos aa 

im Intervall a —b< x <b, und die gliedweise Integration dieser 
eleichmassig konvergenten Reihe fiihrt auf die Reihe (59), plus 
einer additiven Konstante, die wegen der Grenzbedingungen sich 
zu Null ergibt. 

Ahnlich findet sich, falls uv entwickelbar ist, durch zweimalige 
Integration die Reihe (59) plus einer linearen Funktion von 2, 
die wieder wegen wu (a) =u (b) = 0 verschwindet. 


aa 
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ma(e2—a) 


setzen, und fiihren die 
6—a : 


Wir kénnen also 4,, = sin 

Funktion 
Um= 4 vy + debe... + an Um 
an Stelle von wu in das Integral J ein. Dieses wird wieder eine 
quadratische Funktion J, (a,,.-., @m) dera; und wir bestimmen 
letztere so, dass J,, ein Minimum wird, d. h. wir liésen das System 
linearer Gleichungen 
OS m “ OS m IS mn Ls 


= & ———t |) 7 = 
0a ; da : : Jam 
1 2 


Da der quadratische Teil von J,, nach den gemachten Voraus- 
setzungen nur dann verschwindet, wenn w,, identisch gleich Null: 
und somit @, = @_ =... Gm =0, 50 1st auch im diesem Falle die 
Liésung eindeutig bestimmt. Da J nach seinem Ausdruck (57 ) 
nicht negativ sein kann, so foigt wieder die Konvergenz der 
sukzessiven Minima J‘, J)”, JP,... gegen eine Grenze. Man setze 
wiederum 


5 BES) 
(60) A; sin —_————., 
a 


so fordert die Gleichung J, == min, dass fiir beliebige A; set 


b 


Coy Viores dz[(filin+ fom) Cn + (fein + f3tim) Cm FCm] 
Cale) 
und die Differenz Ji, — Ji? lasst sich, durch geeignete Spezia- 


lisierung dieser Gleichung (wie in § 2), auf die Form bringen 
b 
Va Dd aa ae lee, — Tre uy 2 fo( Woman = Uh sis ) 


lat? (A 


< (Um+tn— Um) + fs ( Umin— Um)? | a 


Wieder kann das Integral fiir geniigend grosse m kleimer als die 


gegebene Grésse 4 gemacht werden. Da aber der Integrand positiy 


sfih—st 


und grésser (') als (uw), , , — Ui, ) a oe somit auch als 


k 
(Un+n—Um)* = 
WM r 
Ix 


(*) Es ist 
AP? + 2fr979 +A? = 7 [Ap thy T+ 9? ALAS, 
3 Js 
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ist, gilt die Ungleichung 


b 


; , 1K 
(Umin— Um)idz< —— 


a 


woraus wir wie in § 13 schliessen 


d| Um+tn— Um A|Umntn = Um | ; le 
i [ Ge an aaa dx |e ee ye 


Daraus folgt, dass wp, um gansen Gebiet ab gleichmdssig gegen 
eine stetige Grensfunktion u konvergiert, wenn m unbegrenzt 
zunimimt. ; 

Um die Existenz der Ableitungen von uw zu beweisen, setzen 
wr 


xr au 


a x 
ie | f Gees Um J3— Um Jo ) dx? +- ip ti Up Ax 


a a at 


ie 


und es konvergieren fiir 7 = «, P,, undP’,, gegen Grenzfunktionen 
Pound P’. 


Dann wird (61) 


ties ; ; 
ae ee ap?) i ~ dx - = Cin( 0) Jac 


Wie wir gesehen haben, lassen sich die Koeffizienten A; von 


Y so bestimmen, dass limZ,, — @, lim Gees cal lim deen Sos 
— . oS: - —— Og ae eg — Oe 
syn ) > <>) du dx dx dx? 


5 ; 4 : F : BE ‘ 
falls ¢ eine Funktion ist, die nebst qi @ und 6 verschwindet, 
ax 


im Intervall a6 nebst ihren Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetig und endlich, und im iibrigen willkiirlich ist. Bet 
dieser EN) der ©,, kann man also zur Grenze tibergehen ; 
das Glied in %), (b) konvergiert gegen Null, es bleibt 


eye 


a+ 
f f= rg : = di = 0 


fiir jedes ¢. Auf dieses Integral lasst sich nun das Flilbertsche 


Lemma anwenden und ergibt 


(62) ufy— P= cy + C22, 
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wo ¢,, ¢2 Konstanten sind. Es ist also 


Che ape ae P 


I 


u = 


, 


und da die Ableitung der rechten Seite existiert und stetig und 


Res : é Zu 
endlich ist, gilt Gleiches von eee 
a 


Durch Differentiation von (62) ergibt sich aber 


uw fe — ii [F+ u(/;—/%)] Om — Gay 


eat f 
so dass auch wv” existiert and die Gleichung 
(63) u frtu f,tul(f,—fs)—F=0 


erfiillt ist, welche man direkt durch Variation yon J erhalten 
wiirde. Das Problem ist damit gelést. 

Fiir nicht homogene lineare Gleichungen bleibt die Methode 
unverindert, nur dass F(x) eine allgemeinere Form annimmt. 
Zum Beweise der Konvergenz ist es notwendig, die Existenz einer 
unteren Grenze des zu variierenden Integrals J zu zeigen. Man 
kann zu diesem Ende die Existenz eines partikularen Integrals 4, 
der nicht homogenen Gleichung, sei es auf Grund der im Vorigen 
ausgefiihrten Lisung der homogenen Gleichung, sei es auch 
direkt aus den Cauchyschen Existenzsitzen, postulieren, und 
yvy=yi +usetzen; dann nimmt J eine Form an, aus welcher die 
xistenz einer unteren Grenze ohne weiteres folgt. Es ist dies im 
wesentlichen die Methode, die wir in § 1 angewendet haben. Bei 
der wirklichen Loésung des Problems wird man allerdings diese 
Transformation nicht ausftihren, ebensowenig wie man das postu- 
lierte partikulire Integral zu kennen braucht. 


Die schwingende Saite. 
S 16. 
Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen lassen sich nicht 


mehr anwenden, wenn der Integrand aufhért, eme definite Form 
zu sein, Es ist bekannt, dass die Natur der Lisungen in diesem 
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alle eine wesentlich andere ist, und dass die Eindeutigkeit der 
Lésung insbesondere, ebenso wie ihre Existenz, nicht mehr all- 
gemein behauptet werden kann. Beispiele hierfiir bieten die 
Kigenschwingungen elastischer Kérper : wir wollen fiir den Fall 
der schwingenden Saite zeigen, dass, wenn auch der theore- 
tische Konvergenzbeweis, wenigstens in der im Obigen darge- 
stellten Form, versagt, die Methode nichtsdestoweniger anwendbar 
bleibt und su numerisch sehr brauchbaren Resultaten fiihrt. 

Sei A? eine zunachst willkiirliche WKonstante, so sind die 
Gleichangen des Problems bekanntlich 
(64) +Ky=0, G1) =o, VA=1) = 0; 
wobei die Saite in den Punkten 2=-—+ 1 festgehalten wird. 
Wegen der Homogenitat kann man noch die Bedingung 

ati 


/ VAG = 7 


bates | 


yorschreiben, Die Losungen sind : 


Te a 
» k = <3 erster Oberton 
ee 2, 

Bf 


Fundamentalton : y = cos 


. : ae 37 
fs 72, k=; zweiter Oberton vy = cos 38 k =—> usw. 
Diese Lésungen wollen wir nach unserer Methode durch 
Polynome su approximieren suchen, wobet wir uns auf die in 
xz geraden Lisungen beschranken. 
Das allgemeinste, in 2 gerade Polynom, welches den Bedin- 


gungen y (== 1) = 0 geniigt, ist 
(65) Vn=(t— 27) (y+ a, 22+ agaxt +... An v""). 


Die Gleichung (64) entsteht durch die Forderung, es solle 


att cL 
{ y'2 dx unter der Bedingung if y?d x2 =1 em Minimum 
eae = 
werden. 


Fithren wir hier y, an Stelle von y ein und setzen 


+1 
We = [ Cae = ki Ve, ) dx, 


vt 


so haben wir die a;so zu bestimmen, dass J, ein Minimum wird, 
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oder, besser gesagt, dass 


Obs OS yn es Wn 7 
(66) jan ee WF) pane 


ist. Soll dieses System linearer Gleichungen eine Lésung besitzen, 
so muss seine Determinante yerschwinden, woraus sich eine 
Gleichung n+ 1°” Grades fiir k? ergibt, deren Wurzeln 


EGO ROY A, 


sein migen. Jeder dieser Wurzeln entspricht ein bestimmtes yz, 
und man findet leicht, dass die kleinste dem Minimum von 


a 
iA ne a 
eas 


aa 


pias 
1 


entspricht, fir geeignete Wahl der ap. 
Nimmt 7 zu, so wird 4” abnehmen und gegen eine Grenze kon- 


Te 


vergieren, welche 4 = - entspricht (Fundamentalton). Auf die 


2, 
Konvergenz der y, lasst sich daraus aber nicht in der bisherigen 
Weise schliessen. 

Die Koeffizienten der Gleichungen (66), die die @; bestimmen, 
sind linear in 42 und enthalten, wegen 


424 
2, 
i" TD ae = 
he 2p+i 


nut rationale Zahlen. Fiir n = 1 (erste Approximation) wird 


2h? I 2 k2' / 2k?) li 9, k?\ 
De cet Da rs al = ol > ? OSS re —= ay = )» 
“1 ) re aE a | 


/ 


woraus 


ki— 98k24+ 63 = 0; Dt == 08488: Dee == hl oe 


\us den exakten Lisungen hiitte sich ergeben 
OC 


7 or? 
Leoni Qa ayy ACs 
4,.934502%00, 2k} = —— = fh: 

DY 


= 
il 
II 
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so dass schon in erster Anniiherung die Tonhihe des Fundamen- 
taltons auf S55 richtig ist, wiihrend, wie ja zu erwarten, die des 
zweiten Obertons nur auf 10 °/, genau sich findet. 
In sweiter Approximation (n = 2) wird, falls 4? =) gesetat 
wird, 
23 — 995)2-+ 8910 — 38610 = 0. 


Wir benutzen die schon gefundenen Niherungswerte = 2 4%, 
2,== 2k? und erhalten die neuen Werte 


Uc OOKIS OD 217) ke 4h gOODs 


Der Fehler des Fundamentaltons in sveiter Anndherung 
betrégt 4 Milliardstel, der des zweiten Obertons '/s°/); der 
vierte Oberton wird nur roh angenihert erhalten (dritte Wurzel 
der Gleichung). 

Die Konvergens ist also eine ungewohnlich gute. Man 
bemerke, dass sich hieraus sukzessive Approximationen von = 
durch algebraische Zahlen ergeben. 


Berechnet man nun in zweiter Approximation @, a, und dp, 


a . x . Te 0 s 

so findet sich als angeniherte Darstellung von cos —- : 
‘ 2 

Vale) —=(l-— 2") (f— 0,233 {a0 22-0, O16 9024") 


und fiir die. Werte z =0,1, 0,2, ..., 0,9 von # erhalt man fiir 


TL 5 ry. 
log cos — und log 7, die Tabelle 


C= o,1 0.” 0,3 0,4 0,5 
d _ te a ae . 1 28 5058 94 Gq f85 
log cos =] 994620 | 978206 | 949881 | 907995 | 049459 
2%, 
log ¥n =| 994621 | 978212 | 949889 | 907952 | 849493 
a — 0,6 One 0,5 0,9 
Ta > > £ 7Q ) VA Yes } 
log cos =| 769219 | 657047 | 489982 | 194932 
o 2 
log ¥n = | 769221 | 657043 | 489978 | 194345 


wobei nur die Mantissen der Logarithmen geschrieben sind; fiir 


: es ; : 2 : 
2=——1und ¢ = ist tibereinstimmend y, =cos—-=0. Die 
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Anniherung ist also im ganzen Gebtet —1 bis +1 eine sehr 


befriedigende ('). 
Fiir den Oberton istes vor allem wichtig, die Stellung der zwet 


a 5 1 \ a : 
Knoten ( theoretisch E= Es) wu berechnen. Es wird 


a 


Ip 


VP (v2) = (1— 2?) (—1+ 9,3335.2?— 6,219 2+) 


und die Klammer verschwindet fiir rc = 0,3408 : die Stellung des 
Knoten ist also auf 2 °/, genau angegeben. - 

Man wird aus diesem Beispiel schliessen, dass unsere Methode 
fiir die Berechnung der Schwingungszahl des Fundamentaltons 
einer Saite, Membran oder Platte besonders vorteilhaft ist, und 
dass je hiher der Oberton ist, mit dem man es zu tun hat, um so 
erésser die Anzahl Konstanten @; sein wird, die man zu berechnen 
hat, um eine gegebene Genauigkeit zu erreichen. Auch auf dic 
Untersuchung der Chladnischen Alangfiguren ist die Methode 
somit anwendbar: bei transversal schwingenden Platten ist das Pro- 
blem bis jetzt, 1m Fall eines freien Randes, erst fiir den Kreis 
gelost. Aber auch bei ringsum eingespannten rechteckigen Platten 
ist die Lisung noch unbekannt : es lisst sich leicht zeigen, dass 
die Eckpunkte singuliir sind, und inihrer Umgebung eine Entwicke- 
lung nach Potenzreihen nicht méglich ist. Hier ist der Umstand 
von grossem Vorteil, dass unsere Methode, z. B. bei Anwendung 
von Polynomen, auch in solchen singuliiren Punkten anwendbar 
bleibt, sofern nur die Stetigkeitsbedingungen nicht verletzt werden. 
Auf diese Anwendung der neuen Methode auf transversale Schwin- 
gungen ebener rechteckiger Platten werde ich an anderer Stelle 
zuruckkommen. 

Nach dem vorliegenden Beispiel diirfte jedenfalls der Physiker 
bei der Anwendung des neuen Rechnungsverfahrens auch in 
Fallen, wo der theoretische Konvergenzbeweis zuniichst noch 


fehlt, sich durch diesen Mangel nicht allzusehr beunruhigt 
fiihlen. 


a ce Se ee el a ee ee 


(') Im vorliegenden Falle kann man auch durch Potenzreihen integrieren. 
Beschrinkt man sich, wie in Mo, auf Potenzen von zw die = 6 sind, so wird die An- 
niherung an y (2) eine ungeféhr ebensogute, der Fehler des Fundamentaltons 
dagegen ist 10000 mal grisser als hier. 


XVI. 
UBER EINE NEUE METHODE 


ZUR 


LOSUNG GEWISSER RANDWERTAUFGABEN “, 


(Géttinger Nachrichten, math.-physik. Klasse, 1908, 8. 236-248.) 


Ber den Randwertaufgaben der mathematischen Physik besteht 
in vielen Fallen die Forderung, eine bei bestimmten Stetig- 
keits- und Randbedingungen durch ein Minimalprinzip definierte 
Funktion innerhalb eines gegebenen, endlichen Bereichs darzu- 
stellen. Zu diesem Zweck eignen sich bekanntlich Potenzreihen 
nur ausnahmsweise, wihrend es immer méglich ist, die Funktion 
nebst eigen ihrer Ableitungen durch ein Polynom von geniigend 
hohem Grade, durch die ersten Gheder einer Fourier-Reihe oder 
thnliche Ausdriicke innerhalb des ganzen Bereichs mit beliebig 
vorgeschriebener Genauigkeit darzustellen. Die Berechnung der 
Koeffizienten bietet keine Schwierigkeit falls die Funktion nume- 
risch gegeben ist, und es wird in den in der Praxis vorkommenden 
Fillen meist ein Polynom yon niedrigem Grade die Funktion mit 
geniigender Anniherung darstellen. In dieser Form werden haulig 
die Resultate der Beobachtung zusammengefasst; soll das Ergebnis 
mit der Theorie verglichen werden, so erhebt sich die Forderung, 
die Koeffizienten a; eines Polynoms oder allgemetner eines 
Ausdrucks der Form 


(1) WY py = vot ay vy == Aro So. et Ay, Vin 


wo die 4; geeignete analytische Funktionen sind, aus den Rand- 
bedingungen und der Differentialgleichung so zu bestunmen, 


(') Vorgelegt von Herrn C. Runge in der Sitzung vom 16. Mai 1go08. 
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dass sie, bet gegebenem m, von der gesuchten Lésung méglichst 
wentg abweichen; wobei der Fehler mit wachsendem m ver- 
schwinden muss. 

Bei vielen Variationsproblemen lisst sich nun eim zur nume- 
rischen Rechnung geeignetes Verfahren angeben, welches in engster 
Beziehung zum Dirichletschen Prinsip steht, und, da es 
einen einfachen Konvergenzbeweis zulisst, dieses Prinzip (fiir das 
betreffende Problem) streng su begriinden erlaubt, wenn man 
noch die von D. Hilbert zu ihnlichen Zwecken entwickelte neue 
Methode der Variationsrechnung heranzieht. Dies Verfahren soll 
im Folgenden am Problem des Gleichgewichts ringsum einge- 
spannter, elastischer Platten entwickelt werden. Die Verallge- 
meinerung und die numerische Durchfiihrung einzelner Fille, die 
sich iibrigens von selbst ergibt, sei einer ausfiihrlicheren Mitteilung 
vorbehalten. 

Sei «v die (sehr kleine) Verschiebung eines Punktes der Platte 
aus seiner urspriinglichen Lage, senkrecht zur Ebene der Platte, 
so ist die zu approximierende Funktion « (2, y) durch folgende 
Bedingungen definiert : 

1. sieist eindeutig, endlich und stetig nebst ihren Ableitungen 
erster, zweiter und dritter Ordnung innerhalb der Platte R; 

2, auf dem Rande L der Platte erfiillt sie die Bedingungen 


Ow Ow Ow 


also auch=—)— oO. —— se 
Ox Oy . 


3. sie gentigt im Innern der Differentialgleichung 


Ok ow O'@ O* ww 
; 


CD Oa he 0x? oy? Ei oy* 


= AAw = f(2,7), 
wo feine dem auf die Platte ausgeiibten Normaldruck proportio- 
nale, endlich, stetige Funktion ist, die numerisch gegeben sei. 
Diese Forderung ist iquivalent mit der andern; es moge das 
Integral 


? 


(3) {l= | | E (Aw )?-— wf | dx dy 


R 


(welches im Wesentlichen die potentielle Energie der deformier- 
ten Platte darstellt, nebst der Arbeit des Druckes) fiir « ein Mini- 
mum werden. 
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Dass dieses Integral jedenfalls eine untere Grenze besitzt, wenn 
sie auch vielleicht nicht erreicht wird, erkennt man leicht durch 
dinfithrung des partikuliren Integrals von (2) 


I , P 
ey) = — 5 lie logrf(Esa) didn, = r?= (x —£)?+ (y —2)?. 


Piir alle «, die den Bedingungen 1. und 2. geniigen, lisst sich 
dann J in der Form schreiben 


= “ f fis (op — Wy )| Ax dy =f Ix, 


wo K die numerisch bestimmte Grisse 


; ail ae IAW Ow \ 
kK =| i rece — fos] dz dy + ce PAW Tt) ds, 
pes : rs - On On : 
. j 


bedeutet. 
Man setze 4¥j)=o0 und wihle die 4; so, dass sie den Bedin- 


gungen 1. und 2. geniigen, und dass zwischen ihnen keine iden- 
tische lineare Relation mit konstanten Koeffizienten bestehe; 
dann erfiillt «,, die Bedingungen 1. und 2. fiir jedes System der 


a; und verschwindet identisch nur wenn a, = ay =...=A,= 0. 


Wir suchen nun die Koeffizienten a; des Ausdrucks 


Vmn( 2, Ve =a, vy d2Vo+. GObar Aan Vm 


so zu bestimmen, dass (,, ber gegebenem m eine mdglichst gute 
Approximation yon vw darstelle; die fundamentale Wichtigkeit 
der Energie fiir den gesamten physikalischen Vorgang legt es nahe, 
die Abweichung der Gesamtenergie von threm theoretischen 
Wert als Maasstab des (bisher noch nicht definierten) Gesamt- 
fehlers za nehmen und diese Abweichung méglichst klein zu 
machen. Mit andern Worten, wir haben die a; so su wihlen, 
dass die der Deformation wy, entsprechende Energie baw. das 
Resultat der Binfiihrung von w, statt w unter das Integral- 


In= | i [= (aH m= firm | dx dy 
“aR ‘ 


moglichst klein werde. Danun J», eine quadratische Funktion der 


seichen 


a; allein ist und x und y gar nicht enthiilt, handelt es sich hier um 
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ein gewohnliches Maximam und Minimum Problem, welches 
durch das System der in den Unbekannten a; linearen Gleichungen 
In IS in 0 IS mn 


(5 (0) == eaey =0 
) 0a, : da, : 0a, 


velést wird. Setzt man 


(6) CPG aay 24h 4) AYpAY, dx dy, ap= f | fy, dx dy, 
R R 


so lautet das Gleichungssystem 


m 


(5a) Nv 


Ong p= oe, (CG ig By eng ID 
Z pq V 


p=i 
Die Lisung von (5) und (5a) ist immer méglich und eindeutig be- 
stummt, weil die quadratische Form 


yA Ui 

>I t Mar Ae 
. » Sng Ap ag = Ay) | (Aw, )? de dy 
1 “4 K 


stels positiv ist und nur verschwindet, wenn identisch Aw, = 0 
ist, was, da w,=o am Rande ist, die Identitat ,=0, und 
somit @Q,;==d@.==...@m=—o erfordert. Die Determinante des 
Systems verschwindet also nicht. 

“s muss hervorgehoben werden, dass die %; durch re‘n nu- 
merische Quadratur, wobei ketnerlet verdnderlicher Parameter 
vorkommt, definiert sind: die praktische Durchfiithrung dieser 
Quadraturen bei gegebener Genauigkeit bietet also keine 
Schwierigkeit. 


leh beweise nun, dass lim «,, existiert und die gesuchte Lisung 


N= @ 
ist (bei geergneter Wahl der ¥;). 
Sind A; willktirliche Zahlen und 


7) Cm (a, ¥) = Ard +...+AmUm, 


so lassen sich die Gleichungen (5) dahin zasammenfassen, es miisse 
fiir yedes Wertesystem der A; die Gleichung bestehen 


(8) [fi AW ACm— fom Neder dy =e 
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Fiir einen neuen Index m+ n> m erhilt man in analoger 
Weise eine neue Approximation ,,,, mit anderen Koeffizienten 
aj, und es soll nun gezeigt werden, dass diese Approximationen 
eleichmissig konvergicren. Wir setzen O= Wmin — Pm und bil- 
den die Differenz der Minimalwerte yon J 


Ae 1 _ ? i 
in Jif Yh [fawn Ne va Wt te | dx dy 


[ 
—ff [$C p—fen| dx dy 
=: [fi Aw, Ao — fo) dx dy + a fi Ao)? dx dy 


und schreiben (8) fiir den Index m + 7 in der Form 
Is fw AW m+ AG) ACen —fEm+n] dai dy = 0. 
Setzt man insbesondere (4, = 2, was erlaubt ist, so wird 


[ [ (remde + (ag)*— fel de dy = 0 
und somil 


' I rp op 
(9) Vera Vin = Sas | | (Ag)? dar dy 2 Slee Win). 


2 
‘ 


Die J?’ bilden also, wie vorauszusehen war, eine stets abneh- 
mende Reihe yon Zahlen, die aber, wie oben gezeigt, grésser als 
eine bestimmte untere Schranke bleiben. Sie konvergieren also, 
und es lisst sich bei gegebenem < ein 7 = M so bestimmen, dass 


fiir jedes m > M und beliebige n die Ungleichung 
(10) j | (Ao)? dar dy <e 
R 


bestehe. Hieraus folgt zwar nicht, dass Ag, wohl aber dass © 


= 3 00 Xo) ey 
gegen Null konvergiert. Denn, wegen o = 0, ae 0p Fe =H Ova 
Rande ist identisch im Innern von R 
O( 2, ¥)=— oad [ ogr ag didn; [re=(x%—§)?+(y—74)?]. 
: Ni yhy awe. 5 
Kk 


Sei D das Gebiet, wo (bei gegebenem x, 7) |Ao|>logr ye, und D 
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Slog r Vé ist. Dann ist 


salole,yi< ff Saedn+ fi | logrr via ar 
ve 1 
D DB 
ae. 
It 


Ao)? afr 
‘ p) d= dr, +Ve | Wi log?r dé dx. 
ve I 
Das zweite Integral ist konvergent, wie man etwa durch Ein- 


das Gebiet, wo |A¢ 


fiihrung von Polarkoordinaten sieht; sei K sein grésster Wert 
innerhalb R, dann folgt nach (10) 


OTe | Play 7 | = ve(1— K). 


Die rechte Seite ist von z, y und n unabhingig; bei gegebenem 
2’ kannman immer fiir jedes v7, yu. rn die Grosse lo| =|min — Pm| 
kleiner als ¢’ machen, sobald m einen bestimmten Wert iiber- 
steigt; man hat bloss die willkiirliche Zahl ¢ und dementsprechend 
M so zu wihlen, dass 
IT fe 
aa e x) a 


sel. 

Die Approximationen wv, konvergterenalsotm ganzen Gebiet 
R gleichmdssig gegen eine endliche, stetige Grenzfunktion 
eur) 

Gleiches lisst sich in analoger Weise von den Ausdriicken 


ase ¥ 8 
OW yn PEO OO on OR? ie 
/ = ae dy, —— ds 
Oy } ibe 
a * / 7a 


2 on 


f 


zeigen, ‘wo die geraden Linienstiicke 2... 2, bzw. 8... y, baw: 
die Kurve «...% ganz innerhalb R liegen und nr die Normale zur 
Kurve bedeutet. 

Unsere Wahl der Anndherungsfunktionen wp», welche das 
Integral Jimmer kleiner machen, bedingt also die Konvergenz 
mm allen Fallen. Sollaber w die Lésung des Problems sein, d. h. soll 
der Grenzpunkt der J)?’ mit dem Grenzwert von J fiir irgend- 
welche den Bedingungen 1., 2. geniigende Funktionen w sicher 
zusammentallen, so miissen die 4; der weileren Bedingung unter- 


worfen werden, dass jede solche Funktion @ nebst ihren Ablei- 
Ow 0m O02~~ 2M ore - ‘ : 

: . ehobioaneen nee aie A ies Ge 
in cee behebig angenihert durch emen Ausdruck 


tungen 
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der Form a, by + ay 2+... + dm bm und seine entsprechenden 
Ableitungen darstellbar sei. Wenn ferner die 4; derart gewahlt 
wiren, dass aus dem Unendlichkleinwerden des Integrals 

f [A (man — Wm») |? de dy auf das des Integranden geschlossen 
werden diirfte [ein Fall, der wohl praktisch der allein in Betracht 
kommende ist ('), besonders wenn man nur eine bestimmte Appro- 


ximation verlangt |, so wiirde man auch auf die Konyergenz von 
Ow Ow 

A p ae nn 

m) On’ oy 


ge esuchte Funktion. 


» schliessen kinnen, und es wire « = lim s,, die 


Uber die Singularititen, die unter den vorliegenden Umstinden 
(z. B. bet Entwickelungen nach Polynomen) méglich sind, ist 
jedoch wenig bekannt, so dass eine weitere Verschirfung der 
Bedingungen, welchen die 4; zu unterwerfen sind, zur Durch- 
fiihrung des Beweises nétig wird. 


Wir nennen abkiirzend Hauptablettungen einer Funktion die 
‘ om+n D ; ; ; 
Ableitungen ——— m= o0, 1, 2,3; n=0,1, 2, 3. Die ¥; haben 
OL m OV : 
Lm ny 


nun die Bedingungen zu erfiillen : 

1. sie sind, nebst ihren Hauptableitungen, in R und auf L end- 
lich und stetig; 
Ob; Ov; Ov; 


=O. somit —— = o, + = o fiir Jedes 7; 
> on ay : 


3. es besteht keine Identitat der rece 


2. auf L ist 4; =O, 


bivy + bs We wee + bm Vn=0, 


wenn nicht alle 6 verschwinden ; 

4. sei (x,y) eine abteilungsweise analytische Funktion, die 
nebst ihren Hauptableitungen endlich und stetig ist, und nur 
innerhalb eines ganz in R gelegenen Rechtecks p von Null 
verschieden ist, wobei Grisse und Lage von ¢ willkiirlich bleiben. 
Wir setzen voraus, dass es méglich sei, die Koeffizienten Av und 


den Index m des Ausdruckes 
Cm = Au uy = Agts+. Lt An Vin 


so zu bestimmen, dass — %,, und seine Hauptableitungen in R 
kleiner als eine vorgegebene Grisse bleiben. wie auch im iibrigen 


(1) Im entgegengesetzten Fall muss nimlich die Fliche s = Aw,, bei gentigend 
grossem m Singularititen « haarformiger Art » aufweisen. 


R. i) 
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¢ gewahlt sei (also lim %,, = usw., wobei die Konvergenz eine 
gleichmissige sei. 

Es ist leicht, Funktionen 4; zu bilden, die diese tnterpolato- 
rischen Kigenschaften besitzen. Die Gleichung der Randkurve 1 
lasst sich immer auf die Form bringen 


IP (Ges 9?) uy 


OF oe , . Pe 
es nicht identisch verschwindet und F im Innern von KR yon 
Null verschieden ist, im iibrigen nebst seinen Hauptableitungen 
stetig und endlich Bleaee, Fiir eine steug gekriimmte Berandung 
wird die Gleichung oft von vornherein in dieser Form erschemen; 
o kann 


fiir ein konvexes Polygon mit den Seiten 4; 7 + 3; y +yj;= 
ys t i 


man setzen 
F = Il(a;% + Bry + yi:). 


Fiir andere Polygone und zusammengesetzte Kuryen ist F auch 
meist leicht zu pilbeD: was hier nicht ausgefiihrt werden soll. 


Die Funktion & i istdann nur innerhalb 9 von Null verschieden 
und nebst ihren Hauptableitungen stetig und endlich. Wir legen 
den Koordinatenursprung in eine Ecke eines R enthaltenden 
Vierecks. Welches im iibrigen auch $ und o seien, lasst sich eine 
solche Funktion nebst ihren Hauptableitungen in der Form 


3 Si NRG A ney 
= => : AmnPm Pr i) Bin Sin = sin = usW., 


wo P,,, P, Legendresche Baran a die Seite des Vierecks be- 


deuten, darstellen, wie durch Integration der entsprechenden 
oe 


gleichmiassig konvergenten Reihen fir) aes unter Beriicksichti- 


awe ae 3 
gung des identischen i csabeters: von © ausserhalb R ohne 
weiteres folgt (1). Setzt man also 


An, ORE TORE Zz y 
(11) Vina = F* sin sin —y oder Yun = F2Pm( = ) ips (2) : 
a 


a (a; 


(1) Aufdem Rande und auf den Kurvenstiicken, auf denen / verschwindet und 


die ausserhalb #, aber innerhalb des Quadrats gelegen sind, hat ao zunichst die 


2 0 F 2 ; : , ee ; 
Form a die Entwickelungen ergeben hier bekanntlich den aus der Stetigkeit 


folgenden Wert, also o. 
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so wird 


M M 
a! 
> Amn Vin ny baw. . Bin v mn 


mo n=1 myn=l 


gleichmissig gegen ¢ konvergieren, und gleiches gilt von den 
Hauptableitungen; es ist z. B. 


M 
OVmn : 0(F2) QQ PUT PET Oy 
= lim | —— AG Si sin : 
Ox Miso Ox 


a a 


M 
lim \ Ann 


N= 


M 
4 mr MTL, nt 
+. F2 > Amn — 60s aes : 
a a r 


a 


= * Z * 2 ‘ he 
Der Limes der Klammer ist aber gleich & ole + F2 as 
5 2 0a Oa \ F2 


Da ferner auch auf L ausser Y,,, = 0 noch gilt 


sin 


ee agp 


OVomnn Oe nut mr mT xL 
pee _ a hl — sin eh cas \ 
Ox Ox a a 


OV 
oy 
Bedingungen. 


und ebenso =o, so erfiillen die U,,, alle vorgeschriebenen 


Bei konvexen Polygonen wird man den Ansatz Ui» bDevorzugen, 
da F selbst ein Polynom ist; die (Quadraturen lassen sich dann 
in termints finitis ausfihren. 

Dass man auch auf manche andere Weise, insbesondere durch 
Einfiihrung neuer Variabelen geeignete Funktionen 4; bilden 
kann, ist selbstverstindlich und soll hier nicht naher ausgefiihrt 
werden. 

Um nun bei diesen Voraussetzungen iiber die 4; zu zeigen, dass 


w = lim w,, wirklich das Integral J zu einem Minimum macht und 


mise 
somit die gesuchte Lisung ist, benutzen wir eine im wesentlichen 
von Herrn Hilbert (') gegebene Methode. 

Wir setzen zuniichst die nur innerhalb R definierten Funktionen 
v; und f ausserhalb dieses Bereichs gleich Null, wobei fiir ¥,, 
du; ov; 


Bata, wegen der Randbedingungen die Stetigkeit nicht verletzt 


(1) D. Herr, Yber das Dirichletsche Prinsip (Festschrift der Kgl. Ge- 
sellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, math.-physth. Klasse), Berlin, 
1gor. 


ie 
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wird; ferner legen wir die Koordinatenachsen in der Weise, dass 
sie keinen Punkt mit R gemein haben. Sei dann 


4 Hs 4A Fe x x 
Un(2, 7) cal ae gi yf ip 7? wy,de dy? ; 
0 0 0 0 9 0 
we a ag x x a 
Kan=f ff f ff fanaa 
0 0 0 0 0 bol () 


so konyergieren, wie oben bewiesen wurde, U,, und seine Ablei- 
tungen bis zur vierten Ordnung, ferner 


oeUn — ue OW m Ey 08 Um HOUm FU m : 
= ox)? Oy* Ox?” Ox* Oy’ Oy* Ox 


eleichmissig gegen eine’ Funktion U und ihre entsprechenden Ab- 
leitungen; ferner sind 


O7TU», = OW OTUm = OW» 08 Wiss Sg 
ort dys ox” Oy* dx? oy ” oxtoys 

auf L gleich Null. Durch partielle Integrationen lasst sich dann 
die Gleichung (8) in die Form bringen 


Fels hOMG P) oe de de + fw ds, 


~“L 


wobei im Randintegral alle Glieder in U,,, die micht verschwinden, 
konvergentsind, und nur die Hauptableitungen von Z,, vorkommen. 


Endlich konvergieren auch die im Doppelintegral auftretenden 
& Um Ot oO Um ot Wess 
ox ’ Ox? oy? oy?’ Ox* 

zienten A;, die in [,, eingehen, wiihlen wir so, dass gleichmissig 


: 0 
Ableitungen - Die noch willkiirlichen Koeffi- 
lim f,, =, wobei ¢ irgend eine Funktion der oben definierten 
Art sei; gleiches kann, nach Voraussetzung, auch fiir die Hauptab- 
leitungen angenommen werden. Unter diesen Umstinden kinnen 

z : io y . = 
wir zum Limes tibergehen, und da ¢ nur innerhalb o yon Null 
verschieden ist, verschwindet das Linienintegral, und es wird fiir 
jedes solche € 


(12) ree = dx dy. 


Nun beweist aber denn Hilbert a. a. O. folgendes Lemma: 

Set Ceine innerhalb des Rechtecks einschliesslich dessen Seiten 
mit ihren Hauptableitungen endliche, stetige, abteilungsweise 
analytische Funktion, die auf den Seiten 2 =a, x = a’ des Recht- 
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: 7) 0? - . 
ecks den Bedingungen ¢ = 0, = == 0, 2 =o geniigt; auf den 
ee SB ee . v at 07 
Seiten y = b, y= OU’, den Bedingungen ¢ = 0, —~=0, —=0 


: oy? 
Wenn dann fiir jedes solche ¢ das Integral 


ere 
eee Y) Tar ay dx dy 


verschwindet, wo ® eine in 2 emschliesslich der Seiten stetig yer- 
laufende Funktion ist, so ist notwendig ® von der Form 


P= Xo+ Nyy + Xoy?2?+ Yo+ Vix + Yor?, 


wo Xo, X,, X» stetige Funktionen von z allein, Yo, Y,, Ys solche 
von y allein sind. 
Dieser Hilfsatz ist auf (12) anwendbar; denn aus der Hilbertschen 


: ae 0 02 
Bedingung € = o fir x= a folgt auch = =o ee = fT Che APP 
co) to} F) ) oy? ’ ’ 
at at Ost 
ebenso folgt aus — =o fiir 2 =a, —— a a oP rex Prctaas pce ralaee 0 


oot 


dass simtliche Hauptableitungen von ¢, mit Ausnahme von ———— > 
= Ox? oy? 
auf den Riindern des Rechtecks verschwinden miissen; da ferner 


die spezielle Gestalt yon C, die Herr Hilbert zu seinem Beweise 


benutzt, auch die Bedingung w= 
auch diese Bedingung ¢ auferlegt werden: es schliessen sich also, 
mit andern Worten, die Werte von ¢ und dessen Hauptablei- 
tungen stetig am Rande an die fiussern Werte, namlich Null an. 
Die yon Herrn Hilbert gestellten Bedingungen sind also aqui- 


valent den oben sub (4°) tiber  gemachten Voraussetzungen. Es 


=o am Rande erftillt, kann 


folet somit 
(13) AAU — F= Xo+ Xyy + X07?+- Y fo-- ¥1u + Your? 


3’ 


im Innern des Rechtecks ¢. Setzt man endlich, unter (4, 3 
Koordinaten einer Ecke von 9 verstanden, 


veu— fo fo fo fi dor(XeryXity%) 
ee He fl er etin ays) 
eet |<, ope dy® Yo, 


ara iP) 


) clie 
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so erhalt man 


(14) AAV = F(z, y), 


wo V und seine Ableitungen bis zur 4. Ordnung stetig sind. Nach 
Mathieu ist aber bei dieser Gleichung der Ausdruck des Green- 
schen Satzes der folgende : 


Via y)=— ge fi frtlogrF yn) didn eT, r= (@— iP) 
i 


wo T ein tiber den Rand von 9 genommenes Linienintegral ist, 
welches im Innern eine analytische, der Gleichung AAT = o 
veniigende Funktion darstellt. 

Aus diesem Satze, weleher nur als Ausdruck der Stetigkeits- 
eigenschaften der Integrale partieller Differentialgleichungen uns 
wichtig ist, folgt zunachst 


ov I fs i 7) 2 ‘ OT 
= 2 == —(rrlogr)F did a 
ie Se ioe kOe ee 


— I 0, 2 Cre £ AT. 1 oT 
Htag ff gitar k Ran + 5 
oF 


wo T’ dieselben Eigenschaften hat wie T. Man erhalt durch 
of F(E, 4) 


Wiederholung derselben Operation, und wegen ors sai (eeayy 
OsV iy 0e&U I a 
me iin yale ri loee Fo nat eee 
Jat aya Tat Oy ( al vf og7 ti :, 1) did, + T", 
woraus folgt : 
Die Funktion w = lim Ww, besitzt im ganzen Rechteck » 
Cc \ 
mm © 

endliche, stetige Ablettungen bis zur vierten Ordnung und 


geniigt der Gleichung 
(16) AAW ==" f(a; yas 


und da die Lage und Grisse von 9 willkiirlich sind, g7/¢ dieser 
Sats im Innern der gansen elastischen Platte R. 


Aus sw = lime, folgt ferner, dass « am Rande verschwindet, 


m= eo 
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. : Ow ; ‘ : 
und gleiches gilt von re sich aus dem Satze 


ite Bad 
lim f ies ds = [ oe ds 
Ke on wa on 


Es ist also w die gesuchte Lisung, die wir somit im engsten 


leicht folgen lasst. 


Anschluss an das Dirichletsche Prinzip konstruiert haben ; 
womit gleichzeitig bewiesen ist, dass das Minimum des Integrals 
auch wirklich erreicht wird. 

Dass sich diese Methode ohne Schwierigkeit auf andere Pro- 
bleme ahnlicher Art, insbesondere auf das klassische Problem 
von Dirichlet, ausdehnen lasst, soll an anderer Stelle ausgefiihrt 
werden. Hier mége noch an einem Beispiel gezeigt werden, dass 
sie sich auch, und zwar mit Vorteil, auf die Eigenschwingungen 
elasticher Aérper anwenden lasst. 

Die Gleichung der Eigenschwingungen einer Saite lisst sich in 
der Form schreiben : 

ay 


am 0, mit y(+1)=0, y(—t) = an den Enden, 
dx ; © 


eine Forderung, die aus dem Minimumwerden des Integrals 
mit der Bedingung 


sich ergibt. Wir suchen die Lisung, die in diesem speziellen 
Falle durch trigonometrische Funktionen gegeben ist, nach der 
alleemeinen Methode durch Polynome zu approximieren. Das 
alleemeinste Polynom, welches den Symmetrie~ und Randbedin- 


gungen der Fundamentallisung geniigt, ist 
Vn = (22> —1) (A, + Ug? + A3 24+ Anu"). 
Ist also 2, ein Lagrangescher Faktor, so haben wir die a; so zu 


wihlen, dass 


+1 


+1 ae 
f (Se) = na | dz = Min, mit a Gp =i. 
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Dies gibt ein System linearer, homogener Gleichungen fiir die 
a;, dessen Determinante verschwinden muss, wodurch sich A, be- 
stimmt als kleinste Wurzel einer algebraischen Gleichung n‘™ 


2 
— der Funda- 


Grades. Dieses },, konvergiert rapide gegen das x? = 
y t 


nc TL ae ° + ~ yd 
mentallésung VY = COs Sah Pari: = Ist Sh aye fiir 2 = 2 er- 


pibt sich 2.\> == 4,90480...; fir 2 == 0, 2hp= 4.004002 87a. 
2 


waihrend 2x? = = = 4,934 802 200... ist. Der Fehler ist also 


bei der dritten Approximation drei Milliardstel. Bei den Ober- 
ténen (gréssere Wurzeln der algebraischen Gleichungen in A, ) 
ist er wesentlich grésser. Es weicht ferner y, von y in dritter 
Approximation nur in der sechsten Stelle ab. Da aus den Glei- 


chungen folgt 


so ergibt sich von vornherein, dass die Schwingungszahl des Fun- 
damentaltons das durch die Methode am genauesten gegebene 
Klement ist. 


XVII. 


THEORIE DER TRANSVERSALSCHWINGUNGEN 


EINER QUADRATISCHEN PLATTE MIT FREIEN RANDERN. 


(Annalen der Physik. Vierte Folge. Band XXVIII, 1909. S. 


37-786. ) 


Einleitung. — Zusammenfassung der Resultate. 


Die Differentialgleichungen und Randbedingungen fiir die 
transversalen Schwingungen ebener, elastischer Platten mit freien 
Randern sind bekanntlich zuerst in teilweise unrichtiger Form 
von Sophie Germain und Poisson, in definitiver Gestalt aber von 
Kirchhoff im Jahre 1850 gegeben worden. Angeregt wurden diese 
Untersuchungen durch die schénen von Chladni 1787 entdeckten 
Figuren, die sich bilden, wenn auf eine schwingende Glas- oder 
Metallplatte etwas Sand gestreut wird; spiiter wurde die Bezeich- 
nung Chladnischer Klangfiguren auch bei den Schwingungen von 
Membranen angewandt. 

Die von Kirchhoff erhaltene partielle Differentialgleichung ist 
vierter Ordnung, und es miissen am Rande zwei Dilferentialaus- 
driicke dritter und zweiter Ordnung yerschwinden, die von einer 
Elasuizitatskonstante abhiingen. Die grosse hieraus sich ergebende 
Komplikation des Problems erklirt es hinreichend, dass die Lé- 
sung bis jetzt nur im Falle des Kreises (Kirchhoff) gefunden 
wurde, wobei sich ein sehr befriedigender Anschluss an die Er- 
fahrung ergab ('). Die Klangfiguren bestehen hier nur aus kon- 


(‘) Im Falle einer rechteckigen Platte, von der zwei gegeniiberliegende Kanten 
gestiitst, die beiden andern frei sind, lasst sich, wie W. Voigt (Gott. Nachr., 
1893, p. 225) gezeigt hat, die Integration elementar durchfihren. Gleiches gilt 
von ringsum gestiitzten rechteckigen Platten. 
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zentrischen Kreisen und aus Radien, mehrfache Téne sind 
ausgeschlossen. Die Mannigfaltigkeit der Figuren ist somit viel 
kleiner alsin den Fallen des Dreiecks, Vierecks usw. 

Im folgenden entwickle ich am Beispiel der quadratischen Plat- 
ten mit freien Rindern eine neue Integralionsmethode ('), die 
ohne wesentliche Anderungen auch auf rechteckige Platten ange- 
wandt werden kann, sei es mit freien, sei es auch mit teilweise 
oder ganz eingespannten oder gestiitzten Randern. Theoretisch ist 
die Lésung in aihnlicher Weise sogar fiir eine beliebige Gestalt der 
Platte miglich; eine genaue Berechnung einer grésseren Anzahl 
von Klangfiguren, wie sie im folgenden fiir den klassischen Fall 
der quadratischen Scheibe durchgefiihrt ist, wird aber nur bei 
eeeigneter Wahl der Grundfunktionen, nach welchen entwickelt 
wird, praktisch ausfiihrbar, Fiir den Grundton, sofern grosse 
Genauigkeit nicht gefordert wird, fiihrt das Verfahren fiir die 
meisten Platten durch den Ansatz von Polynomen zum Ziel. 

Das Wesentliche der neuen Methode besteht darin, dass nicht 
von den Differentialgleichungen und Randbedingungen des Pro- 
blems, sondern direkt vom Prinzip der kletnsten Wirkuny 
ausgegangen wird, aus welchem ja durch Variation jene Gleichun- 
een und Bedingungen gewonnen werden kinnen. Dieses Variations- 
problem wird nun durch ein gewohnliches Maximum- und Mini- 
mumproblem fiir eine endliche Anzahl Parameter ersetzt, dessen 
Lésung elementar gelingt, womit dann eine erste Approximation 
gegeben ist. Dieselbe liasst sich unbegrenst verbessern durch Ver- 
mehrung der Zahl der Parameter, und ergibt somit ein konver- 
gentes Verfahren zur Integration. Dass die mathematische Form 
der ersten Approximationen willkiirlich gewahlt werden kann, 
ist hierbei ein wesentlicher Vorteil. Denn es ist leicht, eine expe- 
rimentell bekannte Funktion durch eine geniigende Anzahl Kon- 
stanten in einer geeigneten mathematischen Form beliebig genau 
darzustellen; unsere Methode erlaubt es nun, die Konstanten 
a prvort aus der Theorie zu bestimmen, so dass die Ergebnisse der 
irfahrung, in bezug auf die angeniiherte Form der gesuchten 


Losung, zur prakuschen Durchfiihrung der Integration benutzt wer- 


(1) Vgl. die Abhandl. des Verf. : Uber eine neue Methode sur Losung gewisser 
Variationsprobleme der mathematischen Physik (OEugres, XV, p. 192). 
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den kénnen. Der Umstand, dass das Prinzip der kleinsten Aktion, 
welches die ktirzeste Zusammenfassung der Gesetze der meisten 
physikalischen Erscheinungen gibt, auch in vielen Fillen den 
direktesten Weg zu deren mathematischen Behandlung und nume- 
rischen Berechnung weist, diirfte nicht ohne Bedeutung sein. 

Piir die Berechnung der Schwingungen einer quadratischen Platte 
mit ringsum. freiem Rande fiihrt man zweckmiissigerweise die be- 
kannten Funktionen u,(a#) ein, welche die Amplitude des n' 
Obertones eines freischwingenden Stabes, dessen Linge gleich ist 
der Quadratseite, angeben. Die Koordinatenachsen seien durch 
den Mittelpunkt parallel zu den Seiten des Quadrates gelegt. 
Aus unten zu erdrternden Griinden miissen die Funktionen 
Uy(x)=const.; u,(x)=-x.const. eingefiihrt werden, die als 
Grundschwingungen des Stabes mit der Schwingungszahl Null 
aufzufassen sind ; w(x) ist also die Grundschwingung im gewihn- 
lichen Sinne, mit zwei Knotenpunkten ; wv, (a) besitzt m Knoten- 
punkte. Dann ergeben sich aus der Untersuchung folgende Resul- 
LOLE®: 


1. Simtliche Eigenténe der Platte lassen sich bis auf einige 
Prozent darstellen durch die Formeln: 


\ VP mn = Ulm (Z@) Un(y) a Um(y) Tip GP) 


| Onn = Um( 2) Un( VY) —Up() Un (a). 


Den Indizes 00, o1, 10 entspricht die Schwingungszahl Null, die 
Platte bleibt eben. 


2. Es existieren nur Doppelténe, keine mehrfachen Tone. Die 
Doppelténe entsprechen dem Falle, wo von den Indizes mn der 
eine gerade, der andere ungerade ist. Es ergeben dann (mp 
und ¢,,,, dieselbe Tonhéhe; jede lineare Verbindung dieser zwei 
Funktionen entspricht einer méglichen Lésung. Die Ierbei 
auftretende Schar yon Klangfiguren hat die Eigenschaft, dass die 
Kurven simtlich durch gewisse feste Punkte, von Strehlke Pole 
eenannt, gehen, niimlich die Wurzeln des Gleichungssystems 
ine, ) 0, We 2, Y i= o- Im erster Annaherung”sind-dieés 
tem VV Ure vO! (oe) ==" 05 Umn( 7) == Oy bay i, Cae S="6, 
Un(y)=0; die Abstiinde der Pole von den Seiten sind also 
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(bis auf 1-2 Proz.) gleich den Abstiinden der Knoten frei 
schwingender Staébe yon deren Enden. 


3. Die Eigenténe lassen sich mit beliebiger Genauigkeit durch 
Summen von Ausdriicken der Form (1) darstellen mit Koeffizien- 
ten, die sich aus der Theorie bestimmen. Im folgenden ist die 
Rechnung bis auf —4, durchgefiihrt fiir m und 7n kleiner als 4. Die 
so berechneten Klangfiguren stimmen in sehr befriedigender Weise 
mit den genauen Beobachtungen von Strehlke iiberein. Die Kor- 


rektionen gegen (1) bleiben stets relativ klein. 


4. Die Klangfiguren und Tonhéhen siimtlicher 35 Oberténe, fiir 
welche m und 7 kleiner als 7 sind, werden unten angegeben ; fiir 
m und n kleiner als 4 sind sie nach den exakten Formeln be- 
rechnet, fiir grissere Indizes nach (1), wobei jedoch der Fehler 
beim Masstab der Zeichnung kaum wahrzunehmen ware. Dies 
schien mir deshalb wiinschenswert, weil tiber diese schénen Figu- 
ren durch ungenaue Beobachtung und theoretische Fehlschliisse 
eine grosse Anzahl unrichtiger Ansichten in die Lehrbiicher und 
Zeitschriften tibergegangen ist, so dass selbst tiber die am leichte- 
sten zu beobachtenden Fundamentaltine Unsicherheit herrscht. In 
Chladnis Akustik erscheinen manche Eigenschwingungen als Dop- 
peltone, die es nur durch Inhomogenitit des Materials und Man- 
gel der Beobachtungsmethode sind. Die entsprechenden 46 Klang- 
figuren sind yon Chladni grisstenteils erhalten und, wenn auch nur 
in rohen Umrissen, gezeichnet worden. Da sich die zum Heryor- 
bringen einer bestimmten Figur nétige Unterstiitzung der Platte 
aus den unten gegebenen, genauen Figuren entnehmen lisst, wird 
deren experimentelle Herstellung erheblich erleichtert, wahrend 
bisher tiber das Zustandekommen irgend einer Figur, besonders 
bei den hiheren Oberténen, im wesentlichen der Zufall entschied. 


5. Die vielumstrittene Frage, ob die scheinbar geraden Linien, 
die in vielen Figuren auftreten, auch wirklich gerade seien, ist 
dahin zu beantworten, dass dies nur fiir die Diagonalen und 
Seitenhalbierenden, wo schon Symmetriegriinde es erfordern, 
gilt. Ausserdem ergeben sich aus (1) (angenihert) gerade Linien 
nur bet Doppelténen und wenn m=n ist. Die Resultate der 
Messungen Strehlkes, die vielfach angefochten wurden, stimmen 
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hierin mit der Rechnung genau iiberein; die geringen Abwei- 
chungen dagegen, die Strehlke auch bei den Diagonalen und 
Seitenhalbierenden gefunden hat, beruhen auf einem unten zu 
erdrternden systematischen Fehler bei der Herstellung von Sand- 


figuren. 


6. Die Tonhihen der 35 Obertine stimmen mit den von Chladni 
gegebenen innerhalb der zu erwartenden Fehler iiberein. Sie um- 
fassen sechs Oktaven. In roher Anniherung sind die Tonhihen 
geeeben durch die Formel 


eo=AV/mi+ ni+ a1 — p.) 22722, 
wo m, nr ganze Zahlen, A, » Konstanten der Platte sind. 


7. Die bet Membranen giiltigen Satze : « Wo eine Knotenlinie 
den Rand trifft, steht sie auf demselben senkrecht; schneiden sich 
zwei oder mehr Knotenlinien im Innern der Platte, so bilden sie 
gleiche Winkel miteinander », gelten bei Platten nur ausnahms- 


weise oder angenihert. 


8. In den Ecken ist die Liésung eine im allgemeinen nicht 
analytische Funktion, womit die Unzulinglichkeit der gewéhn- 
lichen Methoden bei diesem Problem geniigend erklart ist. Da die 
Lisung jedoch innerhalb der Platte endlich und stetig bleibt, 
wenn sie auch nicht in eine Potenzreihe entwickelbar ist, so 
bleiben analytische Darstellungen durch Polynome, Fourierreihen, 
nach den Funktionen ,,, fortschreitende Reihen usw., wie sie 
unsere Methode bringt, dennoch moglich und praktisch anwend- 


bar. 


9. Parallele zu den Seiten schneiden jede Figur in einer 
Anzahl Punkte, die héchstens gleich ist dem grisseren der beiden 
Indizes m und rund mindestens gleich dem kleineren. Andere, 
analoge Gesetze gestatten es, zu einer gegebenen Klangfigur die 
entsprechende Formel zu finden. Sind z. B. beide Diagonalen 
Knotenlinien, so hat man es mit w,,, zu tun, wobei m, n beide 
verade oder ungerade sind. Ist nur eine Diagonale vorhanden, so 
liegt wieder ¢v’,,,, mit m und n yon ungleicher Paritit (Doppelton) 


vor. Gehiren die Seitenhalbierenden zur Figur, so ist einer oder 


sind beide Indizes ungerade usw. 
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10. Schliesslich wird die Methode, unter Anwendung yon Poly- 
nomen, auf die schon von Kirchhoff berechnete Grundschwingung 
eines Kreises angewendet. Formeln mit zwei Konstanten gentigen, 
um die Schwingungszahl desselben auf § Proz. za erhalten, d. h. 
mit derjenigen Genauigkeit, die fiir solche Versuche tiberhaupt 
in Betracht kommt. Der Rechnungsaufwand ist viel geringer wie 
bei der Kirchhoffschen Methode, und simtliche Operationen 
durchaus elementar. In der oben zitierten Arbeit habe ich auch 
die Anwendbarkeit der Methode auf die Schwingungen von Saiten, 
unter Benutzung von Polynomen zur angenaherten Darstellung 
der Lésung, untersucht : bei Benutzung von nur drei Gliedern 
ergtbt sich der Fundamentalton der Saite auf dret Milliardstel 


genau. 
Die empirischen Formeln. 


Nach diesen Ergebnissen der Theorie lisst sich leicht itibersehen, 
in welchem Umfange und warum gewisse empirische Formeln, die 
zur Darstellung der Klangfiguren in mehr oder weniger roher 
\nniherung herangezogen worden sind, ihren Zweck erreichen. 
Es ist dabei zu beriicksichtigen, dass, wie unten gezeigt wird, 
Um (2) durch einen Cosinus baw. einen Sinus angenahert darstell- 
bar ist, ausgenommen in der Nahe des Randes. Ist die Quadratseite 
gleich 2, so sind, bis auf willkiirliche Paktoren, die Lisungen: 


I . I 
Un = COS (m — a) TLS Ue yo SU (m a | TO. 
4 


trsetzt man dies noch durch cos maz und sin(m—++4)x2, so hat 
man die Funktionen, aus welchen durch Superposition Wheat- 
stone (') Klangfiguren ableiten wollte, wobei geradlinig begrenzte 
Figuren sich ergaben. Solche Lésungen entsprechen, roh ange- 
nihert, den Gleichungen (1) fiir m oder rn gleich Null. Der Um- 


stand, dass nur den Ausdriicken 


cosSTz%— COST Y/Y, cost zr +- cost y 


beobachtete Figuren ungefihr entsprechen, nicht aber cos z2, 
cosmy einzeln, wie es nach diesem Superpositionsprinzip sein 


(') Ch. WHEaTsTONE, Phil. Trans., 1833. — Vel. Lord Rayierau, Sound, § 227. 
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sollte, lisst gentigend erkennen, dass es sich hier nur um einen 
in besonderen Fallen anwendbaren Kunstgriff handelt. Um so 
merkwtirdiger ist es, dass auf Grund dieses unhaltbaren Prinzips 
bis in die neueste Zeit die exakten Versuche Strehlkes von expe- 
rimenteller und theoretischer Seite her als ganz unrichtig bezeich- 
net wurden. Insbesondere glaubt R. Konig (‘) aus ganz unzu- 
langlichen experimentellen Ergebnissen die Geradlinigkeit der den 
Seiten parallelen Knotenlinien behaupten zu kénnen, wie es das 
Superpositionsprinzip verlangt. Indem er die Grundgleichung fiir 
einen solchen durch geradlinige Knotenlinien begrenzten Bereich 
(also mit der Randbedingung : Verschiebung gleich o) integriert, 
glaubt S. Tanaka (?) allgemeinere und strengere Formeln zu 
erhalten. Dies ist aber schon deswegen nicht der Fall, weil iiber- 
sehen ist, dass e¢ne Randbedingung die Lisung gar nicht be- 
summt, so dass Hr. Tanaka aus der unendlichen Reihe méglicher 
Lésungen eine unrichtige herausgewahlt hat, wie es die Wahr- 
scheinlichkeit ja verlangt, hiitte er statt Produkten von Cosinus und 
Sinus, Produkte der Form u,,(x) u,(y) angesetat, so hiitte die 
Loésung eine wesentlich héhere Approximation dargestellt (we- 
nigstens bei Doppeltinen und ftir m= 7). 

In seiner « Theory of Sound », § 226 ff., hat Lord Rayleigh die 
Wheatstonesche Untersuchung weitergeftihrt. Er geht aus von der 
Bemerkung 


oo 
Liingsdilatation gleich Null ist (was allerdings bei keinem be- 


dass, wenn das Verhiltnis u. der Querkontraktion zur 


kannten Korper zutrifft), partikulare Lésungen des Problems 
existieren, die von einer Koordinate unabhingig sind, und einfach 
den Schwingungen elastischer Stibe von gleicher Linge wie die 
Quadratseite entsprechen, also den Funktionen u,,(2). Dabei 
ergeben U,,(z) und u,,(y) natiirlich dieselbe Tonhéhe; sie kién- 
nen zu den Ausdriicken 


Uin (ZB) i Um(Y), Um (x) ONG) 


verbunden werden, welche in der Tat eine Reihe von Klang- 
fizuren auf 1-2 Proz. genau darstellen. Allerdings ist die Forde- 
rung der Theorie, dass diese zwei Schwingungen gleiche Tonhéhe 


R. Konia (Paris), Pogg. Ann., t. CXXII, 1864, p. 238. 
S. Tanaka, Wied. Ann., t. XXXII, 1887, p. 670. 
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haben sollten, tatsichlich niche erfiillt, und es existieren die 
einzelnen Schwingungen u,(x), baw. Um(y), nur im irrealisier- 
baren Falle » =o. In Wirklichkeit liegt hier jener Spezialfall der 
Formeltn (1) vor, wo der eine Index gleich Null ist. Der Grundton 
der Platte (m—=n=1) wird hierdurch nicht dargestellt. Lord 
Rayleigh setzt dafiir den angeniherten Ausdruck xy, der in der 
Tat mit (1) iibereinstimmt, und, wie sich zeigen wird, von der 
richtigen Lésung nur wenig abweicht. 


Das Variationsproblem und die Grundgleichungen. 


Sei, wie oben, » das Verhaltnis der Querkontraktion zur Langs- 
dilatation, welches nach Poisson 4, nach Wertheim + sein soll, 
und jedenfalls zwischen o und 1 liegt; sei ferner E der Elastizi- 
tatsmodul('), 2 die Dicke der Platte, dann ist nach Kirchhoft 
die potentielle Energie der Platte, vorausgesetzt, dass die Ver- 
schiebung u (xy) senkrecht zur Ebene der Platte klein bleibe : 


, ae Belt | Ozu? O2u 07u 
(je Wi ae ; + 2u— 
== (We 3(1— p2) =) ye) one on 
du \? 
+ o(r—u)( ab dx dy. 
Ox Oy 
Die kinetische Energie wird, wenn ¢ die Dichte bedeutet, 


/a 2 
(2) oh Lf (%) dx dy, 


woraus sich durch Anwendung des Hamiltonschen Prinzips 
ergibt 


ph— + ~——~ Adu = 0, A 1 —— 
Ness Oe 3)( a) ( ox? oy? 


Ou Eh3 / 02 o2 ) 
Hat man es mit Kigenschwingungen zu tun, so ist 
u=sinatrv(t — ty) w(a, v) 
zu setzen; dann ergibt sich die Differentialgleichung 
.e Le 


(33) AAw = hw, 


(') In Kirchhoffs Bezeichnung ist » = Alig E =2K — 5 
TiS 2.0 i+ 6 
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wo 
. BOE Gi ie 
(4) = 


A wird durch die Integration bestimmt; die Gleichung (4) ergibt 
dann die Anzahl Schwingungen pro Sekunde y. Die Randbedin- 
gungen selbst findet man durch die Variation von y. Den Faktor 
sin 27¥(¢— ¢)) kann man natiirlich abwerfen und erhiilt fiir eine 
Seite des Quadrats senkrecht zur x-Achse 


(5) - 


Ox 


a) ie w ‘ 02 9) 02 02 
= Oo, 
Ox 


ae (2 BL) — 
\ Ox? oy? 
und iihnlich fiir die Seiten senkrecht zur y-Achse, durch Ver- 
tauschung von v und y. 

Bei den hierbei nétigen Umformungen und partiellen Integra- 


tionen ddéngs des Randes tritt an den Ecken desselben, wie 


‘) 


Ae, 


Nn . 
ov auf, 


Ale ) 
H. Lamb (') zuerst bemerkt hat, ein Glied der Form 


aus welchem die weitere von Kirchhoff nicht bemerkte Bedin- 
gung sich ergibt 
0? w 


—— =o inden Ecken. 
Ox Oy 


(6) 
Der Stabilitaét der Platte entspricht es, dass der Jntegrand von (1) 
eme stets positive Form ist (*). 

Ahnlich wie bei den Schwingungen von Membranen lassen sich 
diese Gleichungen ohne weiteres zu der Forderung zusammen- 


fassen, es soll das Integral 


2 2 2 «yy op d20 A2 wp \2 
(Nee Wim [ ow Pies Boy EE tu) (4 o )' | aeay 
; “ Ox Oy? Oz? dy Ou Oy 


unter der Bedingung 


(8) ip [ w? dx dy = a= gegebene Grisse 


(*) H. Lams, Lond. Math. Soc. Proc., t. XXI, 1890, p. 70. 
(?) Naimlich als Funktion von 
“ow Ow 
— =u und — =v 
(@olvee oy" 
betrachtet; die Diskriminante der Form uw? -+ 9? +» ist gleich 4(1—p) und 
somit positiv fir p <r. 
R. 18 
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moiglichst klein werden. Denn nach bekannten Satzen der Varia- 
tionsrechnung hat man letzteres Integral, mit einem konstanten 
Faktor — % multipliziert, zu (7) zu addieren, und nunmehr bei 
willkiirlichem 45 zu yariieren, woraus sich ohne weiteres dte 
Gleichungen (3), (5) und (6) ergeben. Aus dem Verschwinden 


der ersten Variation 


f 02 . 029 Te \ ey, ms 
% C Se atin (an Va 
(9) pe bree ) R 


folet, wenn man insbesondere 6 =< selat, wo = ein unendlich 


kleiner konstanter Faktor ist, die Gleichung 


2¢p\2 
if i E (=) A= e100 = rho] dz dy = o fiir w = gesuchte Lisung, 
2 = a : 


also 


. Minim. von J J(w) 
(10 ) A= ——————q—“— = 


a a 


ganz aihnlich wie bei den Membranen ('). 

Ein wirkliches Minimum liegt nur vor beim Grundton «4, 
welcher dem kleinsten Wert von 4 entspricht. Will man fiir den 
nichsten Oberton ,, dem der Wert A, entsprechen mége, ein 
wirkliches Minimum erhalten, so hat man die weitere Bedingung 


(ay) | [6 Ww, dr dy =o 
& & 


hinzuzufiigen,. Man hat dann zum Integranden von (g) noch ein 
Ghied ’ 60, zu addieren; fiir 6g, = eo, verschwindet dasselbe 
nach Voraussetzung, und es bleibt wieder die Gleichung (10), 
diesmal fiir 2, giiltig (*). 

Der Ansatz 607, = 6%, ergibt fiir )’ den Wert 


s7 ie (02 WH, O2 Hy 
N= | f ee es) es a 
( on? ox? J 


/ 


und dieser Ausdruck ist gleich Null. Dies folgt aus der Varia- 


lionsgleichung (9) fiir), wenn 6m = em, sv = Wp gesetazt wird 


(1) Vgl. z. B. Riemann-Weper, Die partiellen Differentialgleichungen der 
Phystk, t. 11, § 116 f.; Braunschweig, 1901. 
(°) Ygl. Lord Rayirran, Zheory of Sound, § 217. 


. 
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und (11) beriicksichtigt wird. Die Gleichungen (3), (5), (6) blei- 
ben also ungeandert. 
Fiir den Oberton sw, gelten ebenso die « Orthogonalitiitsbedin- 


te | (v2 da dy =a, di { Wn) dxdy = 0, 
ii [ow Wan ay— 0: er ff Wn Wn dx dy = 0, 


wobei, falls mehrfache Téne vorliegen, jede der linear unabhiingi- 


gu ngen » 


gen Schwingungen ¢v;, die za dem Ton gehéren, zu beriicksichtigen 
sind. Fiir irgend zwei Schwingungen «,,, W,, die zu verschie- 
denen A gvehibren, gilt also die Orthogonalitiitsbedingune : 

5 ro) fe) to) ro) 


[ { Wn, dx dy = 0. 


Die Minimumsforderung (7) und (8), mit der wir es im folgen- 


den zu tun haben werden, ist ersichthch nur eine abgeinderte 
Form des Hamiltonschen Prinzips. 


Die Integrationsmethode. 


Die neue Methode zur Lisung von Variationsproblemen, die 
wirnunanwenden wollen, geht aus von folgendem Jntlerpolations- 
problem: 

Sere Ue eI) Val eV). +, Un 2,97)... eme Reihe von 
Funktionen, die wir (was hier zu selbstverstandlich ist, um betont 
zu werden) als stetig (nebst den 1., 2., 3. und 4. Differenuialquo- 
tienten) innerhalb der Platte annehmen, Wir bilden den Aus- 


druck : 


(12) Wp = A, + Ane t+... an bn 


und fordern, es sollen die ay, so bestimmt werden bei gegebe- 
nem n, dass, moglichst wenig von einer der gesuchten Punk- 
tionen w, die das System (3), (5), (6) befriedigen, innerhalb 
der Platte abweiche. Wire « numerisch gegeben, so lage hier 
ein gewohniiches Interpolationsproblem vor. 

Dasselbe ist insofern unbestimmt, als man eine « méglichst gute 


Anniaherung » in yerschiedenem Sinne auflassen kann. Kine genaue 
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Definition des « Gesamtfehlers », welcher miglichst klein werden 
soll, ist daher nétig. 

Es liegt nahe, als Maasstab des Gesamtfehlers die Abweichung 
der potentiellen Energie von ihrem exakten Wert beim wirklichen 


Vorgang zu wahlen; dies kommt aber auf die Forderung hinaus : 
es sind die a; so zu wihlen, dass der Ausdruck 


(02 Wp \? 02 Wp \? Wn 02 Wp 
3 Be = — +20. 
(Gisiy Upa(eains oe) ee ae) ) +( Oy? "On? “dy? 


/ a2 2 
+ 2(1— p) ( me) | dx dy 


unter der Bedingung 


ans) Un= | [3 dy ee 


moglichst klein werde. Da aber Jy eine quadratische Funktion 
der aj; tst, so liegt hier ein gewohnliches Maximum- und Mini- 
mumproblem vor, welches, unter Binfitihrung eines Faktors hy, 
durch das System homogener linearer Gleichungen geldst 
wird 

: ONr OUn 0 OU 
(ay) Phas ” Jay =) Oy Bart de © Oa == t8 
Mit andern Worten: es ist der Ausdruck (12) an Stelle der 
unbekannten Funktion w im Variationsproblem cinsusetsen, 
und die a; so su wdhlen, dass das Integral méglichst klein 
werde. Gleiches gilt allgemeiner fiir jeden Vorgang, der durch 
das Hamiltonsche Prinzip gegeben ist, ja fiir die Lisung be- 
hebiger Variationsprobleme, vorausgesetzt, dass sie gewissen, hier 
nicht zu erdrternden Bedingungen geniigen. 

Unter Einfithrung der (bekannten ) Konstanten 


. ee 
(16) Sam = 2man = p he a —- 
BP Ox? dx? 


9 9 5 3 
os OU 0? Um ; OU, OU» 


> by 
ONS Ove Oa? oy? 


02, 02 2, )2 I 
Site fp eee et eh eons Ob, O2FV,, 


' Oy? da? sf “? Oa Oy Oa | dx dy, 


(17) Bam=Bmn if. / Un Un dx dy 
e 
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lasst sich (15) schreiben : 


nr 

(18) S (pq = AnBor) ap = 0 fiir Gi saline Dy enh Te 

p=1 
Die Determinante dieses Systems von 2 homogenen, linearen 
Gleichungen fiir die @; muss verschwinden, woraus sich i, als eine 
der Wurzeln einer Gleichung n'*® Grades ergibt, und die a; bis 
auf einen zunichst willkiirlichen, nachher aus (14) zu bestimmen- 
den Faktor bestimmt werden. Jeder Wurzel ){’ entspricht ein 
System der q@;. Bei einer niichst hheren Approximation «,,,, sind 
die a; neu zu bestimmen. 

Es seigt sich nun, dass, wenn mansdie Y; geeignet wihlt, 
der so erhaltene Ausdruck (12) in der Tat eine Anndherung 
an die gesuchte Lésung darstellt, welche mit wachsendem n 
sich unbegrenst verbessert, so dass sich ein konvergentes Ver- 
fahren ergibt. 

Wir betrachten zunichst den Grundton und wahlen dement- 
sprechend bei jeder Approximation die kleinste der Wurzeln der 
Determinantengleichung. Bezeichnen wir mit d/9v, das totale Dif- 
ferential von «vr, in bezug auf die a; 


A Wp— by day + vy dag +... by dan, 


so muss a’ J, — A,d@'U,=0 sein, d. h. 


; 02 Wy ,, 02 Ww ; 
(19) 46 ae d — Hey op Sp tan Wn] ARAVi— 0. 


Hier sind aber genau dieselben Schliisse miglich, wie wir sie im 


vorigen Paragraphen fiir die Variation gemacht haben; es ist nur 
w durch o,, i durch ),, 6 durch d’ zu ersetzen. Wieder ist Ay 
der kleinste Wert von J,/a, und wenn n wachst, nimmt dieser 
kleinste Wert fortwihrend ab, oder wenigstens niemals zu. Da 
nun aber J und J,, wie oben bemerkt, positiv sind, so haben die 
An eine untere Grenze A, der sie beliebig nahe kommen. Soll nun 
diese Grenze mit dem) des Grundtones susammenfallen, so 
miissen wir offenbar die 4; so wahlen, dass durch einen Aus- 
druck der Form A,yY,+...+Antn sede beliebige, den Stetig- 
kettsbedingungen geniigende Funktion w, nebst thren Diffe- 
rentialquotienten erster und zvetter Ordnung, tnnerhalb der 
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Platte beliebig genau darstellbar set; eine Forderung, dic 
durch Polynome, Fourierrethen usw. befriedigt wird. Dann 
kann lim 2, von dem kleinsten Wert von J/a fiir beliebige m nicht 


n= o 


verschieden sein, und wir erhalten eine Reihe von Funktionen ,. 
(2, 3, ... fiir die J gegen seinen Grenzwert konvergiert. Daraus 
folet nach den Untersuchungen von D. Hilbert (') und B. Levi (*). 
dass die ; gegen die gesuchte Grensfunktion konvergieren, 
von gewissen Punkten vielleicht abgesehen, die hier ohne Interesse 
sind (*), 

Nimmt man, statt der ersten, stets die sevecte Wurzel der Deter- 
minantengleichungen, so gelangt man zum ersten Oberton usw. 

Die Randbedingungen (5) und (6) sind um so genauer erfiillt, je 
niher A, seinem Grenzwertliegt. Gleiches gilt von der Differential- 
gleichung. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass die Entwickelungen 
nach Polynomen, Fourierreihen usw. stets nur eime bestimmte 
Anzahl gliedweiser Differentiationen zulassen, so dass (was auch 
wirklich der Fall ist fiir die unten zu betrachtenden Entwickelungen 
nach den up(x)u,(y)), sie mbglicherweise gar nicht drei~ und 
viermal gliedweise differentiierbar sind, und daher durch Einsetzen 
in (3) und (5) nicht verifisiert werden kénnen. Es ist eine all- 
gemeine Eigentiimlichkeit interpolatorischer Funktionen, dass sie 
um die darzustellende Funktion hin- und herschwanken, und ihre 
sukzessiven Differentialquotienten bei gegebener Gliederzahl eine 
immer schlechter werdende Approximation geben, die bald ganz 
unbrauchbar wird, was dann der Divergenz der Reihen entspricht. 
So stellt der Ansatz 1, p. 267 zwar die Amplituden , nicht aber 
deren zweite Differentialquotienten befriedigend dar. 

Entwickelungen nach Polynomen gentigen stets den gestellten 
Anforderungen ; man kann also bet yeder Form der Platte fiir b; 
den Ausdruck vy” setzen. Denn da jede beliebige Funktion 


(1) D. Hinperr, Math. Annalen, t. LIX, 1902. 
(*) B. Levi, Rendiconti del Circ. mat. di Palermo, t. XXII, 1906. 

(*) Diese Punkte kénnen wberall dicht liegen, aber nur so, dass sie bei eiher 
Integration der Funktion tiber jedes belicbige Bereich ohne Einfluss bleiben. Bei 
den Fourierreihen und andern fiir die ¥, in Betracht kommenden interpolato-— 
rischen Funktionen sind die WKoeffizienten aber durch Integrale gegeben, auf 
welche die singularen Stellen somit ohne Einfluss bleiben; die Reihen nehmen 
daher in solchen Stellen den aus der Stetigkeit folgenden Wert an, d. h. Funk- 
tionen mit solchen Singularititen sind als Grenzwerte ausgeschlossen. 
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durch Polynome stets beliebig angeniihert darstellbar ist, so gilt 
dies insbesondere fiir den zweiten Differentialquotienten einer ge- 
gebenen Funktion f(z); es ist, wenn nur d? f/dx? den sogenannten 
Dirichletschen Bedingungen geniigt, 


af 


dx? 


= A+ a,2+...+ a, e+ tp (x), 


wo |¢,| kleiner als jede beliebige Zahl gemacht werden kann fiir 
geniigend grosse nr. Somit folgt 


Ay x? An wcr*2 


Be fe en (a 
i RRA wD Yniz) 


fla) = flo) + af'(0)+ 


Wo von Yn gleiches wie von ¢, gill; hier haben wir also einen an- 
geniherten Polynomialausdruck von f(a), der zweimal differenti- 
ierbar ist. Ob er es auch dreimal ist, hiingt von der Natur von /”, 
aber auch vom gewiihlten Interpolationsmodus ab. Dies liisst sich 
ohne weiteres auf Funktionen mehrerer Variabeln ausdehnen. 

Ob und wie oft Fourierreihen differentiterbar sind, hingt von 
analogen Umstiinden ab, wie sie unten bei den Entwickelungen 
nach den u,(x#), Un(y) zu besprechen sein werden. 

Ist die Variation 6 selbst gewissen Bedingungen unterworfen 
(was bei eingespannten Platten der Fall ist, wo am Rande 

Ow dow 


nN 
v=o, ween ae ow = 0, 


=(0) 
on 


sein muss), so miissen alle 4; diese Bedingungen erfiillen. Diesen 
Fall habe ich in der eingangs zitierten Arbeit eingehend be- 
sprochen. 

Dass die vorliegende Methode auch auf viele andere Probleme, 
insbesondere auf Gleichgewichtsprobleme, die ja stets aus einer 
Minimumsforderung ableitbar sind, angewendet werden kann, 
braucht kaum erwiihnt zu werden. Es ist nun zu zeigen, dass sie 
auch wirklich, bei geeigneter Wahl der u;, numerisch brauchbar 


ist. 
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Entwickelungen nach den Eigenschwingungen von Staben 
mit freien Enden. 


Die Amplitude w(a) eines an beiden Enden freien Stabes geniigt 
bekannuich (') der Gleichung 


dtu 


ie) dat 


= ku, 


und an beiden Enden den Bedingungen 


. @u Cu 
( 21) eh ST Gee 
woraus sich w als eine Summe trigonometrischer und hyperboli- 
scher Funktionen ergibt, wihrend 4 Wurzel einer bekannten 
transzendenten Gleichung ist. Jeder Wurzel /,, derselben ent- 
spricht ein Eigenton up(x), und es gilt die Orthogonalitdts- 
bedingung 


(22) [un Un Ohi) 6 fiir Wee De 


das Integral tber die Lange des Stabes erstreckt. Um die Sym- 
metrieverhaltnisse gehdrig hervortreten zu lassen, waihle man als 
Anfangspunkt z= 0, die Mitte des Stabes; ferner bestimme man 
den willkiirlichen, konstanten Faktor, mit dem jede Lésung noch 
multipliziert werden kann, durch die Bedingung 


(23) fiw, Cie 


vu 


und setze endlich der Eimfachheit halber als Lingeneinheit die 
halbe Stablinge an, so dass #2 —=-f1 die Koordinaten der End- 
punkte sind. Dann ergeben sich fiir die w,,, wie man leicht findet, 
die Ausdriicke : 


(1) Zur Theorie der Schwingungen freier Stiibe vgl. man z. B. Lord Rayieien, 
Sound, § 160 i. 


“a 


} 
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Fir gerade m: 


(ky Be h(n, COSKk,@ —- cosk,, chk, x 
“5 n= _—————— A 
Veh? Km -+ cos? kj» 


wobei tang /», + tangk= 0. 
Fiir ungerade m: 


x shkpsinkyn xe + sink, shk yx 


V sb? Key, — sin? Kem 


wobei tang ‘4, — tanghk, = 0. 
Beide Gleichungen lassen die Wurzel / = 0 als erste zu; in der 
Tat erfiillen auch die Funktionen 


(26 ) 
(27) Uy(x) = (/22, (ky = 0) 


alle Bedingungen (20) bis (23), und sind als Eigenschwingungen 
mit der Schwingungszahl Null einzufiihren, bei welchen der Stab 
geradlinig bleibt. Die Notwendigkeit dieser Einftihrung wird sich 
unten zeigen. 

Bei dieser Festsetzung entspricht m=2 dem gewohnlichen 
Grundton mit zwei Knotenpunkten; allgemein gibt jedesmal der 
Index m die Anzahl der Knotenpunkte der entsprechenden Schwin- 
gung an. Die Schwingung ist eine gerade Funktion von « fiir 
gerade m, eine ungerade ftir ungerade m. 

Die Wurzeln ks, ky, ko, ... von tang km + tanghm= 0 unter- 
scheiden sich wenig von mn/2— 7/4; es ist ky= 2,3650; Ay, ist 
von (2 —+)z nur in der 6'*" Stelle verschieden, 44 noch weniger 
von (3 —+)z. 


Die Wurzeln /3, ks, k;,... von tang /, — tangh= o sind 
3 ah De _ ie 
ks = 3,92660, kg= (2+-) 7, kg=(3+ a T, 
\ 4/ iN 4 


Allgemein ist fiir m > 2 auf fiinf Stellen genau 


t\ 
(ez km = (m— 5) 5. 
; : »/ 2 
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Fiir m > 2 ist auf vier Stellen genau 


; m 
(28) Dipl Ge) == Cos (2 — 


fiir gerade m, und 


5 m 1 
(Su Bay)h aa ase 
m 1 2) 4 
(29) yp) =a eae TL - ~ 
\ 2 Y is sh ( Wt I ae 
3 eae Le Te 
t nay 


fiir ungerade ne. 

Die hyperbolischen Teile sind fiir kleine z um so kleiner, als 
m grisser ist; fiir qualitative Betrachtungen kommen sie nur in 
der Nahe der Endpunkte in Betracht, und es reduzieren sich die 


rp QW 


T \ wear. 2 T\ ©@ 
Gos | 72 — = | —— und “sia (727 = — ]| —-= 
2 P) N oe 2, 


\ 


Infolge von (22) und (23) lassen sich, wie bekannt, die Koef- 
fizienten einer Entwickelung 


(30) F(@) =Aouo+ Ayu... + Amtn(@) +... 


durch Multiplikation mit w,, und Integration, wie bei den Fourier- 
reihen, bestimmen; es ist 


+1 
(Sm) Nav FACE) A ONE 


e “1 


Schreibt man dies 


Sufi : 
I eis, 


m kK, MfiAcae) Es" da 


und integriert partiell, so wird, da 


Buy 2 ee 
AGT und Sas fit == S= 5 
verschwinden, 
1 te 
(32) Ni = re if YEAS ale 
“Mt S__4 


und weiter 


I CUCL - 
hae [pee pip tie a 
coms <2 J dx ie an i. ae 


Rs 
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Tach aes ; ; oe , 5 
Da ee ae tt vergleichbar bleibt fiir jedes m, und /", /” 


endlich und stetig sein sollen, so ergibt sich, dass fiir beliebige m, 
A,k}, unter einer festen Zahl bleibt; oder, da k,—= (m —+4)z/2, 
dass die An, wie 1/m*® abnehmen. Die Reihe (30) konyergiert also 
absolut und gleichmiissig, nebst ihrer ersten, gliedweise genom- 
menen Ableitung. Die zweite Ableitung konvergiert nur noch wie 
i/m. Da (Lord Rayueien, loc. cit.) die uw’, die Eigenfunktionen 
von an beiden Enden eingespannten Stiben sind, so entspricht 
die Formel 


ial x) = Ag uy + Ay ut Se ee Aon DB) +... 


der Entwickelung nach solechen Eigenfunktionen, wie sich auch 
aus dem Ausdéruck (32) der A; ergibt. Dass diese Entwickelung, 
wenn auch nicht absolut, so doch in der Art einer Fourierreihe 
konvergiere, darf wohl vorausgesetzt werden. Daraus folgt dann. 
die zweimalige gliedweise Differentiierbarkeit der Reihe (30). 

Nun sind aber die Formeln (31) und die folgenden Betrach- 
tungen ebensogut anwendbar, wenn man einige der u; weglisst; 
soll die Rethe gegen f(z) und nicht gegen eine andere Funktion 
konvergieren, so ist es wichtig, festzustellen, dass das Orthogonal- 
system der uw; ein vollstdndiges ist, d. h. dass nicht etwa weitere 
Funktionen U; existieren, die den Bedingungen 


ae! Ftd 
ip Opting he — (hy ji UU a0) fiir maz 
yes J_4 


geniigen. Dass die gewohnlich nicht betrachteten Funktionen 
«=const., w= «const. hierher gehiren, ist schon bemerkt 


worden, und wir haben sie als wy und w, bereits eingefiihrt. Ohne 
diese Hinftihrung aber konvergiert > Ajuj(x) garnicht gegen 


J (2), sondern gegen 


+4 f(t) atl 
J(«@)— Ag to — Ayu, = f(x) — uae (/2 J(t)jt de. 


v4 Pd Chien 


Dies scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein ('); da der 
Ausdruck zy nahezu dem Grundton einer quadratischen Platte 


(*) Insbesondere nicht von Lord RayLetau, Sound, Art. 168. 
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entspricht, erkennt man wie praktisch wichug diese Einfiihrung 
ist. 

Dass damit aber die w; wirklich zu einem vollstandigen Ortho- 
gonalsystem erginzt sind, lisst sich nach einer Methode von Liou- 
ville zeigen, und ist in letzter Instanz darauf zuriickzufiihren, dass 


nun jeder Ausdruck (*) 


(33) Apttos= Ag Waa. 3 An Lon 


hichstens m Wurzeln besitzt, iiber die man offenbar willkiirlich 
verfiigen kann, durch geeignete Wahl des A;; dies war vor der 
Adjunktion von wo, uw, (mit keiner bzw. einer Wurzel) nicht der 
Fall; bei den Entwickelungen nach den Eigenfunktionen einge- 
spannter Stibe ist keine Adjunktion notwendig (und moglich), weil 
der Grundton im Innern ketne Wurzel, der erste Oberton nur 
eine usw. hat. 

In einem analogen Fall bemerkt uun Liouville, dass, wenn man 
/(«) durch (33) darstellen will und der Methode der kleinsten 
Quadrate entsprechend die A; so wahlt, dass das Integral des Fehler- 
quadrates 

ed 
(34) [ [fl@)—Aote— Asta —...} de 
a 
ein Minimum wird, man fiir die A; eben die Formel (31) erhilt. 
Ist (Gp Uy + GU; +...+@mUn)¢ das totale Differential von (33) 
nach den A;(¢ = unendlich klein, die a; willkiirliche Zahlen), so 
ergibt die Forderung des Minimums : 


+4 
g fy [f(v@) — Agoto — Ayuy—...— AmUm] 
J 
< [Ay Uo + AU +-..+ An U,| dr = 0 
fiir beliebige a;. Daraus folgt, dass f(#) durch Aguy +... min- 


destens m-+1 mal geschnitten wird, sonst kinnte man iiber die 
Wurzeln von apt) +... so verfiigen, dass sie mit den Wurzeln 
des ersteren Ausdruckes zusammenfallen, und das Integral wiire 
positiv und nicht =o. (Mehrfache Wurzeln sind als Grenzfille 


zu betrachten.) Lisst man nun m unbeschriinkt wachsen, so 


(') Der Beweis dieses Satzes von Sturm liisst sich genau wie bei RrEMANN- 
Weber, Part.-Differentialgl., t. 11, p. 69 fiihren. 
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schneidet Ag up +...+A,U» die Funktion f(z) in einer unbe- 
schrinkt wachsenden Zahl von Punkten ; die angeniherte Funktion 
ossilliert um die exakte hin und her. Schliesslich verwandelt 
sich Aguy-+... in eine gleichmiissig konvergente Reihe, und 
J (x) — Aguy — A, u,—... ist eine stetige Funktion mit unendlich 
vielen Nullpunkten. Sind dieselben gleichmiissig verteilt, so ist 
sie Null; besitzen sie g einzelne Hiufungsstellen, so bleibt sie in 


kleinen Bereichen um dieselben <<, und hat ausserhalb nur eine 
endliche Anzahl p von Nullstellen. Dies ist aber nicht méglich: 
man kénnte, sobald m > p+ q ist, die Kurve 


Ap Uo t 41 Uy+...+ Ap Um 


so legen, dass sie tiberall gleiches Vorzeichen hat wie 


f (xv) —- Apto—Aituy—..., 


und das Integral wieder positiv bliebe (da die kleinen Bereiche auf 


- Fi 4 5 < < . @ 
das Vorzeichen ohne Einfluss bleiben). Somithonvergiert 3 Axe lise 
wirklich gegen f(x). 

In ganz entsprechender Weise liisst sich eine geeigneten Stetig- 
keitsbedingungen geniigende Funktion zweier Variabeln f(z, y) 
innerhalb des Vierecks «= ==1, y===£1 in eine absolut und 
gleichmissig konvergente Reihe 
© _= 
(35) f(a, 7) — Aoo to(@) wo( vy) + Ato U1 (@) Uo (y ) + Nos eo (a) ta (7) 

+ Ay U1 (@) U4 (y) + Ape Uy (@) Ua(y)+... 


entwickeln mit 
+1 +1 


(36) ea i 4: S(%, ¥) Um( 2) Un (y) da dy, 
J 5 


die zweimal gliedweise nach x und y differentiert werden darf, 
ce Ries BY Ic oe Vesistdie ke tckel y 

und wie 1/(m?n*) konvergiert. Dies tst die Eniwickelung, 

ya 

die wir fiir unser Problem anwenden wollen. Wir setzen also 

(36a) Vinn (2, Y= Um (2) Un(y) 

und es gentigen diese Ausdriicke den oben S. 275 und 277 fiir die 

u; gestellten Forderungen. Gleichzeitig erkennt man, dass (35) im 

allgemeinen nicht 3- oder 4mal differentiiert werden darf, wie 

schon oben hervorgehoben wurde, d. h. dass zur Berechnung dieser 
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Differentialquotienten, bzw. zum direkten Einsetzen der Lésung 
in die Grundgleichung und Randbedingung, unsere Ausdriicke 
sich nicht eignen werden. Durch diesen Versicht wird aber ge- 
rade die Darstellung der Lésung selbst wesentlich vereinfacht. 

Bevor wir zur wirklichen Berechnung des A,,,, iibergehen, ist es 
ntig, uns von den allgemeinen Eigenschaften der Lisung « (2x, ) 
ein Bild zu machen. 


Allgemeine Eigenschaften der Losung. 


Sei w(x, 77) irgend eine Funktion, die den Gleichungen (3), 
(5), (6) geniigt, und 2 der durch (10) gegebene zugehirige Eigen- 
wert. Die Symmetrie dieser Gleichungen und der Rander lasst 
ohne weiteres die Richtigkeit folgender Siitze erkennen : 

Istw(x, v) eine Lisung, so ist auch w(— x, + 7) eine zu dem- 
selben ), gehérige Lisung. Falls also w einem einfachen Ton ent- 
spricht, sind diese zwei Ausdriicke hochstens durch das Vorzeichen 
verschieden (welches durch die Bedingung (8) nicht festgelegt 


istyed: bien 


Einfache Tone entsprechen Funktionen, die in besug auf 
jede der beiden durch den Mittelpunkt des Quadrates gehenden 
su den Seiten parallelen Achsen entweder gerade oder un- 
gerade sind. 

Mehrfache Téne kénnen stets aus ebensolchen Funktionen 
linear susammengesetst werden. 


Fuhrt man ebenso die Substitution z=y'; y=2'; w(z, ¥) 
= w'(2', 9’) aus, so ist in bezug auf die neuen Variabeln die 
Form der Gleichungen ungeiindert geblieben; '(2’, y’) muss 
ebenfalls eine Lésung sein, die zu demselben 4 wie w (x,y) ge- 
hort, und sich bei einfachen Ténen yon ww (a, 7) nur um das Vor- 
zeichen unterscheiden kann. 

Hinfache Tone entsprechen also entweder in x und y sym- 
metrischen oder in « und y antisymmetrischen Lésungen: 
d. h. im ersteren Fall iindert sich @ nicht bei Vertauschung von 


wv und 9°; 1m zweiten iindert es sein Vorzeichen, 
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Mehrfache Téne entsprechen Summen solcher Lésungen. 

Dies bedingt, dass wir bei den Entwickelungen nach den 
Um(#@)Un(y) uns darauf beschrinken kinnen, die diesen verschie- 
denen Symmetriebedingungen geniigenden Lisungen einzeln zu 
beriicksichtigen. Ist « gerade in 2 und in y, so werden nur gerade 
Um(£), Un(y), d. h. gerade m, n auftreten. Ist es ausserdem 
symmetrisch, so wird Amn = Anm; im andern Falle Ap, — Anam. 
So werden wir su den anfangs besprochenen Entwickelungen 
nach den Aggregaten Um(x) Un(y)  Un(L) Um (vy) gefthrt. 

Uber den Verlauf der Knotenlinien lisst ‘sich folgendes fest- 
stellen : 

1. wenn sich zwei oder mehr Knotenlinien im Innern schneiden, 
so bilden sie nicht notwendig gleiche Winkel untereinander, wie 
man nach Analogie der Schwingungen von Membranen erwarten 
konnte ; 

2. ebensowenig steht eine den Rand schneidende Knotenlinie 
immer senkrecht auf ihm. 

Zum Beweis entwickle man in der Nahe des betreffenden Schnitt- 
punktes ~ nach Potenzen von « und y. Fiir den Fall zweier in 


20, y=o sich schneidender Knotenlinien ist ausser sv =o 


men O07 == 0, Ovid =. 0 fir r=0, y=.0 zu -setzéen’; also 
w= ax? + 2bry + cy?+ a x4... Bei Membranen ist nun die 
Gleichung Aw + £20 =o identisch zu erfiillen, woraus fiir die 
Glieder niedrigster Ordnung folgt a+ 6 =o; dies ist aber die 
Bedingung, damit die zwei durch ax? + 2 bxy + cy? = o definier- 
ten Geraden sich rechtwinklig schneiden. Bei Platten dagegen 
bringt die Gleichung AAww = k? ~ die Glieder m'" Ordnung mit den 
Gliedern m — 4'*" Ordnung in Zusammenhang; insbesondere blei- 
ben die Glieder zweiter und dritter Ordnung ganz willktirlich; die 
Knotenlinien kinnen sich unter beliebigen Winkeln schneiden. 
Wenn die Winkel, wenigstens bei Rechtecken, dennoch meist go° 
betragen, so liegt dies in manchen Fallen an Symmetriegriinden, 
Ofter aber auch daran, dass, wie schon hervorgehoben, im Innern 


eines Quadrates fiir sv die angeniiherten Ausdriicke 


coskmax coskny  cosknx coskmy, 


cosk»«@ sink, = coskynw sinkmy, usw. 


gelten, welche der Gleichung Aw -+(kj,+ 4;,) =o gentigen, 
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und somit die Eigenschaften von Membranenschwingungen haben. 
Am Rande ergeben die Bedingungen fiir die Glieder erster Ord- 
nung in « gar nichts, fiir die Glieder az? + 2bay + cy? die Glei- 
chung a+-pe=o0, aus der iiber den Winkel der Knotenlinie 
gegen den Rand nichts geschlossen werden kann. 
Interessanter sind die Ergebnisse an einer Ecke. Hier muss 
(027/dx dy) =o sein. Ferner ist 


3 02 (~ 02 w 
Bs = ieee = 
(37) one oy? nebst den Ableitungen 
) [ d2 02 dieses Ausdruckes nach y, 
Ge) | — eee) leo 
Ox | Ox oy? 
Ca) ea. 02 a 
a L—= «== 
4 oy? Oe | nebst den Ableitungen 
0 [ Pw O20 / dieses Ausdruckes nach a, 
(0) 2 [TS eo-w TS] =o | 
Oy | oy? Ox 
endlich 
F hae ; O* ow ae OF 5 
! — ++ 2-—_—_— — =)w 
(41) Ox | vw oy? oy* 


eine Gleichung, die beliebig oft nach x und y differentiiert werden 
darf. Wir legen die Koordinatenachsen in die zwei sich in der 
Ecke schneidenden Seiten und suchen die Koeffizienten der Tay- 
lorschen Entwickelung 


W = Up + Uy + Wet U3+. 


wo Ww, ein homogenes Polynom m'" Grades in 2 und y ist, zu be- 
summen. Aus (37) und (39) und 0?\v/dx dy = o folgt zuniichst, 
dass Ww, identisch verschwindet, wenn u >< 1 ist, was wir annehmen. 
Ebenso ergeben (38) und (40), nebst den Differentialquotienten 
von (37) nach v, (39) nach w, dass vw; =o ist. Danach weicht 
von dem linearen Ausdruck uwy+ u,;=a-+ bx + cy nur in den 
Gliedern vierter Ordnung ab, was zuerst yon Lamb (Joc. eit.) be- 
merkt worden ist. An den Ecken wird dite Platte nicht merklich 
deformiert. 

Fiir die fiinf Noeffizienten der Glieder vierter Ordnung ergeben 
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sich durch Differentiation von (37) bis (40) fiir 


( ok =) 
_—— > usw. 
Ox ] x=0, y=0 


vier Gleichungen, aus (41) eine fiinfte; die Koeffizienten derselben 
sind also simtlich bestimmt und proportional a: 


Ka 


Cae ee ee Pes 2 4/2 
u, Seiten a= Opa?) 


Ebenso sind die Glieder fiinfter Ordnung linear in 6, ¢; diejenigen 
sechster und siebenter Ordnung verschwinden usw. Fiir die Glie- 
der m'** Ordnung ergeben sich durch m — 2 fache Differentiation 
von (37) nach y, (39) nach x; durch m — 3 fache von (38) nach 
y, (40) nach x vier Gleichungen; die Bildung der m — 3 Diffe- 
renuialquotienten von (41) vervollstandigt die Zahl der m +1 Glei- 
chungen, durch welche alle Koeffizienten von u,, durch solche von 
Uma, also schliesslich durch a, 6, c und ) ausgedriickt werden 
kénnen, 

Die Entwickelung von # in einer Ecke hangt also nur ab von 
den vier Konstanten a, b,c, 2. Da wir aber iiber den weiteren 
Verlauf des Randes in einiger Entfernung und tiber die daselbst zu 
erfillenden Bedingungen hierbei nichts vorausgesetzt haben, so 
miisste die Entwickelung von « eine unendliche Anzahl Konstanten 
enthalten ; der von diesen Konstanten abhdngige Teil von ww ist 


an der Stelle x =0, y=0 nicht nach Potenszrethen entwickel- 
bar, die Lésung ist in den Ecken nicht analytisch. Nur sehr 
ausnahmsweise, z. B. in dem oben zitierten, von Lord Rayleigh 
bemerkten Spezialfall p =o sind einige der Lésungen analytsch, 
weil es dann gelingt, mit den drei zur Verfiigung stehenden Kon- 
stanten den Bedingungen an den andern Randern zu geniigen. 

Es ist wahrscheinlich, dass um die Ecken herum die Lésung 
mehrdeutig ist, so dass die analytische Fortsetzung von ww (2, 9) 
iiber den einen Rand hinaus, um die Ecke herum bis zum andern 
Rand und ins Innere, hier nicht die Ausgangswerte von ¢ ergibt. 

Fiir den Fall eingespannter Platten ist ein entwickelbarer Be- 
standteil tiberhaupt nicht vorhanden, wie man leicht findet. 
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Berechnung der Koeffizienten. 


Es seien die Koordinatenachsen durch den Mittelpunkt des 
Quadrates parallel zu den Seiten gelegt und als Langeneinheit 
die halbe Quadratseite gewahlt, so dass fiir Um(#), Un(y) die 
Ausdriticke (24), (25) gelten. 


Man hat nunmehr einen Ausdruck der Form 


j Ss S 
(42) w= YM Amn Um 2) un(y 
0 0 


in das Integral 


Se Ae toum. 2 \ 3 2 2 
02 w, \2 02, \2 02 W, OF Ws 
(43) V(Amn) =f f [ (See 35 ( = ) + 2k aon 
Fete ih eas Ox? ) Oy? 0x? oy? 


02”, \2 
a) —i,w2| ee 


4+-2(1—p)( 


\ 


mny~ 


Dies fiihrt zur Berechnung der Gréssen: 


einzutragen und die Koeffizienten von Aj, ,,, AmnApg zu berechnen. 


sen \ 7 / 
s ' Des. (1, Un = po a 
(44) Omn =i) UL) Up, (a) aa = a se, 
—1 


~ by a by J 
Kin — Kh 
Wom =="O)40r — 05 
+1 i f l I 
DK ine he ee 
(45) Onn = Can ff Ge, u}, dep = —— a ze a 7 “ m a a; 
7% — 4 “mh . ki 
Lon = 4n9 = 0; 
apf +1 
” , n9 ke 
if Wit AD = O CHEZ TONS if ne ay = Fey 
—4 tf 4 
Man erhalt diese Formeln durch Berticksichtigung der Differential- 


gleichung fiir wu, und u, und partielle Integration. Fiir m= n 
sind sie ungtiltig; hier ergibt sich 


1 as Sure pelts < 7 : 
eas Kean ch? Km — cos?h m) cos? km ch2 hy, tang km 
Omm = She ae Tg aa Dyes Ten 
ch? Am + Ccos?k», th? Am + cos? k,, 
fiir m gerade, (Wo) = 0), 


— k3, (sh? km sin? ky») 2m sin? ky cotk 
iD m s K 8 sin2k,, cath 
7 m) Bra kin i) tm tm tm 


Opn = 5 > rw MSO 
sh2k,, — sin2k,, sh2k»,— sin2k,», 


fiir m ungerade, (4; = 0), 
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und 
_ Kin (th? km — cos?km) cos2km ch? ky tang ky 
nm = = at Moa W ae 6kin ae oO aE REO Le 
ch Kin + COs Ion ch? ky» =— cos2 ky, 
(47) fiir m gerade, (%0 = 0), 
4 ; ; 
Ki, (sh? kyp aie sin? Xk, ) sin2k» sh2k», cot ky» 
amin = DS TL TSR = 6kim 1) ae ae 
$h2 A, — sin?k», sh2 kK» — sin2zk», 
\ fiir m ungerade, (iy — Me 


Begniigt man sich mit vier genauen Ziffern, so ist 


m m—1 
cosk), (—1)?. sink», (i) * 
Sat Se Se ——— ee aa 
Vch2 km CoS2 ky, V2 V sb? kee sin ky, V2 
hune7e 2), 
cosk, — (1— 0,0173) 
ee 
V cy? ky + cos? ky V2 


und es folgt fiirm >2,n> 2: 


hie ( km— kn) 


48 12) ey = 
( ) mn — ki‘ ? 
m+n 
wo s = 0, wenn m und n verschiedener Paritat sind; =(—1) ? , 
“ m+n 
wenn m und nr gerade; und = —(—1) ? , wenn mund 7 un- 


gerade sind. Es ist k,, = (m — +)n/2 zu setzen 


(49) Omm = — Kk}, + Tne 
| = g A Kinkn= kink) 
min = a i RR eae aT page 

iF 


(50) 


.2 : 
Lm = he Ship 


Mit einer Genauigkeit von mindestens 2 Proz. sind diese For- 
meln auch fiir m und n gleich 2 anwendbar, und es ist 


Ze furs sevace, 
: 2 z 
Won = 0; no = 2kn (—1) =o fiir n ungerade, 
: Aon = 4%n0 = O, 
(Soa) ¢ n—1 
ny 2 os 
Win = 0, Wn, = 2 V3(kn—1) (=) * | fiir 7 ungerade, 
2 m4 ie o fiir n gerade. 
2 
a1 = 3, tin = Sn = 2/3(— 1) 


Der Koeffizient von A? 


mn 


im Integral V wird nun 


4 4 Py? ait —— (mn 
(5t) kit ki 22WmmOnn + 2(1 — U) bm ena — Ags Amn )— Ag 
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Der Koeffizient von 2 AmnApg 


5 - sr (PY) 
(52) L(Omp Mgnt Opm Ong) + 2(1— 2) Sngémp = anh 


und es sind die Gleichungen zu lésen 


0= (ay 00) — hs) Aoo + ayy 9/00 Aoi Qn yee GN AG 
G3) )°=2 ar ea \ Ags oft, Ajgeeen ait OMe 
ws) 
Ses p rel Sua atiar<or'e.sejrdl alin ale ta Matte! Dace tapeye tae RoSies aHel'D) wR alia w leer ala Ase in velineAMel oie ionic ; 
OSE ass) Moo ass) Ant ays *) Aiot+.- wet (ass) — i, ) Ags. 


Zur Vereinfachung wird man die aus der Symmetrie der Lésung 
sich ergebenden Beziehungen zwischen den A,» sogleich einfiihren : 
bei einer in z und y geraden symmetrischen Lisung kommen nur 
gerade Indizes in Betracht und es ist Amn=Anm; die Zahl der Un- 
bekannten reduziert sich so bei gegebenem s betrachtlich. Ahn 
liches gilt fiir die andern Falle yon Symmetrie. Nichtsdestoweniger 
ware eine Rechnung auf drei bis vier Stellen fiir eine grissere An- 
zahl von Eigenschwingungen undurchfiihrbar, wenn das Glei- 
chungssystem nach dieser Reduktion nicht die Eigenschaft hatte, 
dass die a\"™ der Diagonalglieder erheblich grésser sind und mit 


LIL 


mound n rascher wachsen als die tibrigen a\??’. Infolgedessen lasst 
sich das System (53) mit einem geringen Aufwand an Rechnung 
durch sukzessive Approximationen leicht losen. Wir wollen dies 
fiir den Fall in 2 und y ungerader, aber symmetrischer Schwin- 
gungen zeigen, zu welchen der Grundton der Platte gehirt. Wir 
wahlen fiir » den Wert u=o0,225 (vgl. unten), und entwickeln 
bis zu den Gliedern in w;, setzen also s=5. Es sei abkiirzend 


Um(V) = 0m gesetzl und 


w = Ao Uy ?y+ Ay (U1 03+ 1 U3) + Ag U3 03 + Ag( Uy P3—+ Us; ) 
Se A, ( U3 05 + Us 03 ) = Ag Us. 
Das System (53) wird hier 


0 = (13,95 — A) Ap— 32,08 A, + 18,60A5+ 32, ota ar: 20A,+ 18,60As5, 


0 =— 16,04 Ag+ (411,8 — 4) A, —120,0A, — 133,6A3-+ 166,8A,+ (4oAs, 
(54) 0 =+18,60A)— 240,0A,+ (1686 — A) Ay— 218,0A3;— 1134 A, + 330Asz, 

0 =+ 16,04 Ap — 133,6 Ay + 109,0 Ag+ (2945 — A)A3— 624A,+17 79 As, 

0 =— 18, 6A + 166 ,8 A; — 567 Ay — 424 A3+ (6303 — A) A,— 1437 As, 

0 =-+18,6Ap+ 280A, — 330A,+ 358A3— 28974A,+ (13674 —A)AsS. 


Wiirde sich das System wirklich auf seine Diagonalglieder be- 
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schrinken, so wire die kleinste Wurzel } = 13,95, die niichste 
411,8 usw.; fiir die erste bleibt Ay willkiirlich, die andern A; sind 
Null; fiir die zweite gilt dies fiir A, usw. Da es auf den konstanten 
Faktor nicht ankommt, setzen wir, um den Grundton zu erhalten, 
A )=1, und in erster Anniherung Ay) = 13,95. Dann ergeben die 
fiinf letzten Gleichungen die iibrigen A;. Wesentlich ist nun, 
dass diese A; gegen 1 klein sind, so dass sie nur mil geringerer 
Genauigkeit berechnet zu werden brauchen. Beschriinkt man sich 
auf vier Stellen beim Schlussresultat, so sind sdmtliche Opera- 
tionen, auch schon die Berechnung der Wyn und nn und threr 
in den a’? auftretender Produkte, mit dem Rechenschieber 
ausftihrbar, wodurch bei dem Charakter dieser Operationen die 
Rechnung sich sehr einfach und sicher gestaltet. Direkt mit vier 
Stellen zu berechnen sind bloss die in den Wx, %m und den ai”? 
auftretenden Potenzen der f;. 

Wir berechnen fiir die A; eine erste Approximation, indem wir 
alle Glieder rechts vernachlissigen neben den Diagonalgliedern, 


es wird also 


+ 16,04 — 18,6 
A, = — Ne = es AG aye Ae 
431,8— 13,99 1686 — 13,95 


Diese A; sind ersichtlich samtlich klein. Aus der ersten Gleichung 
folgt eine kleine Korrektion fiir 4: 


dA = — 32,08A,+ 18,60 A+ 32,08A3— 37,20A,+ 18, 60As. 


Diese Werte der A; und ) + 6) setzen wir in (54) ein; das Ergeb- 
nis wird in den einzelnen Gleichungen nicht Null sein, aber doch 
eine kleine Zahl. Die Korrektionen der A;, die dadurch noétig 
werden, berechne man wieder unter alleiniger Berticksichugung 
der Diagonalglieder; eine oder zwei sukzessive Korrektionen ge- 
niigen meist, um die vierte Stelle bis auf wenige Einheiten fest- 
zustellen. 

Hat man eine erste Approximation schon berechnet, unter Be- 
riicksichtigung einer kleineren Anzahl Glieder der Entwickelung, 
so wird man sie bei der Berechnung der erweiterten Formel yorteil- 
haft benutzen kiénnen. Im vorliegenden Falle ist es z. B. zweck- 
missig, zuerst das System 

( (13,95 — 4) Ap>— 32,08A,;=0 


5s 
Oe) l — 16,04A,+(411,8—A)A,=0 
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zu lésen, welches dem Ansatz 
w = Aguy%4+ Ay (403+ Vy U3 ) 


entspricht; diese Werte trigt man in das vollstandigere System 
(54), und berechnet nun die Korrektionen 6A,, 6A, und Ay... As 
in der angegebenen Weise ('). 

Die Korrektion, die ) erfihrt, ist stets negativ, weil 4 das Mini- 
mum des oben besprochenen Integrals ist, welches bei der Anwen- 
dung von mehr Konstanten notwendig abnehmen muss. 

Nimmt man A,=1, A= 411,8 und berechnet ebenso die Kor- 
rektionen, so erhalt man den nachsten Oberton, der dieselbe Sym- 
metrie besilzt. Wieder ist die Korrektion von A negativ; dies tritt 
jedoch erst ein fiir das System (54), nicht schon fiir die erste Ap- 
proximation (55). Der Grund liegt darin, dass das neue ’ einem 
Minimumwert des Integrals nur entspricht, wenn die Bedingung 


dit. wow dx dy = 0 (@,) = Grundton) 


hinzugefiigt wird, welcher durch den Ansatz (55) nur roh genitigt 
wird, wiahrend (54) sie innerhalb der Genauigkeit der Rechnung 
erfiillt. In dieser Bedingung liegt auch, wenn mehrere Ober- 
schwingungen mittels (54) berechnet worden sind, eine einfache 
Kontrolle der Rechnung. Denn istw = A,u,¢,+... die eine der- 
selben, «’= Aj u,¢ +... irgend eine andere, so ist 


[fos da dy =/AyAyoA, Ai A, Al 1 oAg Al oe okt Aten 


und dieser Ausdruck muss einen Betrag haben, der zu vernachlis- 
sigen ist. 

Der Umstand, dass die Diagonalglieder grisser sind und rascher 
wachsen als die tibrigen, gilt auch fiir héhere Approximationen, 
und folgt daraus, dass die Wn, &mn (ms<n), die in die andern 


(7) Die erste Annaherung gibt, wenn A,=1 ist: 


A,=0,0403; A,=—0,0053; A,= —o,0036; A,= + 0,0019; A,=—0,0022. 
Exakt ist: 
P A as yy ~ae 
A,=0,0394; A,=—0,0040; A,=—0,0034; A,=-+0,o0011; A,;=— 0,0019; 


und A= 12,43 statt 13,95, 
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Glieder eingehen, nach (48), (49) und (50) wesentlich langsamer 
wachsen als die wm, und %n,, k}, und k* der Diagonalglieder. Fiir 
hohere Oberténe, die komplizierten Funktionen entsprechen, ist 
natiirlich die Entwickelung weniger rasch konvergent; immerhin 
bleibt auch hier der Fehler, der bei Beschriankung auf das Haupt- 
shied Um Pn Pm Up entsteht, von der Ordnung ;',, und dies bedingt, 
wegen des raschen Oszillierens der wu, ¢ fiir gréssere m, fiir die 
Klangfiguren nur Fehler von etwa 1 Proz.; fiir die \ von 5-10 Proz. 

Die Aggregate Woo; Uo 0) = Uy %o, die linearen Funktionen von 
z und y entsprechen, ergeben 4 = 0; dies ist selbstverstandlich, 
da die Platte eben bleibt. Aus dem Ausdruck yon J verschwinden 
sie und kénnen daher bei allen Rechnungen weggelassen werden. 
Bei Entwickelungen nach den Higenfunktionen w, der Platte 
aber miissen sie beibehalten werden, ebenso wie uy und uy fiir 
den Stab. 

Im folgenden sind die héheren Approximationen fiir diejenigen 
Téne angegeben, die in erster Anniherung den Formeln 


UmPn = Om Un 


entsprechen, mit m<4, n<4; es sind die Ghieder bis zu 
m=n=) beibehalten, womit die dritte Stelle bis auf 1-2 Einh. 
sichergestellt ist. Dies bedingt fiir die Klangfiguren eine noch ge- 
ringere Unsicherheit, die ganz innerhalb der Beobachtungsfehler 
liegt. 

Dem Ageregat m2 + mUn entspricht stets ein etwas grésseres 
i 


m und n beide gerade oder ungerade sind. In dem andern Falle 


also ein héherer Ton, als dem Agegregat Umen— mun, Wenn 


liegt ein Doppelton vor, und es sind die Schwingungen w = Un pn, 
= mu, auch einzeln méglich, ferner jede lineare Verbindung 
der Form Atm?np+ Bom tn. 

Zur Berechnung der Alangfiguren, d. h. der Linien, in welchen 
w verschwindet, wird man zweckmissig die beobachteten Werte 
als erste Approximation benutzen ('). Bei der Berechnung der 


(‘) Tabellen fiir w,, u, gibt Lord Rayirian, Sound, § 178; fir vier Stellen sind 
die zweiten Differenzen bei der Interpolation zu beriicksichtigen. Zur direkten 
Berechnung auch der u,, uv,,... benutzt man mit Vorteil die 7afeln der Funk- 
tionen cos und sin (Kreis- und Hyperbelfunktionen) yon Dr. Carl Burrau, Berlin, 


1907. 
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Korrektionen, die stets sehr klein sind, geniigt die Berticksichti- 
gung des Hauptgliedes der Formel. Von m und n= 4 an bis m 
und n = 7 sind die Klangfiguren auf Grund der vereinfachten For- 
mel my Unm berechnet, da hier genaue Beobachtungen nicht 
vorliegen und auch schwer méglich sind, 


Die Tonhohen. 


Aus einem bekannten ) ergibt sich nach (4) die Anzahl Schwin- 
gungen pro Sekunde 


(56) v=hy/ Ed 


30(1— p) 


Genaue Beobachtungen itiber die absoluten Tonhobhen unter ge- 
nauer Angabe der Elastizitaétskonstanten, des Verhaltnisses 2 / der 
Dicke zur halben Seite der Platte und der Dichte 9 des betreffenden 
Materials sind mir nicht bekannt. Die relativen Tonhéhen der 
verschiedenea Obertine gegen den Grundton, wenn fiir diesen der 
Ton G gesetzt wird, hat Chladni (') angegeben. Es ist die gleich- 
massig temperierte Skala vorausgesetzt; ein + bedeutet, dass der 
wahrgenommene Ton etwas héher war, ein — dass er tiefer war. 
Leider ist von Chladni nicht angegeben, ob er Metall oder Glas 
benutzt habe, wodurch der Wert von p. erheblich unsicher wird ; 
vielleicht hat er Platten aus beiderlei Material in einzelnen Fallen 
gebraucht, im allgemeinen jedoch zeigt die Ubereinstimmung mit 
unserer fiir Glas ausgeftihrten Rechnung, dass er Glasplatten be- 
nutzt hat. Durch den Ubergang zu Metall wird die Tonhihe leicht 
um eine Sekunde verandert, wie dies beim Kreis schon die Berech- 
nungen von Kirchhoff gezeigt haben. 

Die Tonhéhen, die auf Grund exakterer Formeln (unter Be- 
riicksichtigung héherer Approximationen) berechnet sind, stimmen 
genau mit Chladnis Angaben iiberein. Es sind dies die Haupt- 
schwingungen, in der Tabelle mit * bezeichnet. Die iibrigen, nach 
dem einfachen Ansalz = Um0y) = Vpn berechneten, sind teil- 
weise um + Ton zu hoch. Dies wird uns nicht wundern, da ja die 


entsprechenden A, wie oben bemerkt, stets zu gross sind, und zwar 


(') E.-f'.-F, Cunapni, Akustik, Leipzig, 1802, Dimas 


- 


sind sie bei den Hauptschwingungen, wie sich gezeigt hat, meist 
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um 0-10 Proz. zu gross, was einem viertel bis einem halben Tone 
entspricht. So ist }aus dem Ansatz wu, gleich 13, 74; bei genauer 
Berechnung dagegen 12, 43 (vgl. oben), Wiirde man die héheren ?, 
auf den Grundton beziehen, wie er in erster Approximation gegeben 
ist, so wiirden die Téne um! Ton zu erniedrigen sein, und die 
Ubereinstimmung wire so gut wie sie tiberhaupt, bei der oben 
erwahnten Unsicherheit, erwartet werden kann. 

In der folgenden Tabelle sind die Schwingungen nach ihren 
Tonhbhen geordnet, und jedesmal die charakteristischen Haupt- 
gheder Umen+ 0mUn angegeben, nebst den zugehorigen ee Das 
Zeichen + deutet een Doppelton an. 


Tabelle der Tonhohen (» = 0,225). 


HAUPTGLIEDER oN BER. BEOB. ||HAUPTGLIEDER X BER. | BEOB. 

U.P; WO Gre G UW, OUR Ce 3240 | gat Sis, 
Uy 0, — Py Uy SOR OMe nC d TENS Sie UIE 3927 | @,-+ | gis 
Uy Py + Vy Uy DOs Tom ee e U,V, 5480 | ais, + | ats, 
BE pV = t= Uy 0; 80,8 fie h Uy Vg — Ug Vy 5500 | €,— | —(?) 
LAO SENUG On| P 20m L) |S, taal US, t= | Wh OL Ue 9070 | ¢,— | ais;— 

tenOy = 266,0 |ais,* — | ais,* —]] Uy 0g+ Ug% 5640 | c,— | —() 
U,v,—U,?, | 316,1 al h, UL ga= Oil 6036 | ¢,+ Op 
U,V;,+ Uv, | 378 Cish CIS. U,0,-+ Us 0, 6303 cls, C— 
0, == t,0, | 746 fis*+| fis, Uy Vg— Ug Pp 7310 | d,+ | cis,+ 
Uy 0, — VU, | 886 gis, gis, Uy Vg Ug Vy 7840 | dis,— | d,— 
Uy 0, + Vy, | o4t gisot | gist || U, 0, Uy 0; 9030 e; dis, 
U,O,s= U, 0, | iret ais, Qis,— || Ug V3 U3 ¥, | 10380 ty, @, 

Uy V3 1904 C,+ C. Us 0; 13670 | g,-+ | fts,-+ 
U,V0,— Uz, Vy |1702 d,— cis, UgV,;— U,V, | 13840 | g,+ g,+ 
Ug, U,V, 12020 dis, d, Ug Vg U,V | 15120 | ¥ts,+ cies 
Uy V. YU; |2500 Si tf; UgV,== U,V, | 20400 h, ais, — 
U,0,—V,U, |2713 ats fis;— Ug 28740 d, == 02) 
U,0,+ 0,U; |2949 Sis, + | fis; (*) 


Dabei ist, um daran zu erinnern, Uj;,—= ln ( £), Sp — un(y) ge- 


setzt. 


(!) Von Chladni von dem yorigen Ton nicht getrennt, 
(7) Von Chladni nicht beobachtet. 
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Die Ubereinstimmung der mit * bezeichneten Schwingungen 
mit Chladnis Beobachtung ist eine vollkommene, wabrend nach 
Kirchhoffs Rechnungen fiir den Kreis Abweichungen sich zeigen, 
die fiir »=+ (Poisson) kleiner sind als fiir p= (Wertheim). 
Dies zeigt, dass Chladni auch hier mit Glasscheiben operiert hat, 
und dass fiir Glas ». jedenfalls kleiner als + ist, und von dem hier 
benutzten Wert 0,225 nur wenig abweicht. 

Benutzt man fiir eine Schwingung den angenaherten Ausdruck 
Wmn == Um(£) Un(¥) = Un(£) Um(y), so berechnet sich, wie schon 
hervorgehoben, das zugehiérige angenaherte ) aus der Formel 


WO Jmn das fiir » = Wmn gebildete Integral (7) ist, wahrend 


ee. dz dy. 


Setzt man hierin die fiir uw», (p. 281) gegebenen Ausdriicke ein, so 
wird 


(CS) N= hee kp 2 (20 Onna Op naa Ox) 
=e 2(1 = B) (Gmm nm Sipe), Ti = Tt, 
(58) = 2k}, + 203, + 2(1— 2)arm fiir vee 


Bei m =n kommt das untere Vorzeichen natiirlich nicht in Be- 
tracht; bei den Doppelténen yerschwinden in ) die Glieder mit 
den doppelten Vorzeichen, so dass beide Vorzeichen dasselbe 
ergeben. 

Nach den Gleichungen (48) bis (50a) sind die Wm, %mm ZWel- 
ten Grades in den f;; die %&mp_, und wW,, fiir m =£n dagegen ersten 
Grades. Zur Aufstellung einer angendherten Formel fiir i be- 
schranken wir uns auf die Glieder vierten und dritten Grades ; 
dann kénnen wir die + Gheder in) gegen die iibrigen vernach- 
lassigen (wodurch je zwei benachbarte Téne in einem vereinigt 
werden). Fiir die ©nm, %am benutzen wir die Ausdriicke (49); 
(50), (Soa), dann ergibt sich angenihert 


(59) = Chee ie k2)2 2 kF, k2 4- (6 — 8 2)Kmkn(km + kn) 


5 
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wobei 


ist; fiir m =o und m=—1 ist dagegen ky = k, = 0 zu selzen, 

Ist w= 0, so schwingt die Flache angenihert wie ein Stab, und 
es summen, wie bei einem solchen, die Tonhiéhen mit den Qua- 
draten der ungeraden Zahlen angenihert tiberein, wie schon Chladnt 
bemerkte. Fiir n—=1 ergibt sich dasselbe Resultat; nach der 
Formel (57) sind die entsprechenden Tone aber in Wirklichkeit 
etwas verschieden, die Abweichung ist bei den Grundtinen relativ 
am bedeutendsten. Sind endlich m und n geniigend gross, so er- 
gibt sich das asymplotische Gesets der h f 


(60) A = [m+ nie2(1— p)mine] (2). 


Die Schwingungszahlen sind der Wurzel aus 4 proportional. 


Die systematischen Fehler bei der Beobachtung Chladnischer 
Klangfiguren. 


Fiir eine Anzahl von Klangfiguren hat Strehlke (') sehr genaue 
Messungen an verschiedenen sorgfaltig gearbeiteten quadratischen 
und kreisférmigen Platten aus Spiegelglas angestellt. Insbesondere 
hat er drei quadratische Platten benutzt, deren Dicke etwa <5, 4 
und 4 der Seite war. Die Beobachtungen stimmen fiir die drei 
Platten innerhalb 0,001 der Seitenlange, manchmal noch genauer. 
Diese Genauigkeit erweist sich jedoch fiir den Vergleich mit der 
Theorie als illusorisch und ist durch den Umstand erméglicht, dass 
Strehlke die Unterstiitzung und die Erregung durch den Violin- 
bogen fiir eine bestimmte Klangfigur bei allen Versuchen genau 
an dieselben Stellen verlegte. Welcher Art nun bei diesen Ver- 
suchen die wichtigste systematische Fehlerquelle ist, ergibt die 
Diskussion der Messungsergebnisse in folgender Weise : 

In einer Klangfigur (vgl. unten Fig. 21), in welcher, der Sym- 
metrie nach, die beiden Diagonalen Knotenlinien sein sollten, fin- 


(1) F. Srrenikn, Repertorium der Physik, von H. W. Dove, t. II, p. 112 fl. 
Berlin, 1839; vgl. auch Pogg. Ann., t. XCV, 1855, p. 577; t. CXLVI, 1872, p. 51g. 
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det Strehlke an deren Stelle zwei hyperbelartige Kurven, deren 
Scheitel im Abstand von 0,037 (die Quadratseite als Einheit ge- 
setzt) lagen. Auch Chladni gibt an, dass er dies Verhalten unter 
Umstdnden beobachtet habe. Theoretisch ist dies ausgeschlossen ; 
denn durch eine Drehung um go? entsteht bei solcher Dissymme- 
trie eine neue Figur, die derselben Tonhihe entsprechen muss ; 
es lige also ein Doppelton vor und eine unendliche Anzahl von 
Figuren miisste moglich sein; dies widerspricht der Erfahrung, 
die zweite Figur muss also mit der ersten identisch sein, die Dia- 
gonalen sind Knotenlinien. Wie kommt diese Abweichung zu- 
stande ? 

Es ist klar, dass zur Uberwindung der Reibung die Schwin- 
eungsamplitude ein gewisses, von der Beschaffenheit der Oberflache 
und des Sandes abhiingiges Minimum =< iiberschreiten muss ; 
unterhalb desselben bleibt der Sand unbeweglich. Wo sich die 
zwei Durchmesser schneiden, ist aber ausser sv = 0 auch 

ow ow 


= — —od0. 


Ox oy 


Bezogen auf die Durchmesser als Achsen ist der Ausdruck fiir die 
Amplitude (2, ¥) in erster Anniherung 


w=Ary (A = const.), 


und der Sand bleibt in indifferentem Gleichgewicht innerhalb 
eines Gebietes, welches yon den zwei Hyperbeln 


e= ALY 


begrenzt wird. Ob der Sand sich hier gleichmiissig verteilt oder 


segen die einen oder andern Riinder des Gebietes gedrangt wird 
a » 


S 


(beide Falle sind beobachtet), hingt von der Stelle ab, wo der 
Bogen angelegt wird, von welcher aus, neben dem betrachteten 
Ton, auch Nebentine von verschiedener, zum Teil betrichtlicher 
Hohe sich als Wellen ausbreiten und eine Bewegung des Sandes 
bewirken kinnen. Theoretisch ist der Vorgang nicht zu tibersehen 
wegen der Retlexionen an den Seiten des Quadrates. Bei dem be- 
sprochenen Versuch von Strehlke ist der Sand an die Riinder des 
Gebietes getrieben worden, womit die betrichtliche Abweichung 


von der Theorie sich erklirt. Allein dieselbe Ursache ist auch in 
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der ganzen Ausdehnung der Klangfiguren wirksam, wenn auch 
hier der Anstieg von der Amplitude Null zu +¢ rascher erfolgt, 
der mégliche Fehler also kleiner wird. Aber mehrere Tausendstel 
der Seitenlinge betrigt er unter allen Umstinden, so dass die 
Ubereinstimmung der Versuche Strehlkes auf weniger als 7+. 
der Seite untereinander, und ihre Abweichung um mehrere Tau- 
sendstel, ja um beinahe ;+ (in einzelnen Fiillen) yon der Theorie 
nichts besagt. 

Hierher gehédrt auch die yon Strehlke und schon von Chladni 
gemachte Beobachtung, dass bei einer Kreisscheibe, wenn drei 
oder mehr konzentrische Kreise die Klangfigur bilden, der innerste 
Kreis entweder diffus bleibt, oder eine Ellipse bildet, wahrend die 
andern Kreise keine messhare Abweichung von der Symmetrie 
zeigen. Strehlke (') erblickt den Grund in einer ungeniigenden 
Homogenitat der Platte; doch ist kaum begreiflich, warum diese 
Ursache stets nur den innersten Kreis beeinflussen sollte, und 
warum die Kreise manchmal einfach diffus bleiben. Dies folgt 
aber ohne weiteres aus dem Umstand, dass die Amplitude bei drei 
Kreisen gering ist und yom Rand gegen die Mitte zu im Mittel 
abnimmt; daraus folgt um den innersten Kreis eine besonders 
grosse Zone indifferenten Gleichgewichtes fiir den Sand. Wird 
nun die Amplitude sehr erhiht, etwa indem man zum Bestreichen 
der Platte mit dem Bogen ein in die Mitte eingebohrtes kreis- 
formiges Loch benutzt (Strehlke), so werden die Sandkérner zum 
Teil an den Rand des Bereiches getrieben, es entsteht eine ellip- 
usche Figur, deren Achsenrichtungen von der Streichrichtung 
abhangen. Bei Strehlke war die eine Achse um 0,003 zu gross, 
die andere um 0,003 zu klein (Durchmesser der Platte = 1); eine 
Gréssenordnung, wie sie a priori zu erwarten war. 

Den Wert von u fiir seine Platten hat Strehlke nicht angegeben, 
wodurch der Vergleich mit der Theorie ebenfalls etwas (wenn 
auch nur wenig) unsicher wird. Fiir Glas haben verschiedene 
Beobachter Werte zwischen 0,210 (Voigt) und 0,257 (Caulon) 

Den Einfluss der Streichrichtung auf die Knotenlinien hat auch 
Zeissig (2) direkt beobachtet. 


- 


(1) F. Srreuike, Pogg. Ann., t. XCV, 1855, p. 594. 
(*) J. Zuissie, Inaug.-Diss.; Wied. Ann., t. LXIY, 1898, p. 360. 
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erhalten; ich habe das Mittel p = 0,225 gewahlt, welches jeden- 
falls nur um + fehlerhaft sein wird; auf die Knotenlinien ist dies 
ohne merklichen Einfluss; bei den Hauptténen, die in héherer 
Approximation berechnet werden, ist die Korrektion fiir 


w= 0,225 +6 


eegeben; genaue Beobachtung der Verhiltnisse der Schwingungs- 
zahlen kénnen in der Tat dazu dienen, » zu bestimmen. 

Der Einfluss der endlichen Dicke A der Platte diirfte wohl 
erst in den Gliedern zweiter Ordnung in Betracht kommen. Da 
Dicke/Seite der Platte bei Strehlke =~ bis 4 war, gibt dies Feh- 
ler von der Ordnung 0, 0002 bis 0,0006 (Seite =1), die nicht in 
Betracht kommen. 

Durch die Art der Unterstiitzung, vor allem aber durch das Be- 
streichen des Plattenrandes mit dem Bogen, wird, wie Lord Ray- 
leigh (loc. cit.) hervorhebt, die Bewegung zu einer nicht ganz 
freien, was sowohl auf die Lage der Knotenlinien wie auch auf die 
Tonhéhe von Einfluss sein kann. Endlich sind diese Bewegungen 
stark gedampft, vor allem durch die Fortleitung des Schalles durch 
die Luft, zum Teil auch durch innere Reibung: auch hierin liegt 
eine Abweichung vom theoretischen Ansatz, die aber wohl in ent- 
gegengesetztem Sinne wirkt wie der Einfluss des angelegten Bogens, 
so dass sich beide Fehlerquellen zum Teil kompensieren diirften. 


Die Klangfiguren quadratischer Platten mit freien Randern. 


Im folgenden sind die Formeln fiir die Eigenschwingungen, die 
sich auf Grund der mitgeteilten Methode ergeben, zusammen- 
gestellt und mit den Beobachtungen von Strehlke verglichen ('). 
Bei den hiéheren Eigenschwingungen, wo keine genauen Messungen 
vorliegen, sind die angenaherten Formeln (1) p. 267 zugrunde 
gelegt; der Fehler (1-2 Proz.) ist bei dem Maasstab der Figuren 
bedeutungslos, und bei den mannigfachen Schwierigkeiten und 
Fehlerquellen der experimentellen Herstellung der Figuren diirften 


(1) Die Ausdriicke fiir « sind auf drei Stellen genau, doch wird die vierte 
Stelle gefiihrt, um eine Anhiufung yon Fehlern zu vermeiden, die die dritte Stelle 
stark beeinflussen kénnten. 
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die hier gegebenen die Wahl der Unterstiitzungspunkte und somit 
die experimentelle Darstellung wesentlich erleichtern. 

Die im folgenden mitgeteilten 46 Klangfiguren erschipfen un- 
gefahr das, was ohne allzugrosse Schwierigkeit experimentell er- 
reicht werden kann; sie sind yon Chladni in seiner Akustik zum 
grossten Teil gegeben worden, jedoch sind die Zeichnungen meist 
nur ziemlich roh, wie schon der Vergleich mit Strehlke zeigt, und 
es sind Téne als doppelt und ineinander transformierbar bezeich- 
net, die es nur durch die Methode der Herstellung geworden sind ; 
dementsprechend sind diese Figuren stark verzerrt. 

Fiir die Doppelténe waren an und fiir sich unendlich viele Figu- 
ren moglich. Den Ausdriicken um(x) Un (yv) = Un(x)Um(y) ent- 
sprechen hier zwei Figuren, die auseinander durch Drehung um 
go’ entstehen; den einzelnen Schwingungen w(x) u,(y) Linien, 
die angenahert parallel zu den Seiten verlaufen, und deren Lage 
den Wurzeln von u»,(x) = 0 baw. un(y) = 0 entspricht; sie schnei- 
den also jede Parallele zur x-Achse (bzw. zur,y-Achse) in Punkten, 
die genau so legen wie die rn (bzw. m) Knotenpunkte der n'* 
(bzw. m'*") Schwingung eines Stabes von gleicher Linge mit freien 
Enden. Fiir jeden Doppelton wird eine Figur, die 


Um(2)Un(¥) — Um(Y) Un( 2) = 0 


entspricht, und eine solche, die w»(2)Un(y) =o entspricht, ge- 
geben. Wie man die Schar der unsymmetrischen, der allgemeinen 


Formel 
AUm(%) Un(yv)+ Bupn(2)Um(y) =0 


entsprechenden Figuren ihrem ungefihren Verlauf nach daraus 
herstellen kann, ist oft fiir den Fall von Membranen usw. beschrie- 
ben worden ; da fiir jeden Ton diese Figuren simtlich durch gewisse 
feste es. die Pole der Figur gehen miissen, wird ihre Kon- 
struktion dadurch auch erleichtert. Diese Pole sind (in erster 
Anniherung) die Nullstellen der Gleichungssysteme w,,(2) = 0, 
y= 0, und. Ui, £)5 0, Up ¥.) = 0: Ihre Lagen sind also RS 
mit denen der Knotenpunkte freier Stabe identisch. 

Die Figuren sind zunichst nach den Symmetrien der Schwingung 
veordnet; innerhalb jeder Abteilung nach der Tonhéhe. Es sind 


S$ 
angegeben die Formel fiir», der Wert von d fiir p = 0, 225 (Glas) 
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und die Korrektion dieses Wertes fiir y= 0,225 + du (woop 
klein ist); letztere allerdings nur bei den genau berechneten A, 
wo sie allein einen Sinn hat. 

Aus dem schon besprochenen Sturm-Liouvilleschen Satz, dass 
ein Ausdruck der Form A u(x) + Buy(x), womZnist, héchstens 
m und mindestens n Wurzeln hat, folgt, dass eine Parallele su 
einer Seite des Quadrats die durch 


Um(@)Un( vy) Un (¥)Un(7) =o 


gegebene Figur in héchstens m und mindestens n Punkten 
schneidet. Die Korrektionen, die die héhere Approximation ein- 
fiihrt, sind zu klein, um hieran etwas zu indern. 

Ist (Vorzeichen +-) die Diagonale x =y keine Knotenlinie, so 
wird sie von Knotenlinien (und zwar senkrecht) geschnitten in 
den Punkten, deren Koordinaten x = y die Wurzeln von u(x) =0 
und u,(2) =o sind, also inn + m Punkten, deren Abszissen und 
Ordinaten wieder den Knotenpunkten schwingender Stabe ent- 
sprechen. Auf scheinbare Ausnahmen, die durch nahe Koinzidenz 
zweier Wurzeln entstehen, wird unten hingewiesen. 

Ist das Vorzeichen — genommen, so gehdrt stets die Diagonale 
x =y aur Klangfigur. Sind dann n und m beide gerade oder un- 
gerade, so gilt gleiches von der zweiten Diagonale. Wenn nicht, 
so hegt ein Doppelton vor, der sich somit durch seine geringere 
Symmetrie kennzeichnet. 

Sind m und n ungerade, so gehiren die beiden Koordinaten- 
achsen (Seitenhalbierenden) zur Figur. Diese Sitze lessen sich 
leicht vermehren; sve gestatten es, su einer gegebenen Klang- 
figur die sugehérigen Indizes m,n su finden. 

Es ist im folgenden wieder abkiirzend wy, = um(x), Pn = Un (y) 
gesetzt, wo die w,(x) die durch (24), (25) p. 381 gegebenen Funk- 
tionen sind ; die x-Achse ist nach rechts gelegt, die y-Achse nach 
oben, durch den Mittelpunkt des Quadrats parallel den Seiten. 
Langeneinheit ist die halbe Seitenlinge. Wegen der Symme- 
trien hat man beim Vergleich mit der Erfahrung nur positive x 
und y zu beriicksichtigen, 
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A. Lésungen, die in x und y ungerade und symmetrisch sind. 


I. Grundton. } = 12,43 — 18,08p. 


w= uyVv;)+ 0,0394( Uy 3+ 04 Us ) 
~ 0, 0040 U3 °3— 0,003 4 (Uy Ps + Us 01) 


+ 0, 001I (U3 05 + Us 3) — 0, 0019 Ug 05. 


Lig == 343-59 Ow. 


Ww = — 0,075 UW, 04+ (UW, V3 + U3 V; ) 
+- 0,173 U3 03 + 0,045( ly 03+ Us 0, ) 


— 0,015 ( 305 + Us 63) — 0,029 Us 05. 


Es ist 
y beob. : 0,530 0,573 0,630 0,690 
zx beob. : 0,937s 0,8750 0,812;  0,7500 
xz ber,—axbeob,: —o,003 —0,002 0,000 —o,001 


Fig. 1. 


| 
| 


Bie eo. 


0,752 0,819 0,893 
0,687; 0,6250 0,5625. 
—0,0005 0,000 0,000 


Nach der Formel w, 03 +430, = 0 ergeben sich die Koordinaten 
der Punkte, in denen diese Kurven die Diagonalen schneiden, zu 
2= vy =0,736 (beob. 719); die der Randpunkte der Kuryen: 
£=1, y=0,533 (beob. 0,487). Da die Seite gleich 2 ist, wiirde 
die angeniherte Formel fiir die Kurve Fehler yon 0,8 bis 2, 2 Proz. 
der Seite geben, was im Masstab der Zeichnung schon kaum zu 


bemerken wire, geschweige die nach der genauen Formel erhal- 


tenen Fehler. 


wW = 0,009 UW, 1 — 0,079 (U4 03+ V1 U3) 
+ U3 V3— 0,057( Uy P53 -+ Us?) ) 


+ 0,121 (U3 03 + Us 3) — 0,007 Us 05. 


Messungen fehlen. 
R. 


20 
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IVa oogo. 


W = U1, 03-7 Us 4. 


Diese Figur fehlt bei Chladni. 


Ww = U3Vs+ UsV2. 


Vigr = 15674. 


VP = UsVs. 


B, Loésungen, die in x und y ungerade und antisymmetrisch sind. 


Pig. 9. 
I. }=316,1 — 2708p. 
Ww = Uy V3— V1 U3 + 0,0002( U, 0s — 04 Us ) 
++ 0,0033 (U3 5 — 3 Us ). 
Fig. 8 


W = U,05— PP) Us. 


va 
v 


= 
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Tl. 2 = 5570. 


W = U305 — 03U5. 


C. Lésungen, die in x und y gerade und symmetrisch sind. 


Die Klangfiguren dieser und der folgenden Abteilung erscheinen 
pesonders leicht und es kiénnen besonders viele Obertine zur ex- 
perimentellen Darstellung gebracht werden. 


ate Fig. 10. 


(PV = Up Vo-+ Us Vy — 0, 0238 Ug 9 
+ 0,0130( Up hy + 9%, ) 
+ 0,0026( 20, + 02 Uy) 
+ 0,0016 U,%,. 


x beob. : 0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 
y beob.: 0,840 0,829 0,796 0,744 0,675 0,589 
y ber.—y beob.: -+0,003 -+0,003 -+0,003 -+0,003 +0,003 +0,004 


Die Abweichung ist offenbar einem der besprochenen, systema- 
tischen Versuchsfehler zuzuschreiben. Die erste Anniherung 
Up Vat Vols ergibt fiir die Schnittpunkte mit den Achsen die 
Koordinaten 0, 830 (beob. 0,839); mit der Diagonale 0, 552 (beob. 
0,046). 

Fig. rr. 

Il. \ = 266,0— 274 dp. 

(P = 0,0122( Up 2 + Vo U2) + U2 V2 
— 0,0188 ( ty Py + Po Uy) 
+ 0,0880( U,%2 + 94 ls) 


— 0, 0044 U, 0 ,. 


x beob.: 0,100 0, 200 0,300 0,400 
y beob.: 0,533 0,534 0,538 0, 546s 
y ber.— y beob.: —o,003 —0,003 —0,004 —0o,005 
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Fiir den zweiten Teil jedes der Kurvenstiicke ist: 


y beob.: 0,600 0,700 0,800 0,900 
a beob.: 0,499 0,017, 0,524 0,528 
xv ber.— xbeob.: -+0,005 +0,005 —0 ,004 —o,006 


Dje berechnete Kurve ist in den fast geradlinigen Teilen weniger 
gekriimmt als die beobachtete. Aus = U2. wirden sich Paral- 
lele zu den Achsen mit x bzw. y = 0,991 ergeben haben. Da in 
dem Punkten der Kurven, wo sie sich sehr nahe kommen, die 
Amplitude gering bleibt, der Sand also in indifferentem Gleich- 
gewicht sich befindet, wenn nicht sehr sorgfaltig operiert wird, so 
wird meist die Figur als aus vier Geraden bestehend erscheinen, 
wie auch Chladni sie angibt; an den Schnittpunkten wird sie un- 
deutlich sein. Der Fehler der ersten Annaherung in den gerad- 
linigen Teilen betragt 1 Proz. der Plattenseite. 


Fig. 12. 


—— a 
I, 2= 941. Cx 
W = Un P,+ V0 Uy. Se 


| 
i 
| 
{ 


ee ee 


vo 


Fig. 1 


LV e020. 


ea re 


Ww = Ug, + 02 Uy, 


P= Uy, Py. 
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Fig. 15. 


VI. A => 5640. 


W = Un VE+ Vy Ug 


(von Chladni nicht beobachtet). 


W = Ug 06+ Pog. 


Die nahe Koinzidenz der Wurzeln 2 = 0,552 von u,—o und 
x%—=0,544 von ug—o bedingt hier und in Fig. 23 die nahezu 
geraden Linien, und die scheinbaren Ausnahmen von den p. 304 
gegebenen Sitzen. 


Fig. 17. 


VIU. A= 15190. 


Ww = U,0—6+ VP, Ug. 


XI, A= 28740. 


w= U6V6 


(fehlt bei Chladni). 
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D. Lésungen, die in x und y gerade und antisymmetrisch sind, 


9.67405 


—e 
W = Up V2 — VoUe 
— 0,0129( Uy 4 — Po Uy ) 


— 0, 0045 (U2, — %2Uy)- 


Vite = 1000 


(P = Uy V4 — Oo Uy- 


NUD \==207.02- 


W = Un, — ¥2 Uy. 


Die Figur stimmt auf weniger als 1 Proz. 


mit Strehlkes Messungen. 


IV. A= 5500. 


W = Uns — 00 UG 


(fehlt be: Chladni). 


Pig. 1G6 


Fig. 20. 


Fig 2%, 
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We Tag Rinoy 


Fig. 23 

rome 

W = Ugh — Vlg. we 
VARA 


eed 84.0. 


W = UyV5— Vy UG. 


E. Doppeltone. 


Sy 
ye 
Fig, 25. 
I. } = 80,8 — 73 6p. ae 
Ww (2, Y) = Uy Vo— 0 ,0682 U3 Po 


+ 0,0760 U3 2+ 0,0260U,%, Fig. 26. 


+ 0, 0073 Us ¥9 — 0,0027 U3, 
— 0, 0112 Us 02+ 0,0030 Us 0. 


Die allgemeine Forme! ergibt sich hieraus (wie bei allen Doppel- 


tonen) 
A w(x, vy) + Bw(z2, y). 


Die erste Figur (25) entspricht B= 0; die zweite (26) B= —A. 


emg =) te = 0,922 == 2 VY (beob.) 7 diesperech> 
neten Pole liegen auf der Diagonale um 0,001 mehr nach aussen. 


(Vel. Fig. 26.) 
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: Fig. 27. 
2S Oar. 
/ 
w(x, ¥) =+ 0,0678 Wy 2+ U3 Vo 
— 0,0150U3 2+ 0,035) U4 0, Fig. 28. 


+ 0,0000 Us 9 + 0, 0190 U3 Vy 


— 0,0007 Us 02 + 0, 0016 Us 0,. 


Sa 


Fiir die annaihernd parallel den Seiten verlaufenden Kurven in 
Fig. 29 findet sich 


Va, LOO 0,200 0,300 0, 400 0,500 

DEO Dee ONTOS 0,753 0,746 0,738 0,730 

a ber.—abeob. : —o,0045 —o0,0055 —o0,0045 —o,003 —o0,0005 
Ve 0000 0,700 0,800 0,900 
TINO). 2 Oh, 7263 0,7 EF 0,716 OnLy 
aw ber.—a beob. : —o,0005 -+0,0005 +0,0005 +0,0010 


Als Pole sind beobachtet 
ie == ©) D0, 760), ber. 0,761, 


OR ao ber. 0,722; 


nebst den symmetrischen, in den andern Quadranten gelegenen 
Punkten. (Vel. Fig.o7.) 


Fig. 29. 
LEA 746: 
W(@, YW) =— 0, 0709 Uy 2 + 0, 0214 U3 
++ U3 Ve— 0,1260U, 0, 
— 0,0038 Us P) + 0,1234 U3 0, 
— 0,0095 Us 02 — 0, 0100 Us 05. 
Strehlke gibt die Pole an, die jedoch mit die- Fig. 30. 


ser Formel nur auf 1 Proz. summen, was sich 
wohl aus dem Umstand erklart, dass sie in einer 
Zone nahezu indifferenten Gleichgewichtes 
hegen (in Fig. 29 dort, wo sich die Kurven- 
zweige einander nahern). 
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AVS. (MES tae 


ais 4) 


W == U,V, — U,P4. 


VOX = 2497- 


Ww = U3sPo, 


(Y = Us 0) — Ups. 


VIE "3240: 


(P = U3P%,, 


(PV = U3 0,— W403. 


NIN, XK = 3927: 


(VP = Us 02, 


VP = UsP_g— UQV5. 


W = US%V4; 


WwW = Us 0, — Vy Uy. 


Fig. 31. 


Fig. 32. 


nor 


Fig. 38. 


So 


Fig. fo. 
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Fig. qr. Fig. 42. 


IX. ‘ = 6036. is ex 


w= U,%6, 
VY = Uy 0g — V4 Ug. She 
Rie 


Fig. 43. 


Ww = U3V6, 


W = U3 V4 — 03 U6. 


Fig. 46. 


Xe On Cor 


W = lls 06, 


W = Us V6— 03 Ug. 


Schlussbemerkungen. 


Es braucht wohl kaum betont zu werden, dass dieselben Ansatze 
auch fiir Rechtecke gelten ; sind a, 6 deren halbe Seiten, so werden 
sich Lésungen der Form 


a eG y 
lm (<) un (F) SUE, (=) Un (3) 


ergeben und das Verfahren bleibt im tibrigen ungeandert. 

Ist eine Seite des Rechtecks eingespannt, die iibrigen frei, so 
wird man dementsprechend fiir die Richtung 2 der zwei freien 
Seiten diejenigen Funktionen, die einem an einem Ende einge- 
spannten, am andern freien Stabe entsprechen, einfiihren; fiir die 
zweite Richtung bleiben die w,, anwendbar. 

‘ntsprechendes gilt fiir die ringsum eingespannten Platten usw. 

Wie dieselbe Methode Gleichgewichtsprobleme zu behandeln 


9 
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gestattet, habe ich in der eingangs zitierten Arbeit gezeigt. Wird 
z. B. eine rechteckige Platte durch an den Rindern angreifende 
Krafte gebogen (Maxwell), so ist fiir die transversale Deformation 
w (xy) derselbe Ansatz (Entwickelungen nach u,,(x/a) un(y/6) 
zu machen, wie wir ihn in dieser Arbeit benutzt haben; die Koef- 
fizienten bestimmen sich daraus, dass die potentielle Energie (sie 
ist, bis auf einen Faktor, durch unser Integral J gegeben) plus dem 
die Arbeit der Krafte fiir ein kleines «w ausdriickenden Randinte- 
gral, nach Einfiihrung des Ansatzes, miglichst klein sein soll. Da 
das Randintegral «» nur linear enthiilt, ergeben sich diesmal lineare, 
nicht homogene Gleichungen fiir die Koeffizienten. Fiir eine qua- 
dratische Platte und geeignet symmetrische Krafte erhalt man 
wieder die Gleichungen (54) p. 292, wenn darin } =o gesetzt 
wird und die linken Seiten (Null) durch bestimmte Zahlwerte er- 
setzt werden. Die einmalige Aufstellung des Schemas (54) gentigt 
also, um eine ganze Reihe von Gleichgewichtsproblemen beziiglich 
quadratischer Platten einfach zu lisen. 

Es ist oben bemerkt worden, dass ein Polynom stets, bei jeder 
Begrenzung, als méglicher Ansatz fiir ~ in Betracht kommt, wobei 
nur fraglich bleibt, ob bei der verlangten Genauigkeit die Rechen- 
arbeit nicht zu gross wird. Da der Eigenwert des Fundamental- 
tones, hy, dem Minimum von J entspricht, so wird im ganzen bei 
jeder Approximation, wenn es sich um den Grundton handelt, 
das durch die Methode am genauesten gegebene Element sein. 
Zur Berechnung des Grundtones aus den Konstanten der Platte 
wird also sehr oft der Ansatz eines Polynoms mit wenigen Gliedern 
geniigen. So entspricht der Symmetrie des Grundtones beim 
Kreise der allgemeinste Ansatz 


(a) w=ary(at b(22?+ y?)+cxr2y?+d(rt+ y*) +...], 


wobei die x- und »-Achse die Knotenlinien der Klangfigur bilden. 
Tragt man dies in das tiber den Kreis vom Radius R = 1 erstreckte 
Integral J [ Gleichung (7) p. 273] ein, so ergibt unsere Methode 
ohne weiteres fiir 4) folgende sukzessive Approximationen : 


Wenn man Formel (~) mit dem ersten Glhied abbricht 
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Bei swe Gliedern (i) Wurzel einer Gleichung zweiten Grades 
Ao = 27,794, 
wahrend aus Kirchhoffs Rechnungen sich ergibt 


Ns Os 


Der Fehler der Tonhéhe, die Vo proportional ist, ist somit 
schon in zweiter Annaherung nur } Proz., also an der Grenze des 
Beobachtbaren. 

Ebenso elementare Rechnungen ergeben die Grundtine und 
selbst die ersten Oberténe des Dreiecks, Fiinfecks, Sechsecks usw., 
und tiberhaupt irgendwelcher durch gerade Linien und Kreis- 
bégen begrenzter Figuren. 


Gottingen, Januar 1909. 


XVIII. 


RECHERCHES CRITIQUES 


SUR 


L’ELECTRODYNAMIOUE GENERALE. 


Annales de Chimie et de Physique, 8° série, t. XIN, p. 145-275. 


INTRODUCTION. 


Les phénoménes électriques et électrodynamiques ont acquis 
dans le cours des derniéres années une importance de plus en plus 
grande; ils englobent l’Optique, les lois du rayonnement et les 
phénoménes moléculaires innombrables liés a la présence des 
centres chargés, ions et électrons; enfin, avec la notion de masse 
électromagnétique, c'est la Mécanique elle-méme qui semble devoir 
devenir un chapitre de l’Electrodynamique générale. Sous la forme 
que lui a donnée M. H.-A. Lorentz, la théorie de Maxwell devien- 
drait ainsi le pivot d’une conception nouvelle de la nature, ot les 
lois électrodynamiques, considérées comme primordiales, com- 
prendraient les lois du mouvement comme cas particuliers et 
joueraient dans les théories physiques le réle fondamental qui, 
jusqu'ici, revenait a la Mécanique. 

Dans ces conditions, il est évidemment désirable qu'une critique 
rigoureuse des bases de cette théorie leur donne le degré de clarté 
et de précision que la Mécanique elle-méme n’a, aprés beaucoup 
de controyerses, atteint qu’a une époque toute récente. Il convient 
de se demander quelles hypothéses sont nécessaires et peuvent se 
déduire de l’observation, quelles autres sont logiquement inutles 
ou peuvent étre élaguées sans que l’expérience cesse d’étre 
satisfaite ; enfin quelles sont celles qui, peut-étre, doivent étre 
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rejetées, question qui se pose surtout a propos du mouvement 
absolu. 

Dans la premiére Partie de ses Lecons surl’Electricité et ’ Op- 
tique ('), M. Poincaré a consacré a la critique des théories plus 
ou moins distinctes dues 4 Maxwell lui-méme et a Hertz des pages 
classiques ; je ne me suis donc attaché qu’a la forme qu’a prise la 
théorie entre les mains de M. Lorentz, forme qui présente des 
avantages bien connus. Quelques résultats peuvent d’ailleurs faci- 
lement s’élendre aux autres théories. Ici encore, je n’ai eu souvent 
qu’a rappeler ou a compléter les idées émises par M. Poincaré 
et surtout par M. Lorentz, a qui n’ont naturellement pas échappé 
les aspects divers sous lesquels peut étre présentée sa théorie. 

J’ai négligé en général les phénomeénes d’ordre moléculaire qui 
dépendent de la théorie corpusculaire de l’électricité : cette con- 
ception si féconde est évidemment indépendante, dans une large 
mesure, des idées qu’on peut se faire sur le mode d’action des 
charges électriques les unes sur les autres par l’intermédiaire de 
Péther, qui fait plus spécialement l’objet des équations électrody- 
namiques. 

Le résultat de ces recherches n’a pas été favorable 4ux théories 
actuelles. La discussion des difficultés qu’elles soulévent montre 
que celles-ci ont une commune origine intimement lige a la con- 
ception méme de l’éther, qui est & la base de toutes ces théories. 
On verra en particulier que : 

1° Au point de vue strictement logique, les forces électrique et 
magnétique, qui, en apparence, jouent dans la théorie un réle si 
fondamental, sont des notions qu’on peut entiérement en éliminer; 
elle ne contient en réalité que des relations d’espace et de temps : 
on revient ainsi aux anciennes actions élémentaires, avec cette 
seule différence qu’elles ne sont plus instantanées, 

2° La théorie admet une infinité de solutions satisfaisant a toutes 
les conditions, mais incompatibles avec lexpérience, et conduisant, 
par exemple, ades perpetuum mobile. Pour écarter ces solu- 
tions, il faut admettre par hypothése les formules des potentiels 
retardés, Ces formules introduisent Virréversibilité dans l’Electro- 


(*) H. Potnearn, Electricité et Optique : La Lumiére et les Théories electro- 
dynamiques; 2° édition, Paris, Igor, 
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dynamique, alors que les équations générales admettent la réver- 
sibilité. Je montre que, contrairement aux idées recues, elles ne 
peuvent se déduire d’une spécialisation convenable de |’état initial. 
Elles constituent une hypothése nouvelle, et qui rend inutiles les 
équations aux dérivées partielles; pour exprimer clairement cette 
hypothése, il est nécessaire de distinguer les actions élémentaires, 
c’est-a-dire de renoncer a lidée fondamentale de Maxwell qui les 
rejetait. 

3° La notion de localisation de |’énergie dans l'éther est indéter- 
minée et comporte plusieurs solutions simples. 

4° Liimpossibilité, remarquée par Maxwell, de ramener aux 
mémes notions la gravitation, dont l’énergie négative correspon- 
drait 4 un milieu instable, montre que ces notions ne sont pas 
d’une application générale aux forces de la nature. 

9° L’action et la réaction ne sont pas égales, et cette inégalité, 
dans la mesure ot elle provient de l’introduction des vitesses abso- 
lues, est contraire a l’expérience. 

6° Les expériences de M. Kaufmann sur la déviabilité électrique 
et magnétique des rayons % du radium ne démontrent pas que la 
masse des électrons soit tout entiére d'origine électromagnétique 
et dépende de leur vitesse absolue, parce que, d’une part, rien 
n'oblige a admettre, comme le veut la théorie de Lorentz, que les 
forces soient fonctions linéaires de la vitesse (cela pourrait n’étre 
vrai que pour les petites vitesses), et que, d’autre part, une expé- 
rience de MM. Trouton et Noble montre que l’expression de la 
quantité de mouvement électromagnétique en fonction de la 
vitesse, de laquelle M. Abraham a déduit celle de la masse élec- 
trodynamique, est certainement inexacte. 

5° La théorie de Maxwell et de Lorentz part d'un systéme de 
coordonnées absolues, c’est-’-dire indépendant des mouvements de 
la matiére; pour étre en accord avec l’expérience, qui a toujours, 
en Optique et Electrodynamique comme en Mécanique, confirmé 
le principe de la relativité des mouvements, on est obligé ensuite 
d’éliminer ce systéme absoiu par des hypothéses peu vraisemblables, 
supprimant la notion de corps solide, et celle d@invariabilité des 
masses pondérables; il faut, de plus, changer les principes de la 
Cinématique, considérer la régle du parallélogramme des vitesses 


comme une premiére approximation, valable aux faibles vitesses, 
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et faire du temps et de la simultanéité des notions toutes relatives. 

Il serait regrettable, pour l’économie de notre pensée, quil 
falltit admettre de telles complications. Je crois qu’au leu de tou- 
cher a la Cinématique, c’est l’hypothese de léther, et, avec elle, 
la représentation des phénoménes par des équations aux dérivées 
partielles, qu’il faut abandonner. La nécessité d’expliquer que les 
corps ne rencontrent aucune résistance de Ja part de éther qu’'tls 
traversent et ne modifient pas son état, bien d'autres considéra- 
tions encore, ont d’ailleurs amené 4 faire de |’éther mécanique de 
Fresnel un simple espace physique, absolument compénétrable a 
la matiére, un systéme de coordonnées absolu,; iln’est plus qu’une 
abstraction mathématique, et sa suppression ne serait que la der- 
niére phase d’une longue évolution. 

Cette conclusion, comme je le montrerai, n’entraine nullement 
le retour aux actions a distance. Cependant elle heurte de front 
bien des idées recues, et je suis le premier a reconnaitre qu'une 
hypothése qui a rendu de grands services a la Science ne peut pas 
étre condamnée par le seul motif qu’elle souléve, a Vheure quil 
est, des difficultés, paraissant inextricables. On pourra toujours 
espérer de l’avenir la solution de ces difficultés, ou penser qu’elles 
sont inhérentes aux choses, et indépendantes de l'image que nous 
nous en faisons. [| n’en est, heureusement, pas ainsi: c’est ce que 
jai cherché a démontrer dans la seconde Partie de ce travail, mais 
la théorie que je présenterai n’a nullement la prétention d’étre une 
solution satisfaisante et définitive d'un probléme si difficile. Son 
but est en premiére ligne de faire voir combien est large la part 
d’inconnu qui, malgré les progrés récents, subsiste dans ce domaine, 
et dans quelle mesure, bien plus faible qu’on ne serait tenté de le 
croire, l’expérience peut étre considérée comme une confirmation 
de la théorie de Maxwell et Lorentz, méme lorsqu’on adopte, 
comme je le ferai, les idées si remarquables de ce dernier savant 
sur la constitution atomique de lélectricité, la nature du courant 
de conduction et des diélectriques, en un mot, la théorie des 
électrons. Ces recherches montreront, de plus, qu’il n’est pas 
nécessaire d’introduire des mouvements absolus, et de bouleverser 
la Cinématique et la notion de temps : les vitesses relatives seules 
y interviendront. Il n’y sera pas fait usage de notions sujettes a 


criuque telles que la polarisation, le vecteur électrique, la force 


eS a“ 
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magnétique, etc., mais seulement des notions de temps, d’espace 
et de charges électriques, ces derniéres ne jouant, comme les 
masses en Mécanique, que le rdle de coefficients convenablement 
choisis et invariables pour un ion ou un électron déterminé. En 
un certain sens, c’est donc la une théorie mécanique de l’électri- 
cité. Mais je n’ai pas cru devoir faire intervenir ces mécanismes 
latents, plus ou moins compliqués, qui jouent dans la théorie de 
Maxwell un réle si important. Ces hypothéses sont inutiles, et, il 
faut le dire, bien peu satisfaisantes. LI suffit, en effet, de rappeler 
que les corps pondérables doivent passer a travers ces mécanismes 
compliqués sans les déranger, et sans éprouyer d’action sensible, 
méme quand leur vitesse atteint celle des corps célestes : limpé- 
nétrabilité, en particulier, n’existe done pas pour ces théories 
mécaniques, et cest la un point qui n’est pas toujours suffisam- 
ment mis en évidence. L’expérience a montré que les actions ne 
sont pas instantanées; elle n’a pas révélé trace d’un corps qut 
subsisterait dans les espaces matériellement vides. J’ai done cru 
pouvoir me borner a donner de la loi de propagation de ces actions 
une interprétation cinématique trés simple empruntée a la théorie 
émanative de la lumiére, ct satisfaisant au principe de la relativité 
du mouvement : des particules fictives sont émises constamment 
dans tous les sens par les charges électriques; elles continuent 
indéfiniment 4 se mouyoir en ligne droite et avec une vitesse cons- 
tante, méme a trayers les corps matériels. L’action subie par une 
charge dépend uniquement de la disposition, vitesse, etc., de ces 
particules dans l’entourage immédiat de la charge. Les particules 
sont done simplement la représentation concrete des données ciné- 
matiques et géométriques. Ces hypotheses suffisent pour le but 
purement critique que je me suis proposé ici. Elles permettent 
d’étudier en détail Ja loi de action élémentaire entre électrons en 
mouvement, et font voir en particulier que cette loi, presque 
entiérement inconnue aux grandes vitesses, comporte, méme aux 
petites vitesses, un paramétre indéterminé K, qui n’est pas sans 
analogie avec celui qu’Helmholtz a introduit dans sa théorie. 

Je tiens toutefois a préciser la portée toute provisoire de ces 
hypothéses. En effet, lorsque les particules (ou, si l’on veut, les 
actions ou énergies) émises par un corps électrisé atteignent une 
autre charge électrique et en modifient le mouvement, le principe 
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d’action et de réaction exige qu’elles subissent de leur cété une 
déviation ou un changement, et il est fort remarquable que Pex- 
périence de Fizeau sur l’entrainement des ondes, de méme que 
certains autres faits d’Optique, ne sont pas compatibles avec Vhy- 
pothése admise ici, et exigent une telle réaction. C’est le contraire 
qui arrive dans l’hypothese de l’éther, ainsi que l’a mis en évidence 
M. Poincaré : la théorie de Hertz, qui satisfait au principe d’action 
et de réaction, est incompatible avec l’expérience de Fizeau; celle 
de Lorentz, qui n’y satisfait pas, explique parfaitement Vexpé- 
rience. Mais M. Poincaré a montré qu’en attribuant a Pénergie 
rayonnante une quantité de mouvement, tout s’arrange; or celte 
hypothése est naturelle, si cette énergie est projetée, et non pro- 
pagée, et c’est précisément ce qui permet de sauvegarder le prin- 
cipe dans Ja nouvelle image que je propose. On peut méme 
entrevoir la possibilité d’obtenir, par ces principes, les termes 
électrodynamiques dépendant de la vitesse et de Vaccélération, par 
la seule considération de la propagation, probleme que Gauss a 
posé dans sa célébre lettre & W. Weber, et que la théorie de 
Maxwell n’a pas résolu, puisqu’elle introduit pour ces termes une 
quantité spéciale, le potentiel vecteur. 

Je reviendrai ailleurs sur ces questions : les remarques qui pré- 
cédent suffisent a expliquer pourquoi je n’ai pas fait rentrer ?Op- 
tique dans le cadre de cette étude critique. 

Sous bien des rapports, la théorie nouvelle raménera done le 
lecteur a des idées classiques destinées, semblait-il, 4 Poubli défi- 
nitif. L’interprétation de certaines expériences en sera nécessaire- 
ment modifiée. En particulier, une partie ou la totalité de la masse 
pourra bien étre d’origine électromagnétique, mais elle sera con- 
slante et ne saurait dépendre d’une vitesse absolue. Ce sont les 
forces, et non la masse, qui varient : les expériences de M. Kauf- 
mann admettent également cette nouvelle maniére de voir. 

Les nouvelles formules sont applicables a la gravitation; elles 
permettent de supprimer, au moins en grande partie, la cdiver- 
gence la plus sensible qui subsiste a !’heure qu'il est entre le calcul 
et 'expérience : le mouvement du périhélie de Mercure. 

La théorie des électrons a constitué un premier retour partiel des 
idées de Maxwell a d’autres plus anciennes, et pour ceux-la méme 


qui considérent comme indispensable une nouvelle évolution dans 
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le méme sens, les hypotheses si fécondes introduites par M. Lorentz 
conseryent toute leur importance, et la forme mathématique qu'il 
leura donnée continuera dans bien des cas a étre la plus élégante 
et la plus pratuque. 


PREMIERE PARTIE. 


§ 1. — RaAppeL DE LA THEORIE DE Lorentz ('). 


On sait que Maxwell n’avait pas fait d’hypothéses sur la nature 
du courant électrique. M. Lorentz admet que tout courant de con- 
duction résulte du mouvement de particules électriques, soumises 
a une sorte de frottement dans les conducteurs, a des forces élas- 
tiques dans les diélectriques; et de nombreux faits sont, dans ces 
dernieres années, yenus confirmer cette hypothése. Cette concep- 
tion a permis 4 M. Lorentz de ne considérer, dans ses équations 
fondamentales, que le seul diélectrique éther. Renoncant a une 
explication purement mécanique eta limpénétrabilité de la matiére, 
M. Lorentz considére |’éther comme immobile, et présent méme a 
Vintérieur des ions et électrons. Ces derniers le modifient physi- 
quement, et cette modification, quil est difficile, 4 vrai dire, de se 
représenter sous une forme concréte, est caractérisée par deux 
vecteurs : le vecteur électrique ou déplacement diélectrique E, 
dont les composantes sont E,, E,, Ez, et le vecteur magnétique 
H (Hz, H,, H.). Les charges électriques sont fixées aux ions con- 
sidérés comme indéformables. Soient o la densité électrique, mesu- 
rée en uniltés électrostatiques, au point vyz, alinstant ¢, le systeme 
de coordonnées étant lié a l’éther immobile, et ¢ la vitesse de la 
matiére électrique en (x, )’, 3, ¢), ¢ la vitesse de la lumiére; ona, 
entre ces grandeurs, le systeme d’équations 


; ; : 
er ee —- = = 4 TO — 
oy OZ 7S aaa een 

(1) ) OH, 2 OH, _ 1 a) een 
Oz bi = Gls ig cee 
oH, oH, ae! OK, Peer: 

CT oy Gri eo oe 


(') H.-A. Lorentz, Archives néerl., t. XXV, 1892; Versuch einer Theorie der 
elektrischen und optischen Erscheinungen in bewegten Korpern, Leiden, 1895; 
Elektronentheorie : Enzsyklopddie der math. Wissenschaften, Bd. V, Heft r, 
Leipzig, 1904. — PorIncaRE, Electricité et Optique, Chap. III, p. 422. 
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(IV) CB a, 


(Vv) 


do 0 . 7) wd a 
Bo ope ap y) < (p%2) =< 


Le champ ainsi créé dans l’éther par les autres charges présentes 
exerce sur |’élément de charge ¢ dz \a force me a représentée 
en grandeur et en direction par le vecteur Fo dz, 


\ eens a ay 
(VI) ‘ Fy = Ey + = (0sH2— e2 Hs), 
| F,=E,+ * (0 Hy— eyHe ). 


Dans cette théorie, il n’y a pas de magnélisme : Vaimantation 
provient des courants par rticulaires d’Ampére. 

Moyennant certaines hypotheses sur lesquelles nous aurons a 
revenir, ce systeme d’équations s'intégre par lintroduction des 
potentiels retardés. On démontre, en effet, que toute solution 
du systeme (1) a (V), ot l’on suppose 8, 2, Py, Fz donnés, peut se 
mettre sous la forme 


P Op TON 
| Et or ae 
(VII) E _ o® 1 OA, 
TS Ayre = OOF 
E;= ’ 
| Iii, 
We Oe 
oy 5 
(VII) I, = GAz __ OAs, 
: 3 Ox 
Ht ea eee 
Ox oy 
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les fonctions ® (potentiel scalaire) et Az, A,, Az (composantes 
du potentiel vecteur) étant continues avec leurs dérivées pre- 

? 
miéres dans tout espace, nulles AVinfini, et satisfaisantaux équa- 
tions 


02 


; a 
(IX) = op AP = 4), 
1 Ay 4TO Vx 
Ce Ot? a C 4 
(X) a OA, casa ATO, 
c? ot? J Cc 
et 
OA» OA, OA, Lt o® 
XI = abet Cy spat J pa ooh a 
Cam Ox oy + 0% Clot 


M. Lorentz satisfait 4 ces conditions en posant 


(XI) P(x, y, 2, y=f f fa 
l 72 =(x—2')+(y— y')?+ (2 — 2')2, 
ant f f eben 


Ces expressions ont la forme de potentiels newtoniens, avec 
cette différence qu’au lieu de prendre la valeur dep au point z/y’s' 


_ > ‘ A : et r 

a Vinstant ¢,il faut la prendre a l’instant antérieur ¢/= ¢— a le 
Tae ; Ae 

temps - étant nécessaire a la propagation; c’est ce qu’avec M. Lo- 
c 


rentz nous indiquerons par la notation 


Le champ est ainsi complétement déterminé, et, en introduisant 


les expressions (XII) et (XIII) et dans les formules (VII), (VIII) 
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t (VI), on obtient pour Bi, 


(XIV) Fy =ff fe} ee ete ee 
; . 


2-6 [pk] ~ oy 2 [av] ee & Deval 

Gee Ip) ee a ee 

ee O [poh] vy 0 [pee] v2 0 [peal], 
ox Tr C2 0) aT c? 02 ress 


et des expressions analogues pour F’,, Fz. En introduisant la déri- 
vée totale 


d 0 5 i) 0 ay tf) 
eA ees "SOF at ee ee 
de idie uns toy eee 
el posant 
(XV) L(x, y, 3, t, Px. Py, 93) 


= ff fel eeteel tele OPED, 


M. Schwarzschild (') a trouvé pour F, la forme remarquable 


BRS oL d ob Pa 
(XVI) te peta PT Te [Bc 3 5 


C’est la forme des équations de Lagrange. Les expressions (XIV ) 
et (XVI) donnent la force subie par un point électrique de 
charge égale a Uunité, exprimée au moyen dactions élémen- 
taires ieeees a celles que l’on considérait dans lancienne Elec- 
trodynamique, a la notion de transmission non instantanée pres, 
qu’on retrouve d’ailleurs chez Gauss et C. Neumann. Une charge 


e', sensiblement ponctuelle, exerce, sous des conditions trés géné- 
rales, sur une autre charge analogue ec, une force 


ee. es On Ath ad ok x 
\ Ox dt ov, 

(XVII) On pelonge ay 
OF dt ov, 


(1) Géttinger Nachr., Math.-Phys. Klasse, 1903, p. 126. 
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Cette expression se réduit, en premiére approximation, a la loi du 
carré des distances; on peut donc la nommer lot de Newton géné- 
ralisée. Son expression explicite sera donnée plus loin. 

Dans ces formules, la notion de champ n/intervient pas. I] est 
trés remarquable que Clausius, cherchant, comme Weber, a rendre 
compte des actions électrodynamiques au moyen d’actions a dis- 
tance dépendant des positions, vitesses et accélérations des points 
électriques, a été conduit aux mémes formules (XV )et (XVI), avec 
cette seule différence que les actions sont instantanées, en sorte 


/ 


quwil faut prendre les valeurs de ¢’ et 9’ a l’instant ¢, et non a 
Pinstant ¢ — “. 

Ce résultat tres remarquable, dd a M. Schwarzschild, montre 
que la théorie de Lorentz se rapproche beaucoup plus qu’on ne 
pourrait le croire au premier abord des théories anciennes. 

La premiére forme donnée par M. Lorentz a sa théorie était 
moins abstraite, en ce sens que, suivant la voie tracée par Max- 
well, il partait des équations de Lagrange en y introduisant des 
variables de deux espéces, déterminant, les unes les positions des 
particules électrisées, les autres l'état de l’éther; on attribue a ce 
dernier une énergie cinématique, sans préciser ses mouvements 
internes; il suffit que ceux-ci existent. Le principe d’Hamilton 
permet également, en astreignant les variations a certaines condi- 
tions, d’obtenir les équations fondamentales (1) a (VI) en consi- 


dérant l’énergie électrique 


comme énergie potentielle, et Vénergre magnétique 


= (H3 + H2 + H2) de 
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comme énergie cinétique (+). Cette déduction est assez compliquée 
et peut étre faite sous des formes diverses (?). 

Ces deux aspects de la théorie de Lorentz sont nettement dis- 
tincts. Le second se rapproche de la théorie de Larmor (*), qui, 
tout en conduisant aux mémes formules, fait sur les mouvements 
de Péther dans un champ électromagnétique des hypothéses pré- 
cises, empruntées aux conceptions de Lord Kelyin sur l’éther 
eyrostatique. L’éther est incompressible et se meut dans la direc- 
uon des lignes de force magnétiques. 

On sait que Maxwell et Hertz expliquent les forces mécaniques 
qu’éprouve la matiére dans un champ électromagnétique par des 
pressions que l’éther est supposé exercer sur la matiére, et inyer- 
sement: action de l'un est égale et opposée a la réaction de l’autre 
en tout point. Ces pressions tendent, comme Helmholtz l’a mon- 
tré ('), a mettre l’éther (supposé incompressible) en mouvement; 
elles sont, par unité de volume, proportionnelles 4 la dérivée par 
rapport au temps du vecteur radiant S de Poynting : 


Soa (Hy A = By. 


4c 
(XVITT) { Sy= ——(E:H2— E,H:), 
= CTE 
I ~ 
Dz = ine ( ie H,— E,H,). 


M. Lorentz considére Véther comme immobile; il est done 
amené a abandonner cette théorie des pressions de Maxwell, et, par 
la, Pégalité de action et de la réaction, la force non compensée 
étant caractérisée par le yecteur. = (ey 

Remarquons, en terminant ce rapide exposé, que, si l’on admet 
pour l’éther des mouvements inconnus, la solution des équations 
nest déterminée qu’a des quantités prés de l’ordre de la vitesse de 
Véther divisée par celle de la lumiére. 


(") Lorentz, Proc. Amsterdam Acad., 1903, p. 608; Elektronentheorie, p. 165 
et 170. 


(*) Larmor, Aether and Matter, Cambridge, 1903, Chap. IV. — ScuwarzscuiLp, 
Gottinger Nachr., 1903, p. 125. 

(*). armor, Proc. Roy. Soc., t. LIV, 1893, p. 438; Aether and Matter. 

(4) Gesammelte Abhandlungen, te LIES peepeue 


(*) Potnoarn, Blectricité et Optique, p. 44s. 
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§ 2. — CriTiQuE DES NOTIONS DE CHAMP ELECTRIQUE 
ET DE CHAMP MAGNETIQUE. 


On sait que Vintroduction de la notion de force dans les bases 
mémes de la Mécanique a fait l'objet de nombreuses critiques. 
Cette notion fait appel au sens musculaire, alors que les idées d’es- 
pace et de temps sont d’origine surtout tactile et visuelle: et la 
dualité psychologique irréductible introduite par la ala base méme 
de cette Science fondamentale laisse dans Vesprit un certain 
malaise, d’autant plus justifié qu’en fait il semble bien que la 
notion s’élimine dans chaque cas particulier, Soit qu’on mesure 
les forces par des masses et des accélérations, ou par des défor- 
mations élastiques, soit qu’on oppose leurs effets a ceux de la gra- 
vitation, etc., ce que nous observons et mesurons réellement c’est 
toujours un déplacement, ou l’absence d’un déplacement : encore, 
dans ce dernier cas, n’arriverons-nous qu’a définir la différence de 
deux forces. Dans les équations de la Mécanique appliquées a un 
exemple particulier quelconque, il ne reste jamais que des rela- 
tons d’espace et de temps, avec certains coelficients convenable- 
ment choisis et invariables qui sont les masses ou d’autres 
constantes physiques. Au point de vue purement logique, c’est 
donc avec raison que de nombreux savants ont rejeté introduction 
de la notion de force dans les énoncés fondamentaux comme 
inutile. 

L’Electrodynamique moderne est tout entiére basée sur les 
notions de force électrique et de force magnétique. Sil y avait a 
cela une nécessité absolue, il faudrait le regretter. Mais il n’en est 
pas ainsi: ces notions s éliminent des équations, elles sont logi- 
quement inutiles; la théorie n’énonce, en derniére analyse, que 
Vexistence de certaines relations de temps et d’espace, comme 
eest le cas pour la Mécanique. II sera done préférable, au point de 
vue logique, d’exprimer directement ces relations : on reevent 
ainst aux actions élémentatres classiques. 

En effet, quelle est exactement la définition des vecteurs ou 
champs E et H? Je dis que ces vecteurs sont définis par la théorie 
elle-méme. En effet, sans connaitre la signification de ces sym- 
boles, on peut tout d’abord, moyennant certaines hypothéses que 
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nous examinerons au paragraphe suivant, intégrer les équations 
fondamentales par la méthode des potentiels retardés, et l’on sera 
conduit aux expressions (XIV) ou (XVI); les équations du mou- 
vement d’un point matériel de charge e, de masse m et de coor- 
données #,, ¥;, 3; serout 


= €F y(%1, Vis 313 Pry Py Pa15 2)) 


(1) 


Si on veut tenir compte de l’action de l’électron sur lui-méme, 
ou de liaisons, c’est le principe de d’Alembert qui doit étre appli- 
qué, et on a, en étendant l’intégration a tout l’électron, et dési- 
enant par 62,, Ov, 05, des déplacements virtuels compatibles avec 
les liaisons, par u,, 0, les densités de la matiére et de lélectricité, 


3) fae} on St = 01 Fela al O24 
— E oe — F,| Ov4 
+ [us Ft — ake] ae (=o. 
Aprés avoir remplacé F,, ... par leurs valeurs (XtV ) ou (XVI) 


(les termes relatifs a l’électron lui-méme y joueront un réle 
spécial), on n’aura plus, dans (1) et (2), que des relations d’espace 
et de temps, méme lorsque .= 0, c’est-a-dire lorsque la masse est 
lout entiére d’origine électromagnétique. 

Or, je dis que les équations de Lorentz n’expriment effective- 
ment rien de plus que (1) et (2), c’est-a-dire que le champ dans 
Véther pur ne joue jamais de réle. En effet, on n’obtient ce champ 
en grandeur et en direction qu’en y placant un corps, et en obser- 
vant les forces mécaniques qu’il éprouve ou plutét ses mouvements 
et ceux des ions dont il est le siége, mouvements qui sont indi- 
qués par des phénoménes lumineux, thermiques, chimiques, etc. 
On ne connait done directement que F, et cela seu/ement en des 
points tels que x,, v,, 34, ov tly a de la matiére électrisée, et 
on en déduit E, H par raisonnement (ce qui n’est pas toujours 
trés simple lorsqu’il faut avoir égard au mouvement absolu). Crest 


dire qu il suffira toujours et dans tous les cas de connaitre la for- 
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mule donnant F comme somme d’actions élémentaires exercées par 
un élément de charge sur un autre élément de charge, et que cette 
seconde représentation est, au point de vue des faits, exactement 
équivalente ala premiére qui part du champ, et les équations aux 
dérivées partielles; celles-ci ne jouent qu’un role intermédiaire 
purement mathématique; on peut, sil’on veut, se passer com- 
pléetement des notions de champ électrique et magnétique. 

Il importe de bien préciser le sens de cette affirmation. Dans la 
théorie de la lumiére, par exemple, tout peut, dans la théorie de 
Lorentz ainsi présentée, se ramener a des actions élémentaires 
entre les ions de la source lumineuse, ceux des diélectriques ou 
conducteurs qui consutuent l'appareil optique, enfin ceux de la 
rétine ou de la plaque sensible qui recoit Vimpression. Ainsi l’on 
est habitué, par exemple, a rendre compte des phénoménes de 
diffraction qu'on observe dans le cas d’une fente pratiquée dans un 
écran en considérant avec Fresnel les points de l’éther situés dans 
la fente comme autant de centres d’ébranlement. Cela n’est pas 
conforme a la formule des potentiels retardés : les charges élec- 
triques seules sont des points de départ d’ondes. La théorie de 
Lorentz, ou la loi des actions élémentaires, les expliquera par 
Paction combinée des ions de la source et de ceux de |’écran; il est 
d’ailleurs facile de montrer par le principe de Huygens, sous la 
forme que luia donnée Kirchhoff, ’équivalence des deux procédés 
au point de vue des résultats. 

I] ne serait plus permis de dire que le champ est un intermé- 
diaire purement mathématique dont on peut se passer, sil nous 
était possible de percevotr sonexistence en un point de l’éther 
sans placer en ce point aucune matiére. C’est ce qui arriverait, 
par exemple, si |’éther était, sous l’action du champ, susceptble 
de se modifier ou de se mouvoir plus ou moins, comme le veut la 
théorie de Hertz, et comme l’exige Lord Kelvin ('). Des expé- 
riences interférentielles auraient pu mettre cette vitesse enévidence. 
Ces idées étaient trés généralement répandues; mais on sait que 


(!) Lord Ketyin, Baltimore Lectures on molecular dynamics and the wave- 
theory of light, London, 1904, p. 159: «It is absolutely certain that there is a 
definite dynamical theory for waves of light, to be enriched, not abolished, by 
electromagnetic theory. » 
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Vexpérience, interrogée a bien des reprises ('), n’a donné que des 
résultats négatifs, comme d’ailleurs toutes les expériences desti- 
nées a mettre l’éther en évidence. L’hypothése de ces mouvements 
n’a, d’autre part, conduit a aucune explication mécanique plau- 
sible des actions électriques dans leur ensemble. M. |orentz a été 
ainsi amené a en faire abstraction dans les exposés plus récents de 
sa théorie; et c’est ce qui entraine |’affirmation qu’on peut élimi- 
ner la notion de force et de champ de cette théorie Sans toucher a 
aucun fait d’expérience réel ou possible suivant elle. 

M. Lorentz avait déja indiqué (*) ce point de yue: « On voit 
donc que, dans la nouvelle forme que je vais lui donner, la théorie 
de Maxwell se rapproche des anciennes idées. On peut méme, 
aprés avoir établi les formules assez simples qui régissent les mou- 
vements des particules, faire abstraction du raisonnement qui y a 
conduit et regarder ces formules comme exprimant une loi fonda- 
mentale, comparable a celles de Weber et de Clausius.» Les 
actions, toutefois, ne sont plus instantanées; et nous ayons vu qu’a 
cette importante restriction prés, ily a méme identité avec la loi 
de Clausius. 

On voit facilement que la notion de champ introduit celle de 
mouvement absolu, dés que les vitesses interviennent soit dans 
lexpression du champ, soit dans celle de son action sur les corps. 
Il n’en est plus de méme s’il ne dépend que des coordonnées et 
des accélérations. 


§ 3. — LimrEVERSIBILITE ET LES POTENTIELS RETARDES. 


Je me propose maintenant d’examiner de plus prés les hypo- 
théses qui conduisent des équations aux dérivées (IX) et {X) aux 
formules (XII) et (XHI) les potentiels retardés, et de montrer que 
le passage des secondes aux premieres est immédiat, mais que la 
proposition inverse est bien loin d’étre vraie. 

{l faut remarquer d’abord Vimportance fondamentale de ées for- 


mules. Par opposition aux ‘phénoménes mécaniques, les phéno- 


(‘) Voir en particulier O. Lop@r, Phil. Trans., t. CLXXXIYV, 1893; HENDER- 
son and Henry, Phyl. Mag., 5* série, t. XLIV, 1897, Pp. 20. 


(*) Arch. néer., t. XXV, 1892, p. 433. 
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ménes électromagnétiques sont en général irréversibles a cause de 
la radiation; on peut méme, pour ce motif, espérer obtenir par 
leur moyen une interprétation plus complete des phénoménes phy- 
siques irréversibles. Mais les équations de Lorentz ne changent 
pas quand on y change le signe du temps; elles contiennent l’affir- 
mation de la réversibilité, tandis que, dans les potentiels retardés 
et les actions élémentaires, les directions positive et négative du 
temps jouent des roles tout différents, On y a introduit, comme 
dans les cycles irréversibles de Helmholtz, une yitesse dont il est 
par hypothése impossible de changer le sens : la vitesse avec 
laquelle les ondes s’élotgnent constamment des corps qui les ont 
émises; c’est de la que découle Virréversibilité électromagnétique. 
L’hypothése supplémentaire qui y conduit doit donc étre examinée 
avec soin. 

Soient f(a, v,3,7¢) une fonction continue, proportionnelle a la 
densité électrique 9 (2, ¥,5,¢) et 9 une autre fonction jouissant 
dans tout l’espace et a V’infini des propriétés de continuité des 
potentiels et satisfaisant partout a ’équation 


(33) Lass ert Ve 
Il est facile de vérifier que Pintégrale 


de! f (0', Vv, 3,t— “| 

(4) TON CRRA RG a Nene ee eae 
e 

est une solution de (3). En effet, isolons un trés petit volume 7 

autour du point ys; on pourra différentier sous le signe somme 

Vintégrale relative aureste de l’espace pour laquelle xyz est un 


2 
— A, on trouve 


5 a te P : ’ , p ees: 
point extérieur; en y appliquant l’opération arr 


A enae Pes 4 0? ; 
zéro. A Vintérieur de t, lopération a s’effectue encore sous le 
signe somme, et donne un résultat tendant vers zéro avec 79. Pour 


effectuer l’opération A, posons, r étant trés petit dans To, 


r f p= ti La 
de’ f(a, y's st | at | LE y' eb) (2) 5 
= at See ayy 
COT) Z ; “ 
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L’opération — A, appliquée au premier terme, donne 
Atif (2.7, 5, ¢) 


d’aprés le théoréme de Poisson; pour le second terme, le dénomi- 
nateur 7 manquant, le résultat tend vers zéro avec 79; On a donc 
bien l’équation (3). Je n’insiste pas sur les conditions de continuité 
sans importance qu’il faut admettre pour les dérivées def. 

On démontrerait de méme que 


! / t ys ip 
de! f(a',y', at+ 2) 


on : ? 

ae 7 

: al (pay, tT) +s (ao 1-7) 
OL ae ‘i 

2 ie 


et. plus généralement, 
p $ 


dz ; — r M ; tout NS 
= fle (esr. ee— 24m x2 e+ 7) | 


\ 
x \ / 


sont encore des solutions de (3), pourvu que les fonctions arbi- 
traires F,, Fy satisfassent a la relation 


Hi(@ de Sat ae Bina yan t (are pee 


La solution 9, correspond a des ondes qui s’éloignent en tous 
sens de la charge électrique qui leur a donné naissance; ¢2, a des 
ondes qui, venant de l’infini, convergent vers ces mémes points; 
au contraire de ¢, quine dépend que des états antérieurs, oy ne 
dépend que d’états postérieurs. La solution 3 contient les deux 
especes d’ondes; enfin 9, correspond a des ondes dont les centres 
Wébranlement peuvent étre situés dans léther pur, ot f=o. 
L’expérience montre, et M. Lorentz admet, que les ondes 9, peuvent 
exister, et ’on verra d’ailleurs (§ 4) que l’hypothése contraire entrai- 
nerait des conséquences inadmissibles, telles que la possibilité d’un 
perpetuum mobile. On en conclure d’abord que les équations 
de Lorentz (et le résultat s’étend a celles de Maxwell et de Hertz) 
admettent une infinité de solutions satisfaisant a toutes les 
conditions, mats tncompatibles avec l’expérience. 

On trouve effectivement de telles solutions, et l’on estamenéa les 


écarter @ priort, chaque fois que l’on calcule par exemple les oscil- 


a 


lations électriques d’un systéme (sphére conductrice, excitateur de 
Hertz, électron oscillant, etc. ). 
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Examinons les hypothéses par lesquelles on croit pouvoir élimi- 
ner ces solutions. On démontre qu’on a identiquement pour toute 
solution de (3) a Vintérieur d’une surface fermée S 


Oye ce, 5 ssc) 
l \ 


hte) se} 
er on Ot ‘ 


: O- 
v8 2 Se : o> On r | on 


ou l’on a posé comme plus haut 


Ph I t Ue 
eae af (aya pi ). 
Cc) 
Supposons qu’a un instant quelconque t= 0 sttué dans le passé 


lon ait eu partout, ou du moins a de grandes distances, 9 = 0, 
s —=0; on pourra, pour toute valeur positive de ¢ et en tout 
point 2yz, choisir pour S une sphére de centre xys et de rayon 
R>ct suffisamment grand pour que tous les termes de lin- 
tégrale de surface soient nuls : il restera bien la formule (4). 
Ce raisonnement appelle les remarques suivantes : 

1° Les quanutés qui interviennent dans la théorie électroma- 
enélique du mouvement uniforme de translation ou de rotation ne 
satisfont jamais a la condition relative a /=o0; cette théorie reste 
done exclue. Plus généralement, les auteurs qui se sont servis de ce 
raisonnement ne se sont guere, la formule une fois établie, préoccu- 
pés de vérifier, dans les questions qu’ils ont traitées, si cette con- 
dition est bien remplie. Elle ne l’est dans presque aucun cas. Or 
ona yu que la formule doit étre absolument générale. 

2° S'iln’y a pour £=o qu'un champ tres faible a grande dis- 
tance, ce champ, si c'est celui d’une onde convergente, pourra 
acquérir quelques instants plus tard une trés grande intensité en 
un point donné de l’espace; il ne suffit donc pas de supposer le 
champ faible pour l’instant ¢ =o dans tout l’espace (ou, du moins, 
a de grandes distances); il faut qu’il soit rigoureusement nul (ce 
qui est une hypothése d’un caractere inadmissible en Physique) 
ou qu’on ailau préalable exclu les ondes convergentes, ce qui serait 
une pétition de principe. Dans le cas du son (et cette analogie peut 
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tromper facilement) le frottement détruit toute onde apres peu 
d’instants, et le raisonnement est pratiquement applicable ; il n’en 
est pas, ainsi de l’éther, et on devrait s’attendre, a priori, ay trou- 
ver un état de choses analogue a celui qu’on observe au bord d’une 
erande nappe d’eau ot, a cété des vagues divergentes produites par 
les corps solides du rivage, il en est d’autres qui viennent constam- 
ment du large et ne sont produites par aucun corps solide. Si donc 
la formule (4) n’est pas rigoureuse, il faudra s’attendre a chaque 
instant ala création subite d’un champ intense, sorte de vague 
électromagnétique venant de Vinfini ou qui diverge d’une région de 
l’éther vers laquelle elle a d’abord convergé. 

3° Le seul rayonnement solaire et stellaire, qui crée dans tout 
Vunivers sidéral depuis un temps extrémement long un champ 
électromagnétique oscillant, obligerait a reculer Pinstant =o au 
dela de toutes les limites du connaissable. Une hypothése si fon- 
damentale ne doit pas présenter ce caractére inadmissible. 

4° Examinons ce quia dd se passer avant l’instant ¢=o. On 
démontrera, en changeant ¢ en — c, la formule analogue 


O(2, V, 2, t) 
am t 
a 
Ce i Pelion 1 /do’\ 1 or 
Ree ee | dS ee ee 
Corrs i Paw =| (?) or ie (=) aac ( OL ATR OT. 
[=s(e.rseer2)} 
Le méme raisonnement donnera 


© = — ) ds", 


c’est-a-dire qu’avant l’instant ¢=o0, les ondes étant convergentes, 


les corps s’échauffaient par le rayonnement et constituaient ainsi 
des perpetuum mobile. 

Il est inutle d’insister davantage. L’hypothése qu’on part du 
repos (ou les modifications sans importance qui en ont été pré- 
sentées) nest pas admissible comme base de la loi générale des 
potentiels retardés. Elle ne l’est méme pas pour des cas particuliers. 
Considérons un oscillateur hertzien : & Vinstant ¢—=o l’étincelle 
jaillit, le champ magnétique, d’abord nul partout, est perturbe ; 
mais, au bout d’un temps trés court, le systéme est de nouveau au 
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repos. Il ne lest d@ailleurs pas exactement, pas plus qu'il ne Pétait 
avant l’expérience : il ne l’est que sensiblement. Si nous partons, 
dans le raisonnement, du premier état de repos, il n’y aura que 
des ondes convergentes. Pourquoi choisissons-nous le premier, et 
n’avons-nous aucun scrupule d’ailleurs, pour une nouvelle expé- 
rience, de choisir le second, qui joue maintenant le réle de pre- 
mier? C’est que les parties éloignées de l’espace, et inaccessibles a 
Pexpérience, jouent dans lhypothése un réle prépondérant : si 
elles nous amenaient des ondes convergentes, notre raisonnement 
approximatif fondé sur les parties rapprochées ne donnerait bien- 
tot plus une approximation méme grossiére. 

Mais heureusement nous savons a@ priort par une longue expé- 
rience que les ondes éloignées divergent, et c’est ce qui nous 
permet de les négliger, mais en rendant inutile la démonstration. 
Si Péther présentait une viscosité analogue a celle de l’air, des 
considérations toutes différentes interviendraient et il n’y aurait 
plus lieu de s’étonner de lirréversibilité, puisqu’on l’aurait intro- 
duite dans les équations elles-mémes. 

Plus généralement, aucune théorie qui fait sur l'état initial des 
hypothéses plus spéciales que ne l’exige la loi des potentiels ne 
sera admissible : elle exclura certains phénomenes possibles et 
admettra, pour ¢<o, des solutions impossibles. Quelle est des 
lors la condition initiale nécessaire et suffisanie pour que (4) ait 
heu? 


Posons 
aaa Feo 
on aura 
I Ora) ' 
C7) 2 op AU — 0 


dans tout l’espace Y= 0 a Vinfini. Pour que Y soit nul constam- 
aM : oe a av 
ment, il faut et il suffit que pour ¢=o0 on ail Yo, 7 =? dans 


tout espace. Cela revient a dire que, pour que la formule (4) ait 
lieu toujours, é/ faut et ilsuffit quelle ait lieu en deux instants 
=-0, t=dt infiniment rapprochés, énoncé dont il n’y a évidem- 
ment rien a tirer au point de vue de Maxwell. 
Peut-on remplacer lhypothése sur l’état initial par quelque 
autre condition générale équivalente? 


R. 


w 
to 
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M. Lorentz (') ne fait pas usage de cette hypothése. Il admet 
simplement que lintégrale de surface dans (5) s’annule quand > 
s’éloigne indéfiniment. Aprés avoir écrit (4), il continue : « Cette 
solution n’est done pas Vintégrale générale de (3); il y aura, par 
exemple, aussi des solutions correspondant a un mouvement des 
ondes qui serait dirigé vers les éléments de volume au lieu de s’en 
éloigner. Nous les rejetterons de la théorie en admettant une fois 
pour toutes que les éléments chargés sont seuls des points de 
départ de perturbations. Nous excluons aussi tous les états del’ éther 
qui sont complétement indépendants de la mati¢re chargée : si 
celle-ci n’existait pas, l’éther resterait constamment au repos. » 

Mais appliquons sans changement ces idées a la formule (6) : 
Vintégrale de surface s’évanouissant, on obtiendrait des ondes con- 
vergentes. Mais ni lune ni autre manicre de procéder ne sont 
admissibles : ces intégrales de surface, considérées comme fonc- 
tions de x, y, z, ¢, sont la solution générale de (6); elles ne sau- 
raient done tendre vers zéro, pour une valeur donnée de z, y, 3, ¢, 
lorsque la surface s’éloigne indéfiniment : elles ont une valeur 
invariable, finie ou nulle, selon que la solution choisie est finie ou 
nulle. Il n’y a rien & tirer de telles identités. Enfin, il n’y a aucun 
sens précis a attacher a cette proposition : les perturbations dépen- 
dant de l’éther seul sont exclues. Si l’on adoptait, a priort, les 
formules %) ou 93, qui ne dépendent également que de la matiere, 


on pourrait écrire 


01 = 2+ 9, ou 


et l’on aurait encore le droit de dire que ® est indépendant de la 
matiére, puisque son équation diflérentielle et ses conditions de 
continuité en sont indépendantes. Dans cette maniére de voir, 
c’est o, qui contiendrait un terme indépendant de la matiére. Dira- 
t-on enfin que l’état en un point est déterminé par I « histoire 
antérieure » de la maniére seule? D’autres solutions que (3) 
restent possibles. 


(‘) Blektronentheorie, p. 198; voir aussi WineHeRT, Arch. neerl., 1900, p. 549, 
et P. Hentz, Untersuchungen iiber unstetige Bewegungen eines Elektrons 
Inaug. Diss., Gottingen, 1904, p. 5 et 12, en note. Dans son premier Mémoire de 
1892, M. Lorentz se contente de verifier que les équations sont satisfaites. 
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L’insuffisance de ces énoncés, et d’autres analogues, tient a ce 
que la décomposition d’un champ en ondes est une opération 
mathématique qui peut se faire dune infinité de manieéres. 
Mais le caractére de cette opération est doublement artificiel au 
point de yue des idées de Maxwell, car la considération de l’ori- 
gine des ondes exige celle du champ entier pendant un intervalle 
de temps fini, tandis que Maxwell voyait un avantage essentiel de 
sa théorie précisément de ce fait qu’elle rend inutile la considéra- 
tion des actions élémentaires et de l’origine du champ et ne se 
préoccupe que de entourage immédiat du point considéré. On 
voit qu’il n’en est rien, et que, pour éliminer les solutions physi- 
quement impossibles, il ne reste qua adopter @ priori les formules 
des potentiels retardés, qui distinguent les actions élémentaires 
comme le faisaient les théories classiques, el & constater qu’elles 
satisfont aux équations, c’est-a-dire peuvent les remplacer complé- 
tement, tandis que |’inverse n’est pas le cas. 

En rapprochant ces résultats de ceux du paragraphe précédent, 
on voit qu’en derniére analyse c’est la formule des actions élé- 
mentatres, et non le systéme d’équations aux dérivées par- 
tielles, qui est Vexpression exacte et complete de la théorie de 
Lorentz. 

I] faut ajouter, il est vrai, llhypothése des coordonnnées abso- 
lues. On vient de voir que l’éther, au leu de jouer un role indé- 
pendant et méme prépondérant, comme on aurait du s’y attendre 
puisquwil est censé étre le réservoir de toute l’énergie électroma- 
enétique, se dérobe une fois de plus. Son seul role va consister a 
fournir, en contradiction avec l’expérience, un systeme de coor- 
données absolues. 

On aura évidemment les mémes difficultés pour passer d’un 
systeéme quelconque d’équations aux dérivées partielles, réver- 
sibles au moins en ce qui concerne I’éther pur, aux solutions 
irréversibles qwexige l’expérience. Dans la théorie de Hertz, cela 
semble méme impossible. Les équations aux dérivées partielles 
et la notion d’éther sont essentiellement tmpropres a exprimer 
ensemble des lois de la propagation des actions électrody- 
namiq ues. 
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Maxwell a montré que, dans tous les cas particuliers ot Von 
connait l’énergie électromagnétique, celle-ci peut se mettre sous 
la forme dune intégrale étendue a tout Vespace qui, dans les 
hypotheses de Lorentz, prend la forme 


W= ge f (ER + Ep 4+ BE +H +H} +H) ar. 


Maxwell admet, et c’est un point important de son systeme, que 
chaque élément de volume est effectivement, et dans tous les cas, 
le siege d’une quantité d’énergie égale a 


& (e+ H?). 


Poynting a ensuite démontré qu il résulte des équations géné- 
rales que pour toute surface co fermée on a 


Tee dWe ES ae 


ot aT est le travail des forces extérieures, et S, la composante 
suivant la normale extérieure du vecteur radiant 


Se (Ey He epee ~ (Ez He— eg: Bey 
4Tv 


At 


Ce théoréme s’énonce élégamment en considérant lénergie 
comme un fluide indestructible qui se meut parallélement au 
vecteur radiant, image qui présente certains avantages et préte le 
flanc a bien des critiques ('). En particulier, on peut se demander 
si cet énoncé : /’énergte contenue dans telvolume a telle valeur 
a vraiment un sens, alors que nous ne pouvons définir que des 
différences d’énergie. 

Nous laisserons de cdté cette quesuon mélaphysique, pour 
étudier l’indétermination dont souffre ce mode de représentation. 


(1) Voir W. Wien, Annalen der Physik u. Chemie, 2° série, t XLV, 1892, 
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L’énergie électrostatique d’un systéme est 


tf [aes dz, at» 
| Fig Ti2 


e) | 01 = 0(21, M1, 21); P2=P(%2, V2, 32) 

rte = (%2—%1)* + (y2— 1)? + ea) 
les deux intégrations étant étendues a toutes les parties de l’espace 
ou se trouvent des charges électriques. 

Il est évident que cette expression peut, dune infinité de 
manieres, se mettre sous la forme d’une intégrale étendue a tout 
Pespace, et celle que Maxwell a choisie est, au point de vue de 
son sysleme, particulicrement simple. Mais on en peut indiquer 
d’autres qui auront, par exemple, l’avantage de se rapprocher 
davantage des formes usitées dans la théorie des corps élastiques. 


Ainsi, introduisons, au lieu de la force électrique E en x, y, s qui 
est 


(2—2 (VS) 
(9) t= fo =; ) dey, n= fo J = di, 6= "> 
ry © Ty 
dot 
is 0 : 
ws. ca a = Pt des, 
) 0 Oy 0% TA 
10 ‘ : 
ae 0G On 0k 0 . On, E P 
—— — = ——_—_=0 — — = 0, 
oy OZ : Oz Ox : Ox oy 


Or, si &, y, ¢ étaient les composantes du déplacement d’un corps 
élastique, l’énergie de ce dernier serait, comme on salt, 


o& : ual 6 . 
(Ca) A eilbe Cae g ae) 


ab 9 


S)]\« 


2 et u élant des constantes d’élasticité du corps, ou, en ajoutant les 
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: a On \? 
quantuités nulles : (> — a) » +--+ et transformant, 


on Oa sf ies 
— o cosn — $ cosna) +. .. | as’. 
- Be Oy 


Si le corps élastique est infiniment étendu, en vertu des formules 
(g), Pintégrale de surface s’évanouira, et il restera 


wer [(a+R+g) ea {( fee) « 


L’électricité étant supposée invariablement attachée a de petits 


corps solides (ions) A;, on a 


See -(B LEY 
= bo oe SS ( (4 


m,n 


Le premier terme ne dépend pas des positions mutuelles des 
corps; son intégrale par rapport a 2, y, 3, étendue a tout l’espace, 
sera une constante. Dans la double somme, les a 45 V9 243 
12, V2, 32 prennent les ensembles de valeurs relatives a une combi- 
naison quelconque (ions différents km, knj on n'a donc j jamais 
2, ia, Vu = ne eee permet d’intervertir lordre des 
intégrations et d’écrire 


Pour évaluer l’intégrale prise par rapport a 2, y, 5, introduisons 
des coordonnées polaires 7, J, 0, avec L, V1, 3, comme pole. la 
ligne (21,15 21), (Lo, Yo, 42) Comme axe polaire. Soit ry, la dis- 
tance de ces deux points; on aura a calculer 


as sinS dr 
= “de : - = 
e i re Fag 7 — 2.7497 COS J) 
d I cosS \r== 
=== Dit vie) EVO : 
we 


Tie 42 sing =0 


2 


“eG 
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A . * TT OG Tw 

Les valeurs principales (comprises entre — — et ++ =) sont - 
2 yy 2 


TT a 
pour 7 =o, et a= a pour? =o0; on trouve finalement 


™ 
Cho Gi —— o))) 73 
27 ee ) 
“0 Leni) 


rye 
d’ou 
Qo at, ats 
(11) wey m3) [ aa ++ const. 
— ons Rye EBD 


myn 


oO 1 
On conclut enfin, en choisissant } = sae? que, dans les hypo- 


théses faites et avec les unités introduites, l’énergie élastique W' 
sera, aune constante additive pres, égale al’ énergie électrique 
W, donnée par (8) et gue \’on a en particulier la formule 

E fe 


; seneage 0& On OO VE 5 
(12) We= af (e+s+s) us 


formule irréductible a celle de Maxwell, et donnant une réparti- 


tion de l’énergie toute différente. I] serait aisé d’obtenir, en par- 
tant de la, une expression analogue pour l’énergie des aimants et, 
par conséquent, des courants; et l’on voit que, méme en exigeant 
la simplicité des formules, la localisation de Vénergie reste un 
probleme indéterminé. 

Il en est de méme du flux d’énergie ('); on peut toujours modi- 
fier le mouvement du fluide énergie de facon arbitraire en ajou- 
tant au vecteur de Poynting un autre vecteur (u, +, @) assujetti 
seulement a satisfaire a l’équation des fluides incompressibles 


Ou de Ow 
—_—_— -+-lc- f —- 
Ox oy 0% : 


[ Up 10% 
/S 


Le théoreme de Poynting, conséquence des équations générales, 


dot 


ne leur ajoute rien; /a localisation de lénergie doit donc étre 
comptée au nombre des conceptions logiquement inutiles (et 
peut-etre parfois nuisibles) de la théorie. 


(1) Voir article de M. Voss dans Encyklop. d. math. Wissenschaften, t. IV, 
art. 1, 1901, p. 111-114, 
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Mais il est un autre aspect sous lequel il importe de considérer 
le théoréme de Poynting. 

La source premiére du théoreme de la conservation de l’énergie 
a été et restera Vimpossibilité expérimentale du perpetuum 
mobile, impossibilité qui doit subsister, quelles que soient nos 
idées sur les apports d’énergie qu’est susceptble de fournir |’ éther 
en l’absence de corps matériels. Le théoreme de lénergie, sous sa 


forme classique 
W = const., 


expliquail cette impossibilité. Le théoreme de Poynting, n’exi- 
geant que la possibilité de la transformation d’une intégrale de 
volume (déja en partie arbitraire) en intégrale de surface, exprime 
infiniment moins : loin de rendre compte de cette impossibilité, 
iladmet parfaitement la construction d'un perpetuum mobile. 
Cela tient 4 ce que, tant qu'on n’a pas introduit lhypothése des 
potentiels retardés, un apport continu d’énergie par des ondes 
convergentes venant de linfini reste tout aussi possible que la 
perte d’énergie qu’on observe en réalité. Or un engin qui trerait 
perpétuellement de l’énergie de |’éther seul, indépendamment de 
la présence des corps matériels, serait un perpetuum mobile. On 
sail d’ailleurs qu’en adoptant la formule des potentiels retardés, 
‘on démontre (') qu’une particule accélérée perd de Vénergie et 
subit de ce fait une réaction proportionnelle ala dérivée de l’accé- 
lération. I] suffit de changer le signe de c pour passer a l’hypo- 
thése des ondes convergentes; on voit alors que le signe du vecleur 
radiant change également, et la nouvelle hypothése conduira, par 
exemple dans le cas d’une particule en vibration, a une augmenta- 
tion conunuelle de l’amplitude avec le temps, et plus généralement 
a une augmentation d’énergie du systéme. 

Le théoreme de Poynting n’exprime la lot de Vénergie que 
lorsqu’on y remplace les champs par leur expression tirée de 
ses potentiels retardés, restriction qui lui enléve beaucoup de son 
élégance et de sa portée. 

Si on part d’un état ot le rayonnement est sensiblement nul et 
ou lénergie E, peut étre évaluée en trayail, et qu’on arrive a un 


(*) Lorentz, Blektronentheorie, p. 186. — Larmor, Aether and Matter, 
Chap. XIV. 
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état analogue (énergie E,), le systeme étant supposé soustrait a 
Vaction de corps extérieurs, on aura dans la théorie de Lorentz 
(qui suppose admise la formule des potentiels) 


Pégalité n’ayant lieu que si le rayonnement a été continuellement 
nul. L’impossibilité du perpetuum. mobile ne donne également, 
dans un systéme essentiellement irréversible, qu'une inégalité : 
Jénergie ne peut jamais augmenter. Il y a parallélisme, sous ce 
rapport, avec la loi de l’entropie. En fact, l’énergie électromagné- 
uque ne se conserve pas en général, c’est-a-dire qu’il n’existe pas 
d’intégrale W = const. On sauve la loi de la conservation de 
énergie en attribuanta I’éther la quantité perdue, et ce procédé a 
certainement de grands avantages, surtout quand on peut récupé- 
rer en entier l’énergie perdue par le systeme au moyen de corps 
qui n’agissent pas sensiblement sur /ut, comme les corps noirs, 
en Optique. Mais, cette énergie ne produisant pas dans ce milieu 
hypothétique aucune modification qui soit perceptible aux sens, 
on peut se demander si, dans ces conditions, il ne serait pas pos- 
sible de sauver de méme toute autre loi analogue, et on l’a fait 
effectivement pour la quanuté de mouvement électromagnétique. 

Dans le cas le plus général du rayonnement électromagné- 
tique, la.conservation de énergie n’est plus une lot, mais une 
convention. C’est la une évolution assez fréquente dans le domaine 
des vérités physiques, comme l’a exposé M. Poincaré ('). 


~ 


§ 5. — LA GRAVITATION. 


Si l’on considére les théories électromagnétiques sous leur forme 
actuelle comme une base générale pour l’explication des phéno- 
menes physiques, role que remplissait jusqu ict la Mécanique seule, 
il conviendra, en premier lieu, de se demander si l’on peut faire 
rentrer la gravitation dans ce schéma général. La notion de champ 


(1) H. Potncarn, Science et Hypothése, Paris, 1901. Remarquons encore que 
cet énoncé : « L’énergie du monde entier se conserve » n’a aucun sens, sauf pour 
un espace a courbure positive constante. 
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avec ses conséquences est-elle suscepuble de s’y appliquer? La 
réponse donnée par Maxwell (') est négative. 

En introduisant, en effet, la force RyR,Rz que la gravitation 
exerce en un point ys del’espace sur l’unité de masse, on pourra 
bien, comme en Electrostatique, déterminer cette force par le sys- 


téme d’équation (uries densité ) 


ORy - oRy oR, = 


Deke yAT ozee Wt 
aRy | ORg_ | OR, TORe ORE RY ee 
Oz oy : On Fd oy Ox 
et la valeur de l’énergie sera 
E=—— [ de(R3+R}+ RB?) + const. 


8 


(Vunité de masse étant convenablement choisie). Comme ilya 
attraction, l’intégrale a le signe —. Or, dit Maxwell, énergie étant 
essentiellement positive, pour que E soit positif, 11 faudra choisir 
pour la constante une valeur énorme, supérieure a la plus grande 
valeur que puisse acquérir l’intégrale pour toutes les positions 
possibles des corps; l’énergie intrinséque du champ de gravitation 
doit done étre diminuée partout ot Ja gravitation est sensible. 
« Comme il m’est impossible de comprendre comment un milieu 
pourrait posséder de telles propriétés, je ne puis poursuivre dans 
cette voie la recherche de la cause de la gravitation. » 

On peut encore dire que la condition de stabilité d’un milieu 
continu, élastique ou autre, est toujours que l’énergie soit minimum 
quand la déformation est nulle; ici, elle est maximum pour R=o; 
le champ de gravitation serait en équilibre instable a Vinfint 
et partout ou Rest nul. 

La notion de champ ne semble done pas pouvoir s’appliquer a 
la gravitation; 1] ne saurait dés lors étre question de Venvisager 
comme une hase générale pour lexplication des phénoménes phy- 
siques. 

Au contraire, la loi d’action élémentaire qui résulte de la théo- 
rie de Lorentz, si l’on y remplace les charges électriques par des 


(1) Maxwe Lt, Scient. Papers, t. I, p. 570. 
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masses, peut, comme d’ailleurs les lois analogues de Weber, Gauss, 
etc., remplacer la loi classique de la gravitation sans que les termes 
nouveaux et la propagation ainsi introduits aient d’influence 
appréciable sur les phénoménes astronomiques ('); ces termes, en 
effet, sont du second ordre (*) et, par conséquent, extrémement 
petits. On sait que Laplace était parvenu ace résultat que la vitesse 
de propagation de la gravitation est au moins 100000000 de fois 
plus grande que celle de la lumiére; mais cela tient a ce que, dans 
sa manicre de concevoir la propagation, celle-ci introduisail un 
terme du premier ordre et que, de plus, ce terme correspond a un 
frottement, ce qui n’a pas lieu chez Lorentz. 

L’explication de Zéllner adoptée par Lorentz est, on le sait, que 
attraction de deux charges électriques de signe contraire est lége- 
rement plus grande que la répulsion de deux charges de méme signe 
et de méme valeur absolue. Cette explication détruit Punité du 
champ électrique, et n’est dés lors applicable qu’aux actions élé- 
mentaires. 


§ 6. — L’acTION ET LA REACTION. 


L’éther agissant sur les ions sans subir lui-méme d’action, le 
to) ’ 

principe de Newton n’est pas satisfait dans la théorie de Lorentz, 

et M. Poincaré (#) a montré qu’on a pour la résultante de trans- 


lation 
‘alge dt dt 
ip D Six, Ge Sy; [3 Sz, 


Cor} Vn 


oti les intégrales sont étendues a tout espace et S le vecteur ra- 
diant. De plus, un corps électrisé en mouvement uniforme exerce 
sur lui-méme, en général, un couple. Il importe de considérer 
séparément les divers aspects de la question qui se pose : peut-on, 
au point de vue des faits, tirer de cette inégalité de l’action et de 
la réaction une objection a la théorie de Lorentz? La réponse est 
affirmative. 


(1) Lorentz, Zittings verslag, Amsterdam, t. VIII, 1900, p. 603; WILKENS, 
Physik. Zeitschr., t. VII, 1906, p. 846; WaLkER, Physik. Zeitschr., t. VII, 1906, 
p. 300. 


DB} 


2) 0 Aude 2 I ae : 
(7) C’est-a-dire contiennent le facteur - = a la seconde puissance. 
Cc 


(*) Archives néer., 2° série, t. V, 1900, p. 252; Electricité et Optique, p. 448. 
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Considérons d’abord deux électrons de charge e, e’, de coordon- 
nées 2, ¥, 2; x', y', 2’, de vitesse 9, ye’ et d’accélérations , w, 
placés & une distance un de l'autre grande par rapport a leurs 
dimensions. MM. Liénard (') et Wiechert (?) ont montré que Pon 


a, pour les potentiels produits par e’, 


Bees Raa. 


ou il faut prendre les quantilés placées entre crochets a un instant 
antérieur ¢ — tel que l’onde émise en cet instant atteigne (ryz 


en ¢; le vecteur r est dirigé de e’ vers e, et l'on a léquation 


=f -#(-2)] 
+ [roy (e— =) |= [s(n (-—2)]’- 


Il suffira de considérer le cas particulier ot les vitesses et les 
accélérations sont faibles, en sorte qu’on peut poser 


\ 2 


Te re fi 
wv (t&@——) =2'(t)— = 05 (t) + 
( 2) )— 5 (t) 


on arse (Ue 

Un calcul facile, qu’on trouvera d’ailleurs dans la seconde Partie, 
donne alors les développements de ® et de A, d’ou résulte, pour 
la force F; exercée par e’ sur e, l’expression 


2 


,[cosox p'2 — 390 Brae cite Oy RY ake Lie 
(Qo) Hor—ee aS Le CN gc a at 
= 2 c- 


a 
Se 


' t t 
ee w! + w! cosoxr 
2p z= 0 0 ; 


p27 ¢? 267-9 


ou toutes les quantités o’, w’,¢ doivent étre prises a Vinstant ¢ et 
ou o est la distance actuelle des points e, e’. 

Cette expression contient les vitesses et les accélérations d’une 
mamiére dissymétrique et met bien en évidence Vinégalité de l’ac- 
tion et de la réaction, méme lorsque, les accélérations étant sup- 
posées négligeables, tl n’y a pas de rayonnement. Dans le 


(’) Lienarp, L’ Eclairage électrique, t. XVI, 1898, p. 


Dy 095 TOG. 
(7) WiecuErt, Archives néerl., 2° série, t. V, rg00, p. 549. 
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cas d’un mouvement de translation uniforme des points on a 


Cit hi( De vY =0; 


le terme multiplié par cos(p, 2) est dirigé suivant la ligne de 
_jonction de ee’ et satisfait au principe; le terme cor donne une 
force paralleéle a v, appliquée a e, et une autre, égale et opposée, 
appliquée a e’. Si les charges e, e’ sont liées par une droite rigide, 
ces deux forces donneront un couple dont Vaxe est perpendicu- 
laire a la vitesse ¢ et la ligne de jonction o. 

On verra, dans la seconde Partie, qu’aucune expérience n’exige 
cette dissymétrie en ce qui concerne les vitesses, et cela est évi- 
dent a priori; car, aucune expérience n’ayant mis en évidence 
autre chose que des mouvements relatifs, expression (13) doit 
pouvoir étre remplacée par une autre qui ne contient que des 
vitesses relatives au second degré; une telle expression, assujettie 
a étre une composante de vecteur, ne saurait présenter une telle 
dissymétrie. 

D’autre part, une expérience de MM. Trouton et Noble ('), qui 
aurait du, dans le cas d’un condensateur chargé, mettre en évidence 
le couple dont il a été question, a donné un résultat négatif. En ce 
qui concerne les termes relatifs aux vitesses, Vinégalité de 
action et de laréaction constitue donc certainement une grave 
objection de la théorie de Lorents. 

On ne saurait en dire autant, au point de vue expérimental, de 
la dissymétrie des termes qui dépendent de VPaccélération w’; ils 
donnent lieu, en effet, aux vitesses faibles, et, quand certaines 
conditions de symétrie sont satisfaites, a@ la masse électromagne- 
tique et, plus généralement, a une réaction d’inertie. Pour une 
sphére uniformément chargée, de rayon R, la résultante des actions 


élémentaires 
de de' ( liars, / cos x ) 
Ww i W ¢ 
ge%67 * aces 
est 
4 e? 4 e qe 
5 at? = Sat ese ha ar 
Sub v ageOOR dae SiR Kee? 
Cipere tm eee : 
la quantité > R est donc la masse électromagnétique, et, en fai- 
o) 


(1) London Transact., A, t. CCI, 1903, p. 165. 
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sant méme abstraction des expériences de M. Kaufmann, rien ne 
permet de nier la possibilité dune telle réaction; il est, au con- 
traire, évident qu'il y a un avantage considérable, au point de vue 
de unité de nos conceptions, & pouvoir déduire la réaction d’i- 
nertie et l’énergie cinétique de l’énergie électromagnétique. Nous 
étudierons plus loin la question de la variabilité de la masse avec 
la vitesse. 

La théorie de Hertz satisfait au principe d’une maniére générale. 
Par exemple, a la pression qu’exerce la lumiére sur un corps 
plongé dans le diélectrique air ou éther correspond une réaction 
de méme grandeur appliquée a ces diélectriques ('), en sorte 
que, dans le premier cas, le principe est satisfait en ne considé- 
rant que la matiére seule. Mais l’expérience a démontré l’ existence 
de cette pression, méme dans les vides les plus parfaits; dans ce 
dernier cas il n’y a pas de réaction, suivant Lorentz, et, suivant 
Hertz, il y en a bien une, et l’éther est mis en mouvement; mais, 
pour la rendre sensible, il faudrait que l’éther renoncat a se déro- 
ber a toutes les expériences. Pour qui ne conserve pas cet espoir, 1] 
est difficile de dire si, dans ce cas, l’avantage logique est du cété 
de Lorentz qui exprime simplement le fait d’une action sans réac- 
tion, ou de celui de Hertz quisauve le principe, mais d'une maniére 
telle qu’il devient une simple convention. 

Si lon s’en tient aux actions exercées par les ions les uns sur 
les autres, sans faire intervenir d’intermédiaire tel que Véther, la 
vitesse finie de propagation entraine la non-simultanéité et, par 
suite, linégalité des actions de ions séparés par le vide (au moins 
en général). 

Dans les théories classiques de !Opuque, par exemple dans la 
théorie de la dispersion de Sellmeier et d’' Helmholtz, action de la 
lumiere sur les molécules était égale a la réaction de celles-ci sur 
Véther; le principe n’a jamais été considéré comme s'appliquant a 
la matiére seule. Ce qu’on peut objecter a la théorie, c’est qu'il serait 
plus satisfaisant que l’intermédiaire fat concu de maniére a répon- 
dre a la condition d’égalité de Vaction et de la réaction, et j’ai 
indiqué, dans I’Introduction, que l’énergie rayonnante, matérialisée 
et projetée avec la vitesse de la lumiére, constitue un tel intermé- 


(') PorncaRE, doc. cit. 


= / 
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diaire ('). On revient ainsi, sous une forme nouvelle, a la théorie 
de l’émission, et, pour me servir de exemple de M. Poincaré, le 
recul d’une piéce d’artillerie et la force subie par un corps qui 
enyoie une onde d’énergie rayonnante dans une certaine direction 
deviennent absolument analogues, ce qui n’est pas le cas lorsque, 
au lieu de se servir de cette image, on considére l’énergie comme 
propagée (hypothése de l’éther), 

M. Poincaré a montré que l’inégalité de l’action et de la réaction 
n’entraine pas, dans la théorie de Lorentz, le mouvement perpé- 
tuel; il faut ajouter: a la condition d’admettre Vhypothése des 
potentiels retardés. 


§ 7. — ANALOGIE ENTRE L’ETHER ET LES CORPS ELASTIQUES. 


Les équations de Maxwell et de Lorentz prennent, dans le cas 
de ’éther pur, une forme remarquablement analogue a celle des 
équations de l’élasticité. Quelle est la signification réelle de cette 
analogic ? 

Le vecteur électrique E satisfait, dans l’éther, aux équations 


1 EK : 1 @E 
— = = An 0, eee — AE,=o0, Ab 
. c2 Ot? C2 Ot 
I - 7 
te) | oE, oF, 8, 
a — =—— ==0, 
Ox oy 3 


etil en est de méme de H. Crest la une conséquence immédiate 
des équations fondamentales (1) a (IV). 

D’autre part, soient &, 7, ¢ les composantes du déplacement, 
supposé petit, d’un point d’un corps élastique, A, B des constantes, 
ula densité; ona 


2 aye 
yea =AAE+-B—, 
aor Ox 
027 heart 0s 
— = vA AH —— 
Ot? oy’ 
(19) pene =..., 
‘O02 ¢t 
ou 
o& dn | 
— [4 Sagi peas 
Ox oy Ok4 


(') Elle permet en méme temps d’éviter le mouvement absolu et d’autres dif- 
ficultés (voir Introduction et deuxiéme Partie). 
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La théorie électromagnétique montre, on le sait, que E est identi- 
que au vecteur de Fresnel, H au vecteur de Neumann (paralléle au 
plan de polarisation ). L’identification des systémes (14) et (19) 
conduira a une théorie élastique de la lumiére. Pour cela, il faut 
admettre ou l’incompressibilité de l’éther, c’est-a-dire la condi- 


tion 
OF On, NG 
Se Se a 


meee: 
Ox oy OZ 


ou la condition A-+B=o. Dans les deux cas, Videntification est 
immédiate ; ces deux manieéres d’expliquer la non-existence d’ondes 
longitudinales ont été admises l’une et l’autre. Dans chacune de 
ces hypothéses on pourra encore choisir entre la théorie de Fresnel 
qui conduit a identifier la vitesse 
(oe dn OC) 
gee 
de l’éther avec E, ou celle de Neumann qui remplace E par H. 
Quelles sont les conditions générales nécessaires et suffisantes 
pour qu'un phénomeéne physique caractérisé par un vecteur sulve 
les lois exprimées par (15)? Je dis que ce sont les suivantes : 
1° Le phénoméne est reversible. 
9° —, , C satisfont a un systeme de trois équations aux dérivées 
partielles qui est dusecond ordre au plus, et, du moins en premiére 
approximation, est linéaire. 
3° Le milieu est isotrope et homogeéne. 
En effet, vu la réversibilité, les équations ne contiendront pas 
de dérivées premieres par rapport au temps; on pourra les résoudre 
par rapport aux dérivées secondes 


qui sont les composantes d’un vecteur. Vu Vhomogénéité, les 
membres de droite seront a coefficients constants, et, vu Pisotropie, 
ce seront des sommes de composantes de yecteurs obtenus par dif- 
férentiation de §, 4, C, par rapport dz, y, s. Or, M. Burckhardt (') 


(1) Burexuarpt, Math. Annalen, t. XLII, 1893, p. 197; Enzyclop. d. math. 
Wiss., Bd. IV, Art. 14, 1901, p. 20. 


XVII. — SUR L’ELECTRODYNAMIQUE GENERALE. 355 


a déterminé tous ces vecteurs : lorsqu’on n’admet que les dérivées 
premicéres et secondes, il n’en existe que trois qui soient linéaire- 
ment indépendants, savoir 


(@-2,4_4 ok iy 


et lon aura, a, 6, c étant des constantes, 


art / On, 0 0s 
Se ebal iae gee 3 re 
oe “\ oz =) EPA einen: 
OT ot ok ; 0a 
a (Se ae) totes 
Cee 

Ot 


En changeant les signes de x, y, 5 et ayant égard a Visotropie 
compléte, on trouve a =o; 11 reste donc bien le systéme (15), 
Os Ws 1s We 
La condition (1) est satisfaite par tous les phénomeénes mécani- 
ques (et nous avons vu qu’en réalité elle ne devrait pas étre satis- 
faite par les équations électromagnétiques, qui devraient corres- 
pondre a des phénomeénes irréversibles ); (2) et (3) le sont par les 
 phénomenes de diffusion, de propagation de la chaleur et d’autres 
qui certainement ne présentent entre eux aucune connexion de 
nature. On en conclura que l’analogie entre (14) et (15) est beau- 
coup moins caractéristique qu’on n’est, au premier moment, porté 
a le croire. On ne conclura a une connexion physique réelle entre 
les deux ordres de phénoménes que si l’analogie se continue encore 
au dela de cette forme analytique générale. Mais c’est précisément 
ce qui n’est pas le cas. En effet, l’hypothese de la vitesse de propa- 
gation nulle des ondes longitudinales (A + B=o) n’est, comme 
Vont déja remarqué Green et Cauchy, pas admissible pour un 
corps élastique fini; un tel corps n’opposerait aucune résistance a 
la compression, son équilibre serait instable. Ce n’est que récem- 
ment que l’éther gyrostatique de Lord Kelvin nous a permis de 
concevoir de tels systémes. D’autre part, l’hypothése de l’incom- 
R, 23 
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pressibilité exige introduction dans les équations d’un facteur de 
Lagrange, jouant le réle de pression ; identification n’est plus 
possible que pour les cas ov cette pression est constante. Enfin, les 
conditions aux limites qu’exige ’Optique ne sont pas celles de la 
théorie de l’élasticité. 

Je ne crois done pas que Con doive considérer a priori ces 
analogies comme Uindice de rapports physiques profonds entre 
les deux domaines. On ne s’étonnera pas trop, si l’on adopte cette 
conclusion, des difficultés et des étrangelés auxquelles conduisent 
toutes les tentatives faites pour étendre ces analogies de |’éther pur 
(ou, en somme, les équations de Maxwell n’expriment que le fait 
de la propagation uniforme ) aux actions réciproques des charges 
électriques et de l’éther, exprimées par les équations générales (1) 
a (VI). Pour cette partie de la question, je ne puis mieux faire que 
de renvoyer au Chapitre que M. Poincaré a consacré dans ses 
Lecons (‘) 4 la plus remarquable, semble—t-il, de ces tentatives: 
celle de M. Larmor. 


§ 8. — La MASSE BLECTRODYNAMIQUE. 


Les remarquables expériences de M. Kaufmann sur la déviabilité 
électrique et magnétique des rayons 8 du radium ont conduit a 
admettre que la masse des corpuscules ou électrons dépend de leur 
vitesse et est tout entiére d’origine électromagnétique. L’existence 
dune réaction d’inertie électrique et sa variabilité avec la vitesse 
avaient été prévues par la théorie, qui, a premiére vue, semble 
ainsi avoir recu une confirmation remarquable. Cependant, devant 
la grande portée de ces conclusions, il convient d’examiner si elles 
s'imposent absolument. 

Rappelons que, dans ces expériences, un faisceau de rayons 8 
est soumis a l’action simultanée d’un champ électrique E, produi- 
sant une déviation y, et d’un champ magnétique H parallele a E; 
donnant lieu a une déviation 3, perpendiculaire a la premiére. Une 
plaque photographique, perpendiculaire aux rayons non déviés, 
recoit l’impression des rayons et permet la mesure directe de vy et 


1 G td Ter of 2 i ; > ge 5 Thy ~ > 
(1) Elec tricite et Optique, 2° édition, p. 577 et suivantes; LARMOR, Aether 
and Matter, Cambridge, 1900. 
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de 3. Soient met vla masse et la vitesse d’un électron, e sa charge, 
a et 6 deux constantes de l'appareil ; on a, d’aprés la théorie de 
Lorentz, 


(16) eee gers. 


b] 
mv? me 


Le radium émettant des rayons de toutes les vitesses, dans cer- 
taines limites, ces équations, oy joue le rdle de paramétre, repré- 
sentenl une certaine parabole si m ne dépend pas de ¢. Or, la 
courbe observée par M. Kaufmann est différente. Ce fait com- 
porte diverses explications: 

1° D’apres M. Lorentz, le déplacement d’un corps électrisé par 
rapport a Véther équivaut a un courant électrique dont le champ, 
par un effet analogue a la self-induction, réagit sur le corps et 
donne une force qui, sous des hypothéses trés générales, est fonc- 
tion linéaire des composantes de l’accélération, les coefficients 
(amasse transversale et longitudinale) étant des fonctions détermi- 
nées de la vitesse absolue 9, connues, par exemple, pour la sphere 
et Vellipsorde. Dans le cas des expériences de M. Kaufmann, 
la masse transversale ».() seule entre en jeu; si l’on introduit 
dans (16) la fonction »(¢) au lieu de m, on obtient a peu prés la 
courbe observée, soit que l’on considere |’électron comme une 
sphére rigide (Abraham), soit que l’on considére seulement son 
volume comme constant (Bucherer et Langevin). 

Pour apprécier la valeur de cette interprétation, rappelons-nous 
que le calcul de la masse électrodynamique repose uniquement 
sur la considération du mouvement du corps électrisé par rap- 
port a l’éther; la position et la vitesse des autres corps sont 
indifférentes, c’est la vitesse absolue qui entre dans la formule. 
Dans cette interprétation, l’expérience de M. Kaufmann serait 
donc la premiére a mettre en évidence un mouvement absolu. Or, 
sur cette question délicate, la théorie de M. Lorentz est, du moins 
dans la forme exposée au paragraphe 1, en désaccord avec |’expé- 
rience, et ce désaccord porte en particulier sur |’expression de la 
quantilé de mouvement électromagnétique G('), dont M. Abraham 


(1) Ce vecteur est, comme on sait, l’intégrale du vecteur radiant étendue a tout 


oa ee I 
’espace, multipliée par a 
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a déduit la valeur des masses longitudinale et transversale. En effet, 
du calcul de G on déduit ('), pour le cas d’un condensateur chargé 
entrainé dans le mouvement de translation de la Terre, |’existence 
dun couple de second ordre appliqué au condensateur. Or, 
MM. Trouton et Noble, qui ont réalisé cette expérience (?), n’ont 
pas observé ce couple. La quantité G ne dépend donc pas de la 
vitesse absolue ou, du moins, pas de la méme maniére qu’exige la 
théorie de Lorentz. Il en faut conclure gue, si méme laccord 
entre la théorie de M. Abrahamet les expériences de M. Kauf- 
mann était parfait, cette théorve nen devrait pas moins étre 
considérée comme douteuse. 

9° En cherchant a éliminer de ses équations Vinfluence du mou- 
vement absolu, M. Lorentz a été conduit a certaines hypothéses 
nouvelles, sur lesquelles je reviendrai au paragraphe suivant. Les 


dimensions des électrons, en particulier, seraient réduites a 
1 


2\ 2 ; ; i 
(.-4) de leur valeur lorsqu’ils sont animés de la vitesse 


absolue p. Cette hypothése conduit a des formules nouvelles pour 
la masse, que M. Kaufmann considére comme inconciliables avec 
ses derniéres expériences (*). Mais cette conclusion me semble 
douteuse. En effet, prenons pour H, E, a, b les valeurs observées 
directement; mais, au lieu de 


valeur qui correspond aux rayons cathodiques, prenons dans la 
formule de MM. Langevin et Bucherer 


e 55 4 
— =1,999.10' 
Mo 9 y 
dans celle de M. Abraham 
e 
— =2,010.107, 
No 


(1) H.-A. Lorentz, Elektronentheorie, p. 257. 

(2) London Trans., A, t. CCI, 1903, p. 165. 

(°) Annalen der Physik, t. XIX, 1906, p. 487; eour aussi M. Piancx, Physik. 
Zeitschr., t. VII, 1906, p. 754. 


~ 
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enfin dans celle de M. Lorentz 


ée 
— = 2,125.107. 
mo 

Cela revient 4 multiplier dans les rapports de 1 4 1,040, 1,070, 
1,130 les abscisses et les ordonnées calculées par M. Kaufmann 


e . ; . . . 
pour — = 1,880.10" (loc. cit., p. 534). On trouve ainsi trois 
0 


courbes dont les erreurs sont de l’ordre des erreurs d’expérience, 
comme on le vérifie en portant ces valeurs dans la courbe, fig. 11, 
de M. Kaufmann. Ce sayant a observé directement, puis déduit des 
diverses formules proposées, par la méthode des moindres carrés, 


3 E é . a : 
une certaine constante aia indépendante de lhypothése faite sur 


é€ ° e 5 . 
oi la formule de Lorentz en donnait une valeur inadmissible. 
0 


- E ; ae 
Notre calcul montre que la valeur de Ma déterminée de cette ma- 


niére comporte une incertitude considérable, car nous avons pris 
la valeur observée directement, et les erreurs qui en résultent ne 
dépassent pas la grandeur admissible. Quant a la valeur 


“ == 1050.10), 
son application aux rayons $ du radium peut n’étre pas permise, 
puisqu’elle ne l’est pas, en général, pour |’effet Zeeman. 

En somme, ces observations ne permettent donc pas de pré- 
férer lune quelconque des formules a@ une autre, et il serait 
facile de multiplier celles-ci encore plus. 

Mais il importe d’observer que les nouvelles hypothéses de 
M. Lorentz entrainent un changement dans |’expression de la force 
qu’exercent l’un sur l’autre deux corps électrisés en mouvement, 
changement qui, ainsi que le démontre une discussion facile, n’est 
sensible que pour des vitesses comparables a celle de la lumiére, 
c’est-a-dire pour la seule expérience de M. Kaufmann. 

3° Ceci conduit 4 une remarque générale ; 11 est facile d’intro- 
duire dans les équations de l’Electrodynamique des termes présen- 
tant cette particularité. Puisque le systeme des équations (1) a (VI) 
peut étre remplacé par les actions élémentaires, il suffira de consi- 
dérer celles-ci. Or, la force exercée par le point e’, de vitesse ¢’, 
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sur le point e, de vitesse », contient cette derniére sous forme 
one Teles 6 an 

linéaire avec le facteur &;5 il contient la premiére, dans le cas de 


mouvements uniformes, sous une forme tres compliquée (donnée 
par M. Schwarzschild); on a vu, au paragraphe 6, les premiers 
/ 


7) ; 3 7 eke 5 ‘ 
termes du développement quand m est peut. La dissymétrie ainsi 


établie entre ¢ eto’ n’est pas confirmée par V'expérience, etil existe, 
comme on le verra dans la seconde Partie, une infinité de formules 
analogues, ne contenant que des vitesses relatives et différent par 


I 
conséquent de celle de Lorentz par les termes en = A plus forte 


5 5 v e 4, 
raison peut-on ajouter des termes contenant eu du troisieme, qua- 
trieme ordre, sans que les formules cessent d’étre en accord avec 
Ao awe Y: . = poe 
toutes les expériences ou ~ est pelt: la formule des actions élé- 


mentatres de Lorentz pourrait n’étre que le commencement 
d’un développement en série. On pourra disposer des fonctions 
arbitraires de » ainsi introduites dans (16) pour satisfaire aux 
expériences de M. Kaufmann dans l’hypothése d’une masse con- 
stante, et de maniére a sauvegarder complétement la relativité du 
mouvement. C’est ce qui sera montré avec plus de détails dans la 
seconde Partie de ce travail. 

En résumé, au lieu d’une masse devenan! infinie lorsqu’on 
approche de la vitesse de la lumiére, nous aurions des forces qui 
s’annulent, parce qu’elles se propagent précisément avec la vitesse 
de Pélectron mobile. 

Mais il y a plus: la forme méme de la courbe et l’existence d’un 
point ou les déviations y, z seraient nulles et la vitesse égale ac 
restent douteuses. En effet, posons 


(17) _ ¢ Ka ae Hb Ame ata 
am ae eat \ (a) ) m = const., 


dot la parabole 


2 > 2 


4 € e- 
Tore = bp j 7 ’ 
H2 62 Eam~” 4c? m2 


tandis que, d’aprés Lorentz, pour m= const. on aurait la parabole 
paralléle 


-2 e 


Ho: Kam? 


XVIII. — SUR L’BLECTRODYNAMIQUE GENERALE. 359 
Les valeurs de KE, H, a, 6 étant celles que donne M. Kaufmann, et 
= 1,830.10", il vient, pour les valeurs réduites y’, 3' (de 
M. Kaufmann (doc. cit., p. 529), 
y/ = 0,0160 + 0,5564'2. 


y' calc. — y' obs. 


— 
z". y’ obs. Ie ie 

0,1350 0 ,0246 -++-0,0015 +0,0014 
0, 1919 0,0376 — 11 — 9 
0,2400 09,0502 — 22 — 18 
0, 2890 09,0645 — 20 _— 11 
0,3359 0,081 — 20 _ 7 
0, 3832 0, 1001 —_ 25 — 8 
0, 4305 0,1205 — 65) + 10 
0,4735 0,1405 “fe 2. a 30 
0, 5252 0, 1667 — 25 + 63 


La différence entre les diverses valeurs de y’ observées par 
M. Kaufmann et la courbe qui représente la moyenne de ses expé- 
riences est souvent supérieure a 0,0030; les erreurs de la troi- 
siéme colonne, bien que systématiques, doivent done étre consi- 
dérées comme admissibles. Celles de la quatrieme colonne, qui 
correspond a l’hypothése 

<. = 1s 7o0nLO", 
s’expliquent complétement par des erreurs d’expérience, sauf les 
deux derniéres. Maisil faut remarquer qu’une erreur de 1 pour 100 
dans la mesure absolue du champ magnétique, qui peut fort bien 
résulter dune accumulation des erreurs que comportent les diver- 
ses observations nécessaires a cette mesure, serait surtout sensible 
en ces deux points et changerait leur y/ de 2 pour 100, c’est-a-dire 
de 0,0034. Ces derniers points n’ont été observés que deux fois, 
et M. Kaufmann fait observer que l’on est porté, aux extrémités de 
la courbe ot lintensité est faible, a pointer le prolongement, c’est- 
a-dire la tangente, d’ot résulte une valeur trop faible de y’. Ces 
deux considérations suffiraient a expliquer les erreurs de la qua- 
trieme colonne. Or, dans cette courbe (17), le point critique est, 
non la vitesse de la lumiére c, mais la vitesse relative maximale 
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2c de deux rayons lumineux dans un méme systeme rigide, ce qui 
n’aurait rien de surprenant dans une théorie qui ne considérerait 
que les vitesses relatives. 

La déviation magnétique 2’ est nulle en ce point, mais non la 
déviation électrique, qui est égale a peu prés a la moitié de la lar- 
geur (0,03) de la courbe. 

On voit combien est large le champ qui reste aux hypotheses. 

Remarquons en terminant que la vitesse joue simplement le 
role de paramétre, et se détermine pour chaque point de la courbe 
au moyen des valeurs observées de y et de z; le résultat est diffé- 
rent selon la théorie adoptée, et l’on peut évidemment representer 
d’une infinité de maniéres une courbe donnée par un paramétre. 
Il en serait autrement si des expériences directes et précises, telles 
que celles qu’ont exécutées, au moyen d’oscillations hertziennes, 
MM. Des Coudres et Wiechert pour les rayons cathodiques, don- 
naient une détermination directe de »; mais de telles expériences 
ne semblent pas réalisables. 

Les expériences de M. Kaufmann s’interpretent donc égale- 
ment en modifiant les lois actuelles de lV Electrodynamique de 
maniére a supprimer le mouvement absolu et arendre la masse 
électrodynamique constante. On ne pourra plus, des lors, con- 
clure de ces expériences que la masse des électrons est d’origine 
électromagnétique ; mais cela restera possible et l’unité des forces 
physiques gagne a cette hypothése. Quelle que soit d’ailleurs la 
théorie adoplée, ces expériences y joueront un réle tres impor- 
tant. 


§ 9. — LE MOUVEMENT ABSOLU. 


En placant a la base de l’Electrodynamique et de POptique l’hy- 
pothése de l’éther, on introduit nécessairement, au moins pour la 
propagation de la lumiére et des actions électriques, un systéme 
de coordonnées indépendant de la matiére au sens ordinaire. On 
devrait done s’attendre, et l’on s'est, en effet, attendu longtemps, 
a une influence du mouvement absolw ou mouvement par rapport 
a cet éther supposé. On sait que lexpérience a toujours été néga- 
tive. La théorie de M. Lorentz rend compte de ce résultat lors- 
qu’on considére les termes du premier ordre ; mais les expériences 
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de Michelson et Morley, puis de Trouton et Noble et de Lord Ray- 
leigh, qui auraient dd mettre en évidence des effets du second 
ordre, ont, contrairement a la théorie, donné également des résul- 
tats négatifs. MM. Lorentz et Fitzgerald ont alors admis que tous 

1 


2 


les corps éprouvent une contraction dans le rapport (1-5) ; 
dans le sens de leur vitesse »; on rend ainsi compte des effets 
négatifs observés ('). Pour expliquercette contraction, M. Lorentz 
rappelle que, d’aprés sa théorie, lorsqu’un systeme de charges 
électriques 5, au repos est en équilibre, ce méme systéme, lors- 
qu’on le suppose animé d’un mouvement de translation uniforme ¢, 
sera encore en équilibre si l’on modifie ses dimensions dans le 
rapport indiqué. Si donc les actions moléculaires suivent la loi des 
actions électrostatiques, et si l’on peut faire abstraction du mouve- 
ment moléculaire, les molécules d’un corps solide devant néces- 
sairement prendre la position d’équilibre, la contraction admise 
aura bien lieu. 

L est évident que cette hypothése bouleverse nos notions sur les 
solides. L’invariabilité de certains corps lorsqu’on les transporte 
dun lieu en un autre, qu’on change leur orientation ou leur 
vitesse, nous donne la définition expérimentale de la distance et 
des autres grandeurs géométriques. Les corps dont nous nous ser- 
vons participant nécessairement au mouvement de la Terre, il 
existera toujours une infinité de déplacements et de rotations qui 
changeront leurs dimensions ; et comme précisément nous n’avons 
aucun moyen de déterminer le mouvement absolu qui seul entre 
en jeu ici, ces déformations resteront absolument inconnues. 
Comment définir physiquement la longueur vrave d’un corps? 
L’affirmation de la réalité de cette contraction a-t-elle un sens? 
Il résulte des recherches de M. Einstein, sur lesquelles nous re- 
viendrons plus loin, que la réponse est négative. 

La question de stabilité donne lieu a une seconde objection. 


(1) M. Planck a montré que, si l’on admet que la densité de I'éther a la surface 
de la Terre estau moins 50000 fois plus grande que dans les milieux interplané- 
taires, sans qu'il en résulte un changement appréciable dans ses propriétés, on 
peut concilier la théorie de l’aberration avec l’hypothése que l’éther est entrainé 
dans le mouvement de la Terre (voir Lorentz, Enzyklop. Math. Wiss.,t. V, 
art. 13, p. 104). Ce serait la une propriété bien étrange de |’éther. 
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Un systeme de charges électriques soumis uniquement aux 
forces électrostatiques n’est jamais en équilibre stable. Cela 
est évident lorsque la seule restriction imposée est la conserva- 
tion de lélectricité : en changeant toutes les dimensions du 
systéme dans le rapport de 141+ e, les charges déléments de 
volume correspondants étant égales, on aura exécuté une défor- 
mation compatible avec les conditions du systeme ; Vénergie tom- 


1 \iéme Siew: cae wa 
bera au ( mn -) de sa valeur primitive: | équilibre n’était done 
pas stable. La sphére, par exemple, est pour un électron déformable 
une figure d’équilibre instable, et cela méme si l'on suppose avec 
MM. Bucherer et Langevin que son volume est invariable ('); @ 
fortiori, lorsque, comme dans Vhypothése de M. Lorentz, cette 
restriction n'existe pas. Pour obtenir un corps solide, il faut done 
ajouter des forces d’un caractére tres différent de celui des forces 
électrostatiques, ou des liaisons autres que Vincompressibilité, ou 
enfin des mouvements tourbillonnaires, donnant un équilibre 
dynamique. Mais dans tous ces cas Vexplication de M. Lorentz 
ne s' applique plus, en sorte que cette explication ne me semble 
pas acceptable. 

M. Poincaré a enfin objecté a cette hypothése d’étre incomplete ; 
de nouvelles expériences pourraient mettre en évidence de nou- 
veaux termes, et il faudrait des hypothéses nouvelles si, comme on 
doit s’y attendre, le résultat est négatif. La question de Pélimina- 
tion compléte du mouvement absolu était ainsi posée, et elle a été 
traitée par MM. Lorentz (7), Poincaré (*) et Einstein (*). 

Il nest alors plus permis de considérer comme échappant a 
Vexpérience la différence entre le « temps local » et le « temps 
vrai», ce qui était un point essentiel lorsqu’on se contentait d’ex- 
pliquer les effets négatifs observés Jusqu’ict et quelques autres 
analogues. Pour nous en rendre compte, considérons deux points 
A, B qui se meuvent avec une vitesse absolue constante ¢ dans la 
direcuon AB. Une onde lumineuse, partie a Pinstant ¢ de A, arri- 


(1) Gest ce qu’a fait observer M. Ehrenfest (Physik. Zeitschr., t. VII, 1906, 
p. 302) : pour la gravitation, l’équilibre serait stable; mais, en changeant les at- 
tractions en répulsions, l’énergie change de signe, l’équilibre devient instable. 

(*) Amsterdam Proceedings, 1903-1904, p. 809. 

(*) Comptes rendus,t. CXL, 1903, p. 1504. 

(*) Ann. der Physik., t. XVII, 1905, p. 891. 
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vera en B 4 Vinstant ¢’ ; elle aura 4 parcourir]’espace AB+ (t—¢') 
avec la vitesse c; on a donc 
INI BY SE (i AN AB 


t— t= —____— ou se 
Cc c—? 


. 


La durée de transmission dépendra de y, et ses changements com- 
portent un terme du premier ordre — AB “ la correction étant 
précisément (aux termes d’ordre supérieur prés) celle qu'il faut 
appliquer au temps vrat pour obtenirle temps local. M. Lorentz (') 
a montré que, pour les phénomeénes terrestres, cette correction est 
sans influence aucune. En particulier, pour déterminer directement 
la vitesse de la lumiére, on est obligé de lui faire parcourir un 
chemin fermé qui la raméne au point de départ; les termes du 
premier ordre s’éliminent alors. Ainsi, dans l’exemple considéré, 
si Vonde émise par A est réfléchie en B, elle arrivera en A aprés 
un temps 


gaoe AB f a Ja (42S +...). 
\eE—v C+” c 


Mats il en sera autrement pour les phénoménes astrono- 
miques : dans la détermination de la vitesse de la lumiére par 
des occultations de satellites on n'utilise pas unchemin fermé ; 
dés lors, la perturbation qu apporterait dans le retard observé 
Uhypothése dune translation d’ensemble du systéme solaire 
par rapport a Véther serait du premier ordre et dune gran- 
deur observable. 

En effet, le retard d'une occultation peut atteindre © (ou d est 


le diamétre de l’orbite terrestre ), c’est-a-dire environ 1 000 secon- 
des. Une vitesse absolue du systéme solaire (vitesse qui n’a rien 
de commun avec son mouvement par rapport aux étoiles fixes les 


plus rapprochées) égale a 30%" par seconde dans le plan de l’éclip- 
: 4 ; ; 30 
tique aménerait une correction de 1000 FoF =O! seconde pour 


le retard maximum observé, correction qui changerait de signe 
suivant la position relative de la Terre et du satellite par rapport 
a la direction de translation; les diflérences systématiques pour un 


(1) Versuche einer Theorie, etc,, p. 82 et suivantes. 
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long systéme d’observations atteindraient donc 0,2 seconde, quantilé 
qui est de l’ordre de celles qu’on observe en Astronomie ('). 

Si done on ne veut pas admettre que la vitesse de la lumiere 
dépend de celle des corps qui |’émettent et est purement relative, 
comme toutes les vitesses (et l'image éther empéche seule de trer 
du principe de relativité cette conséquence si naturelle), ¢/ faudra 
modifier la définition du temps. 

M. Lorentz a énoncé les hypothéses qui permettraient de 
donner aux équations d’un systeme entrainé, ainsi que les axes de 
coordonnées, dans un mouvement uniforme ¢ de translation paral- 
léle a axe des x, la méme forme que dans le cas du repos. Il 
admet que toutes les masses sont fonctions de la vitesse, abandon- 
nant ainsi le principe de la conservation de la masse (*). Il faut 
aussi, comme nous l’avons exposé, supprimer la notion de corps 
solide et introduire une définition nouvelle du temps; ce sera la 
variable 


qui jouera le réle du temps dans les équations. 

Le temps ainsi défini ne satisfait presque a aucun des axiomes 
imposés a la notion de temps dans le sens ordinaire. Deux événe- 
ments simultanés pour un observateur A, mais ayant lieu en des 
points différents, ne sont plus simultanés pour un second observa- 
teur B en mouvement par rapport au premier: da stmultanéité 
devient une notion relative. 

Deux temps égaux pour Vobservateur A ne le seront pas 
pour B. 


(‘) En supposant les lois de la gravitation modifiées par le mouvement comme 
les lois de l'Electrodynamique, les corrections ne seraient que du second ordre 
et ne pourraient annuler ce terme du premier ordre. 

(7) Le mot masse n’a, dans les théories de MM. Lorentz, Poincaré et Einstein, 
plus de signification précise : le nombre qui la représente dépend du mouve- 
ment du systéme de coordonnées, mouvement qui reste absolument arbitraire. 


Mais la force dépend aussi de ce mouvement, et ce ne sont pas les deux membres 
de l’équation 


mais bien Jeur rapport seul qui reste invariable quand on change ce mouvement. 
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La régle du parallélogramme des vitesses nest quappro- 
chée : ainsi, ¢ et v! étant les vitesses de deux corps qui se meuyent 
en sens inverses, par rapport & un premier sysltéme de coor- 
données, la vitesse relative du premier par rapport au second, 
c’est-a-dire celle qu’observerait un observateur entrainé dans le 
mouvement du second, n’est pas » — ¢’, mais 


elle restera constamment inférieure @ la vitesse de la lumiére. 
Pour deux rayons 8 émis en sens inverses par un grain de radium, 
chacun avec une vitesse de 2500004" par seconde, la vitesse 
relative sera non 500 000k™, mais 294 000%" par seconde. 

Les mots « vitesse », « temps », etc. ont done acquis une 
signification bien différente de celle qwils ont habituellement, 
et nont plus qwun sens tout relatif. 

Léther, dans cette Cinématique nouvelle, ne jouera plus aucun 
role, puisqu’il ne nous fournit méme plus de systéme de coordon- 
nées absolues. Mais cette conception nous aura obligés a remplacer 
les axiomes simples de la conservation de la masse, de l’invaria- 
bilité des solides, du parallélogramme des vitesses, etc., axiomes 
qu il ne faudrait, semble-t-il, abandonner qu’en dernier lieu, par 
des relations compliquées qui présentent a imagination des diffi- 
cultés trés considérables (analogues a celles qu’offrent, par exemple, 
des espaces courbes a trois dimensions), et que nous ne pouvons 
traiter rigoureusement, en général, que par des considérations 
analytiques. Il faut ajouter que cette théorie n’a été présentée par 
M. Lorentz que sous toutes réserves. 

M. Einstein (/oc. cit.) a présenté les mémes résultats sous une 
forme différente. Il admet a priori, pour la vitesse de la lumiére, 
une loi qui comporte naturellement une large part d’arbi- 
traire ; la comparaison avec celle que nous adopterons dans la 
seconde Partie de ce Mémoire le montrera suffisamment. Elle con- 
duit, avec le principe de relativité, & une définition de la simu/- 
tanéité de deux événements en des points différents, dont il fait 
une notion relative, et plus généralement de la Cinématique nou- 
velle dont il vient d’étre question. La simultanéité entrant dans la 
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définition de lalongueur d’un corps mobile par rapport aux reperes 
fixes d’un metre étalon (puisqu’il s’agira de pointer simultané- 
ment les deux extrémités du corps, sinon celui-ci se déplacerait 
dans l’interyalle), ce corps semblera d’une longueur différente a 
un observateur au repos, selon sa vitesse plus ou moins grande 
(bien que sa longueur vraie soit restée invariable). On évite ainsi 
les contractions admises par M. Lorentz, ou plutét, on voit que 
leur réalité n’est qu'une question de définition. 

M. Einstein vérifie que les équations de Lorentz sont ains! ren- 
dues indépendantes du mouvement absolu, et que la loi admise 
par lui pour la propagation de la lumiére est bien en harmonie 
‘ avec les équations. Celles-ci, dans la mesure ot elles €noncent 
cette loi de propagation, deviennent ainsi superflues; de plus, le 
raisonnement ne démontre nullement, comme l’ont cru quelques 
auteurs, que ces transformations soient le seul groupe qui laisse 
invariantes les équations de Lorentz; ce probleme reléve plutot 
des méthodes de M. Poincaré (loc. cit.). 

M. Bucherer (') a été amené, par des considérations sur la rela- 
tivité des mouvements, a abandonner la notion d’éther: « Les 
équations de Lorentz devront toujours étre appliquées en suppo- 
sant le systeme de coordonnées au repos par rapport au point P 
dont on étudie le mouvement. » M. Bucherer ne considére que le 
cas de mouvements uniformes ; l’action d’un électron animé d’une 
vitesse relative w=! —¢ par rapport a P sera, d’aprés la for- 


mule (13) (ot l’on pose ¢’ = u, ¢= 0), donnée par la formule 
! 2 Q % 
ee cospxr u*— IUp 
le cece? (14 TS), | reso 
e2 2c 


Pour deux courants fermés, on vérifie facilement (vor seconde 
Partie) que les termes proportionnels a ve’ seuls jouent un role, & 
exclusion des accélérations que nous n’avons pas prises en consi- 
dération, et des termes en 2, v’?: c’est d’ailleurs ce qui doit arri- 
ver si lintensité de Ja force est proportionnelle au produit des 
intensités des courants. L’action de deux éléments de courant |’un 
sur l’autre sera dés lors 


wu ds ds' 


9 


cos(p, #)[— cos(ds, ds’) +-3cos(e, ds) cos(p, ds’)}. 


> 


(1) Physik. Zeitschr., t. VII, 1906, p. 553. 
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Les hypothéses d’Ampére sont vérifiées : l’action est paralléle a 
la ligne de jonction e des éléments; mais la parenthése devrait 
étre 
— 2co0s(ds, ds’) + 3cos(o, ds) cos(p, ds’). 


L’hypothése de M. Bucherer est donc inconciliable avec les 
lots des courants fermés. 

Cela tient a ce que la notion de champ cesse d’y étre applicable. 

Nous sommes donc ramenés aux hypothéses si compliquées qui 
ont été exposées. Remarquons, en terminant, que ces complica- 
tions interviennent non seulement aux grandes vitesses, mais aussi 
dans l’expérience de Fizeau sur l’entrainement des ondes, par 
exemple. En effet, d’aprés le principe de relativité, un observateur 
entrainé dans le mouvement de translation d’un corps transparent 
trouvera, pour la vitesse de propagation des ondes dans ce milieu, 
la méme valeur que s’il était au repos (la période étant supposée la 
méme, ou la dispersion négligeable). On en conclurait, dans la 
Cinématique ordinaire, que les ondes sont totalement entrainées 
par la matiere. Il n’en est rien, le terme vitesse a un sens nou- 
veau, et, en réalité, la démonstration de Lorentz continue a s’ap- 
pliquer ; on retrouve le coefficient de Fresnel. 


§ 10. — RésumME eT CONCLUSIONS. 


On sait que l’éther n’a été, d’abord, qu’undes nombreux fluides 
de la Physique; mais, les expériences nouvelles ayant montré a 
Fresnel que Jes ondes lumineuses étaient transversales, il fallut en 
faire un corps analogue aux solides élastiques. Mais alors, com- 
ment les autres corps peuvent-ils se mouvoir a travers lui sans 
éprouyer aucune résistance appréciable? La question était d’autant 
plus difficile que le probleme de l’aberration obligeait 4 admettre 
que l’éther ne participe pas au mouvement de translation de la 
Terre, en sorte que tous les corps sont constamment traversés par 


un courant d’éther de 30*™ 


a la seconde, dont l’effet est nul, mal- 
eré la rigidité de l’éther. Il faut ajouter que |’élasucité de ce corps 
est bien singuliére, puisque sa résistance a la compression serait 
nulle, ce qui ne saurait arriver pour un solide fini. On peut, il est 


vrai, recourir a |’élasticité rotationnelle de Lord Kelvin, en ayant 
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soin de ne pas tenir compte de la perturbation qu’apporterait dans 
ce mécanisme ingénieux le passage brutal d’un corps animé d’une 
vitesse de 30‘™ par seconde. 

Les difficultés ont augmenté lorsque, l’identité de la lumiére et 
des oscillations électriques étant démontrée, ilfallut étendre ce sys- 
téme d’explications a VElectromagnétisme tout entier; M. Poin- 
caré (') a exposé quelques-unes des étrangetés auxquelles on est 
ainsi conduit. D’ailleurs l’expérience se refusait a accorder a l’éther 
cette propriété primordiale des corps: le mouvement. Les expé- 
riences de Fizeau (interprétées par Lorentz), de Lodge et d’autres 
concordaient dans leurs résultats négatifs : ’éther n’est entrainé nl 
par le mouvement de la matiére, ni par celui des corps électrisés 
ou magnétisés, ni par les courants, etc. L’hypothése méme de tels 
mouvements ne permit pas d’obtenir une explication mécanique 
de PElectrodynamique. On se résigna a admettre le repos absolu 
de l’éther; Vhypothése d’une compénétration compléte permit 
déviter la difficulté relative au mouvement des corps a travers 
V’éther. Celui-ci est devenu ce que M. Drude appelle un « espace 
physique » ; il est le siége de l’énergie électrique et magnétique, 
et des polarisations ; il fournit un systeme de coordonnées indé- 
pendant de toute matiére, et auquel doivent étre rapportées les 
équations de Maxwell et Lorentz. 

Crest déja beaucoup d’abstraction. Cela nen est pas encore 
assez. En effet, d’aprés ces vues, |’éther pourrait encore étre le 
siege de phénoménes indépendants de la matiére, et ainsi mani- 
fester son existence. Il n’en est rien; et, pour l’expliquer, il fallut 
une nouvelle hypothése, écartant toute onde qui ne divergerait 
pas d’un élément de volume matériel. Le réle de Véther est encore 
réduit. On a vu que, dés lors, on peut laisser compléetement de 
cété la notion de champ et la considération de ce qui se passe dans 
V’éther, et s’en tenir aux actions élémentaires des charges les unes 
sur les autres (exactement comme dans les anciennes théories de 
Gauss, Weber, Riemann et Clausius, mais avec un temps de trans- 
mission fini). On exprime ainsi les mémes faits, mais en y com- 
prenant Vhypothése sur la divergence des ondes et Virréversibilité 


(1) Blectricité et Optique, 2° édition : A propos de la théorie de Larmor, 
p-. 577 et suivantes. 
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qui en est la conséquence, et que les équations aux dérivées par- 
elles sont impuissantes 4 exprimer. L’éther est devenu un sys- 
teme de coordonnées absolues, une abstraction mathématique ; les 
équations aux dérivées partielles, une construction mentale inter- 
médiaire qui, toutefois, ne se suffit pas a elle-méme. 

Enfin, ce fantéme d’éther lui-méme n’a pas supporté le contréle 
de Vexpérience. Il semble bien acquis qu’on ne peut mettre en 
évidence le mouvement absolu. On a yu a quelles hypothéses, bou- 
leversant tous les principes de la Physique, il faut avoir recours 
pour rendre compte de ce résultat. La seule conclusion qui, dés 
lors, me semble possible, c’est que U’éther n’existe pas, ou plus 
exactement, qui faut renoncer a se servir de cette image; que 
le mouvement de la lumiére est un mouvement relatif comme 
tous les autres, que les vitesses relatives seules ouent un réle 
dans les lois de lanature ; enfin, qwil faut renoncer aux équa- 
tions aux dérivées partielles et ala notion de champ, dans la 
mesure ow cette notion introduit le mouvement absolu. 

Comme je l’ai dit dans l’Introduction, cette conclusion, trop 
purement négative, a besoin de deux compléments : une image 
simple pour le nouveau mode de mouvement de la lumiere ; la 
démonstration qu’une théorie satisfaisant 4 ces principes est pos- 
sible. 

L’habitude que nous avons de « substantialiser », si ]’ose m’ex- 
primer ainsi, habitude a laquelle on doit les anciens fluides calo- 
rique, magnétique, etc., et le nouveau fluide énergie, rend, en 
effet, indispensable Vintroduction d’une image qui nous rende 
compte de ce que sont devenues la lumiere et les forces électriques 
lorsque, ayant quitté un corps, elles n’agissent pas encore sur un 
autre. Une théorie qui n’admettrait pas une telle image serait con- 
sidérée par beaucoup comme introduisant des actions a distance 
simplement retardées. De plus, comme I’a fait remarquer M. Poin- 
caré (Science et Hypothése, p. 199), etc’est une des raisons qu’on 
peut invoquer en faveur de [existence de l’éther, la Mécanique 
veut que l’état d’un systéme ne dépende que des états immédiate- 
ment antérieurs ; il n’en serait plus ainsi si l’on supprimait tout 
intermédiaire. A vrai dire, on ne sauve ainsi qu’une convention, 
qui n’a peut-étre pas une utilité extréme. On a vu qu’on ne peut 
pas se donner arbitrairement!’état initial de l’éther, qui doit satis- 


R. 24 
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faire aux formules des potentiels retardés: c’est-a-dire que la con- 
sidération du systeme pendant un temps fini n’est pas évitée effec- 
tivement. D’autre part, la pression qu’exerce la lumiere sur un 
miroir, méme dans le vide, par exemple, au contraire a Végalité 
de l’action et de la réaction appliquée a la matiere seule. Il faudra 
done « substantialiser » ’énergie rayonnante pour sauver ce prin- 
cipe et celui de la conservation de l’énergie lorsqu’il s’agit d'un 
corps dont le rayonnement ne rencontre pas d’obstacle matériel 
dans certaines directions, et dont l’énergie ne peut, par consé- 
quent, jamais et par aucun moyen étre récupérée en entier. Ces 
principes seront alors, en partie du moins, devenus des conven- 
tions, mais pour le plus grand avantage de économie de notre 
penseée. 


DEUXIEME PARTIE. 


S$ 1. — ConsIDERATIONS GENERALES. PROPAGATION DES FORCES. 


Dans cette deuxiéme Partie, je me propose d’étudier la formule 
des actions élémentaires, a laquelle, comme on l’a vu, se réduit en 
derniére analyse la théorie mathématique de Lorentz, et de mon- 
trer qu’on en peut éliminer le mouvement absolu et qu’on peut la 
généraliser considérablement sans cesser d’étre en accord avec 
Vexpérience. J’adopterai sans changement les hypotheses phy- 
siques de M. Lorentz : nature de l’électricité, du courant de 
conduction, des diélectriques, etc., et spécialement le principe de 
superposition, qui énonce l’indépendance complete des effets des 
diverses charges qui composent un systéme ('). 

Pour cela, je serai obligé de proposer pour la propagation des 
actions électrodynamiques une image nouvelle ; mais, ainsi quila 
été dit dans l’Introduction, je n’en tirerai pas toutes les consé- 
quences, ne me proposant ici qu'une ceuvre de critique. 

Une premiére conséquence du principe de relativité est immé- 
diate. Dans la théorie de l’éther, un point matériel P au repos par 


(*) A cause des mouvements de l’éther pur, ce principe n’est pas rigoureu- 
sement vrai dans la théorie de Hertz, et il y a certainement des réserves a faire 
a son sujet. 
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rapport a ce milieu pourra émettre des ondes d’une vitesse radiale 
constante et qui formeront 4 chaque instant un systéme de sphéres 
ayant P pour centre. Si P est animé d’un mouvement de transla- 
tion, les sphéres, au contraire, deviendront excentriques, chacune 
gardant son centre au point P, de l’éther qui coincidait avec P a 
Pinstant de ’émission. D’aprés le principe de la relativité, au con- 
traire, si le mouvement de translation est uniforme, les sphéres 
devront rester concentriques, comme au repos, et le centre sera 
toujours P. Lorsque le mouvement ne sera plus uniforme, le prin- 
cipe ne suffira plus 4 déterminer le mouvement des ondes. 

Deux maniéres de se représenter les phénoménes, deux images 
distinctes, ont successivement régné en Optique: celle de l’émis- 
sion (lalumiére se meut) et celle de l’éther (la lumiére se pro- 
page) ('). La seconde introduit le mouvement absolu, tandis que 
la premiére conduit pour le mouvement de la lumiére dans le vide 
exactement a la loi qu’exige le principe de relativité : les particules 
lumineuses expulsées en tous sens a l’instant ¢ se meuvent avec 
une vitesse radiale constante et remplissent constamment une 
sphere dont le centre est animé du mouvement de translation 
w guavatt P a Vinstant de Vémission ; st w est constant, ce 
centre continuera donc de coincider avec P. 

C’est cette image fondamentale seule que nous emprunterons a 
la théorie de |’émission. Inutile d’ajouter que ces particules doivent 
étre considérées uniquement comme une fiction, d’ailleurs com- 
mode, et quia l’avantage de nous conduire, comme on vient de le 
voir, 4 énoncer pour la vitesse de la lumiére dans le vide une lo 
précise méme lorsque la vitesse de P est variable et que le principe 
de relativité ne suffit plus. La vitesse de la lumiére dépend donc de 
celle que posséde le corps qui l’émet au moment de |’émission; a 
partir de cet instant, la vitesse des particules reste invariable, quel 


(1) Selon les signes sensibles par lesquels on définit Videntité d’une particule , 
dun corps continu avec elle-méme pendant le mouvement, celui-ci sera dit 
« mouvement réel » ou « mouvement de propagation ». Ces signes sensibles 
faisant défaut pour la lumiére, on ne yoit aucune différence réedle de sens entre 
ces énoncés : « La lumiére est projetée » et « la lumiére se propage ». Il n’y a 
qu’une différence de langage, ou, ce qui revient au méme, une différence dans 
Vimage sensible que nous éyoquons pour nous rendre compte de nos sensations. 
Les conséquences que nous tirons de ces images sont seules différentes, et c’est 
leur simplicité qui déterminera le choix. 
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que soit le mouvement ultérieur de P, méme lorsque les par- 
ticules traversent des corps pondérables ou des charges élec- 
triques. J’ai dit dans V[ntroduction que cette hypothése n'est 
que provisoire ; elle est exigée par le principe de superposition, et 
contraire a celui de action et de la réaction; mais l’avantage de 
serrer d’aussi prés que possible les hypothéses correspondantes 
de M. Lorentz doit la faire préférer pour le but que je me pro- 
pose ici. 

Nous admettrons de plus que l’action de P sur un corps P’ ne 
dépendra que de la vitesse, de la disposition, etc., des particules 
émises par P et ayant atteint P’a Pinstant considéré. 

On pourrait chercher a rendre compte des phénomenes au 
moyen d’actions mécaniques exercées par ces particules, mais les 
difficultés auxquelles on est conduit ainsi m’ont paru insurmon- 
tables. Au lieu de chercher, par des « masses invisibles », des 
« liaisons », etc., a conserver le schéma de la Mécanique classique, 
jai préféré réduire dans la mesure du possible les hypothéses a 
faire, méthode dont les avantages, au point de vue de la logique et 
de la clarté, compensent certainement ceux que présentent les 
« analogies mécaniques » de Maxwell. On verra d’ailleurs que la 
masse mécanique peut se déduire, comme dans la théorie de 
M. Lorentz, d’actions purement électriques, et que, d’autre part, 
la théorie est applicable a la gravitation, et, peut-étre, aux actions 
moléculaires: elle engloberait done la mécanique classique, et 
ferait découler l’énergie cinétique et l’énergie potentielle d'une 
méme source. Dans ces conditions, il est plus satisfaisant, au 
point de vue logique, de ne faire usage dans les hypothéses fonda- 
mentales que de considérations cinématiques ne comportant que 
les notions de temps, d’espace et de charge électrique. 

Padmettrai donc que tout point électrisé émet a chaque instant 
et dans toutes les directions des particules fictives infintment petites, 
aninées d’une méme vitesse radiale c al’origine, et conservant leur 
mouvement uniforme quels que soient les corps quelles ren- 
contrent ('); Pensemble des particules émises 4 l instant ¢’ par un 


(1) La théorie moderne de la dispersion et la théorie de Lorentz font cette 
méme hypothése; le changement de vitesse de la lumiére dans les divers milieux 
apparait alors comme le résultat d’interférences et de phénomeénes de résonance 
complexes. 
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point mobile P’ de coordonnées x’, y’, z', fonctions de ¢’, formera 
a chaque instant postérveur ¢ une sphére de rayon’ 


(Tt) P= ¢c(t— ), 
Le centre de cette sphére, qui continue a se mouvoir avec la 
vitesse ¢/ = ¢(¢') qu’avait P’ a Vinstant ¢’, a pour coordonnées 
a(t)+(t—t)o.(t), p+(t—t')oy, 2+ (¢—7')e}. 
L’équation de la sphére sera donc 
(If) rP=[x#—ax2’—(t—t')oL)? 


Pere east era seats re (hE oF 


Si x’, y’, s’ sont des fonctions connues de ¢, on déduira de ces 
deux équations instant d’émission ¢’ d’une onde qui atteint un 
point P donné, de coordonnées x, vy, Zz, a instant ¢, ou, ce qui, 
d’aprés (1), revient au méme, le rayon r de la sphere qu’elle forme 
a cet instant et qui est donné par 


aa d rs r , Se 2 
(IT) i E v(t 2) aoe (¢ “| 


Dans la théorie de Lorentz, et en choisissant un systeme de coor- 
données immobile par rapport a l’éther, on aurait, au contraire, 
les équations sutyantes : 


: 7 R\ |2 
(TTL) e(¢— v= R2= |e>—2" («— 5) 


L’hypothése nouvelle introduit une symétrie complete forsque 
les deux points P, P' sont animés chacun dune vitesse unt- 
forme: r sera, dans ce cas, la distance réelle des deux points a 
Vinstant t; deux ondes émises simultanément par P’ et P arrive- 
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ront simultanément en P et P’. I] n’en est pas ainsi dans la théorie 
de Lorentz, et la conséquence en sera que, dans le cas d’un mou- 
vement sensiblement uniforme, ot le rayonnement est, par consé- 
quent, nul, notre théorie conduira a l’égalité de l’action et de la 
réaction, ce qui n’est pas le cas dans la théorie de Lorentz. Ce 
n’est que lorsqu’il n’y a plus cette identité des instants d’émission 
que ce principe devra étre modifié, ce qui, d’ailleurs, se concoit 
aisément. , 

Remarquons encore que, si P’ est animé d’un mouvement oscil- 
latoire et sila distance PP’ est suffisamment grande, i] se pourra 
que des ondes parties en des instants ¢, ¢,, -.., ou la vitesse P’ 
avait des valeurs différentes ¢|, #5), ..-, arrivent simultanément en 
P par suite de la différence de leurs vitesses de propagation ; pra- 
luquement, ce cas ne se présentera qu’en Optique. Dans la théorie 
de Lorentz, il faut que P’ prenne a certains instants une vitesse 
supérieure a celle de la lumiére pour qu'un phénoméne analogue 
se produise. 


do(t)’ yp ge Meee 
reas rere ys Wz, V,= a, we Wy 


rations des points xy, z'y'z'; soient de plus 


Soremtaco == w. les aceélé- 


(1) lig = Oy (t)— v(t’), Uy = Py— Py, uz,=0;— ef 

les composantes de la vitesse relative du point P(2, y, =) et du 
centre C de Ja sphere émise par P’ et atteignant P en ¢: si le mou- 
vement de P’ est uniforme, ce sera simplement la vitesse relative 


de P et P’. 


Le vecteur 7, dont les composantes sont 


; ’ i an ¥ . 
(2) ry = 2—2 (e—2)— fen (e—2), 
c C.> oy 


‘= V 3! a yf 
y= Lay ne 


est, on l’a vu, la droite qui joint a P le point P, ot se trouverait P’ 
si sa vitesse était restée constante en grandeur et en direction de- 
puis linstant d’émission 
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ce vecteur est dirigé de P| vers P, et l’on a 
ry=—=P7cos(?r, 7), 


La vitesse relative U des particules émises par P’, par rapport a 
P, a pour composantes 


Uz = ccos(rz) + v4,— ey, Uy = ¢ cos(ry)+ 0) — by, U 
son carré est 
U?= Uz + U? + U2 = ce? — 20eu,+ u?; 
sa projecuon sur 7 est 
\ U,= cos(ra) Ux+ cos(ry) Uy+ cos(rz) Uz= ¢ — u,, 


(3) ‘ Wh ee Whe Hele 
| Wp. = = 
; 


La position et le mouvement relatifs de la sphere et du point P 
sont d’ailleurs déterminés lorsqu’on se donne r, uw, et wu? ou, ce 
qui revient au méme, 7, U, et U?; il n’existe pas de combinaison 
des vecteurs 7, uw, indépendante de la position absolue dans |’es- 
pace, qui ne s’exprime par ces trois quantités. 

On peut remarquer que, pour un observateur placé en P et par- 
ticipant au mouvement de ce point, le rapport de la distance nor- 
male de deux positions successives de la sphére, divisé par le temps 
dt, c est-a-dire ce qui correspond a la vitesse de propagation de 
Yonde pour cet observateur, est précisément U,. 

Enfin, si Von admet que le nombre de particules émises par un 
centre chargé dans le temps d¢' est proportionnel a sa charge e’ et 
a dt’, le nombre de particules situées dans un élément de surface 
dS de la sphére sera indépendant de la position de cet élément et 
proportionnel a a Si deux sphéres émises en ¢' et ¢' +-dt' se 
trouvent a la distance normale dn au point xyz et a linstant ¢, on 
aura 


dt! ot’ ( re ot ren i ( . ] 
= — cos(r@7 OS ae: Sree GCM (ay ee an 
Ox ) oy PY Os 


ot! 
—} e dn. 
On } t=const. 
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Le nombre de particules comprises dans élément de volume 


z ‘ é PEC nO. 2 se 
dS dn est donc proportionnel a S 5 in dS, et la densité D est 
t ot’ 


e' ot o ; ; 
— ea— —>» en désignant par — ea le facteur universel de propor- 
2 on 5 


rT 


tionnalité. Comme r=c(¢—¢’), on a done enfin 


2 


r2 on Pr 


ae’ or ae’ {or i: or ose eae or ee 
Fe as Phe a Fa ce . 
L’équation (I) définit 7 en fonction implicite des variables x, 


y, 3, ¢, quand le mouvement de P’ est donné. On a, en la diffé- 


rentiant, 
or ae ip oe ; ; or 
P= = Pe (ee ete ee 
Ox RE ae a saeidel 
cos( y+ ee 
wa Py Oe oe 
: C2 "On 
dou 
F or COS( 7s.) or 
(a) a ake —— Stas e . 
Ox TW), Oy 
I— 
=) 
en sorte qu’il vient 
: or I ae’ 
(5) Se SS) De SSS SSS 
on re), 2 TW), 
i —— —— Y jane So ) 
G? c 


et, de méme, a des termes d’ordre supérieur prés, 


GO) Ta ( : 
en COSTS ut Pe 
0x D ; ) # 


Les dérivées de r, D par rapport a x, vy,  introduisent donc les 
accélérations. 

Considérant 2, vy, s comme fonctions de ¢, il faut noter encore 
la formule 


1— lu, 


(6) 
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§ 2. — LA FORCE ELEMENTAIRE. 


On a vu que la théorie de Lorentz s’exprime, en derniére ana- 
lyse, par l’énoncé d’une loi élémentaire d’action entre deux élé- 
ments de volume chargés. Un corpuscule mobile P’(z2’, y’, 3’), 
portant la charge e’, exerce sur un autre P de charge e placé en 2, 
y, 2 une force qui dépend de la vitesse » de ce dernier, de la direc- 


=) 
C— 2 (t—— 
Cc 


R IG 


y : 1 R . 5 . 
par P’a instant ¢’ = ¢ — => etatteignant P aVinstant ¢; enfin, de 


tron cos(R, 7) = .. etdu rayon Rde l’onde émise 


la vitesse o’ et de Paccélération ov’ de P’ en ¢’. On a, le systéme de 
_coordonnées étant au repos par rapport a l’éther, 


ee et) 
pte eta lia red clk 


équation qui définit R en fonction implicite de x, y, 3, ¢ lorsque 


les fonctions 2’ = z'(t'), y’, 3’ sont données. On en conclut 


/ AR _ cosR, 
og re 
[(—- — 
c 
oR OR oR 
i 8 a = lah 
(7) \ on 0x pee aaa oy Ps tag) 
) 
Water eoiieree 
0% OR 
\ hes 


équations analogues a (4) et (5). 

La force élémentaire, dont l’expression a été donnée par 
M. Schwarzschild (‘) pour le cas de deux électrons de diamétre 
négligeable par rapport a leur distance, possede une composante 
paralléle 4 R, une autre paralléle a »’, et une troisiéme a ’, et 


(1) Géttinger Nachrichten, 1903, p. 132 et suivantes. La formule comporte 
certaines restrictions qui sont sans importance ici. 
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Vona ; iy 
| ee’ OR Px Wx 
| Fe= £5 5 [Acos(R, 2) +B +C a | 
| ee’ OR vy Rwy 
Fy = fa oa [hooey] +B + > 
ae (= Px ye fi ide C4 a3") 
' Coe ce» c 
= I ss R02 Wz + Py Wy + P25) 


on aan (= 8) 


Les équations du mouvement sont 
(V2) MO . Bes m; Be), Fj, Mj Wi a, F;., 


la somme étant étendue a tous les électrons, et plus généralement 
d’aprés le principe de d’Alembert, 


(V2) >; (mivn—> Fix) sa+ >) ( mieyi— >) Fiy) Ovi 


x 
>> (mews : Fiz) 02; 0. 


Nous nous proposons, en conservant les équations (V¢) et (V), 
de modifier l’expression de F de maniére 4 en éliminer le mouve- 
ment absolu. Celui-ci y entre explicitement par les vitesses abso- 
lues ¢, ¢’ etimplicitement par la loi de propagation. 

Dans les vues générales exposées plus haut, le principe de l’im- 
possibilité de action a distance s’exprimera par la condition que 
F ne dépende que de la disposition et de la vitesse des particules 
autour de e, c’est-a-dire des vecteurs U, 7 et de D, ainsi que des 
dérivées premiéres de r, D par rapport a x, y, 3. Ces dérivées 
introduisent, comme il a été dit, l’accélération ww’. D’autre part, il 
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est naturel de considérer F comme proportionnelle a la densité D 
des particules pres de e et a la charge e; on pourra donc, exacte- 
ment comme dans la formule de Lorentz, décomposer F suivant 
les directions 7, U, « et écrire | 


Fr= eD[A, cos(r, 7) + By Ux+ Cy, 4], 
Fy = eD[ A; cos(r, y) + B, Uy + C, wy |, 
F 


Les quantités A,, B,, C,, qui sont indépendantes du systéme de 
coordonnées, ne dépendent, par hypothése, que de 7, U2, U,. 
Comme, d’ailleurs, U, = ccosrx — uy et que U?, U, s’expriment 
linéairement par u?, u,, on pourra également écrire 


hy ahh sp 


2 


Fz= é pa: cos(7, 7) + By 


ot Ay, By, Cy sont fonctions de u?, u,;; nous les supposerons indé- 
pendantes de 7. De plus, ces expressions devant contenir les vites- 
ses c, uw sous une forme homogene, on pourra, pour les vitesses 
relatives petites par rapport a celle de la lumiere, écrire (rn, m, p 
étant des exposants convenablement choisis ) 


NOH(CANEL PLL?) t=" GTA Reg = — 
iss Re 


B,= c”(B,+...), 


Gs = cp (Cy +...). 


Bien que cette hypothése ne soit pas indispensable, nous sup- 
poserons que, si l’on change le signe des vitesses, A», Ba, Cy ne 


‘ ene j : : , Up 
changent pas, c’est-a-dire qu’elles sont fonctions paires de 3 


les développements ne contiennent pas de puissances impaires 


Remplacant D par sa valeur (5), et disposant de quelques-uns 
des coefficients Aj, B, C;, nous pourrons enfin écrire Fy sous la 
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forme 
1 2\ e 
ee in 
Fz, = —————_ | cos(7, @ oa 
rd i rw. é VEN c? 
A a Nene 
Wx llr 4 (Ur u? Pw, [Up Wr: 
ae aoe = pe =o = re) eer , 
Gat NGG ee Ce a A\e’ @ 
F,= 
Ae vis 
il Ae : 
RYT) 3—k uw? 3(1—k) u2 wie 
6o=>I1+ eS SS SE SEs ’ 
4 4 cz ct 
k+1 u Te 
Ui 5 i i eer 1 plats 
u u? 
y ae San er ps a Pao =e sey 
\ 


ot! K, a, b:, c¢ sont des coefficients qui resteront arbitraires 
dans U état actuel de Vexpérience ; ce qui implique que 9, by 
sont des fonctions presque inconnues. 

Les termes d’un ordre supérieur au second ne jouent de role que 
dans la pression de la lumiére (qui est du domaine de POptque et, 
par conséquent, ne nous occupera pas) et dans l’étude des rayons 
6 du radium. I n’est pas étonnant, dés lors, qu ils soient mal déter- 
minés. Mais on verra méme que les termes du second ordre, dont 
dépendent les phénomenes électrodynamiques, ne sont pas entié- 
rement déterminés par l’expérience : la quantité K reste arbitraire. 
La formule proposée est done suffisamment générale pour le but 
que nous nous sommes proposé. Elle n’est pas la plus générale, et 
la considération de mouvements rotatoires des électrons serait plus 
simple sous divers rapports. 

Les équations du mouvement seront encore (V) et (V@). Dans 
le cas signalé précédemment ot des ondes émises en des instants 
différents par le méme électron e’ atteignent simultanément ]’élec- 
tron e, il faudra, dans les sommes YF, ..., tenir compte de cha- 
cune de ces actions. 

Pour montrer que la théorie nouvelle rend effectivement compte 
de tous les faits connus du domaine de l’Electrodynamique, je 
considérerai d’abord le cas ott les vitesses et les accélérations sont 
relativement petites ; il en est ainsi, en particulier, pour tous les 
phénomenes appartenant au domaine de l’Electrodynamique clas- 
sique, pour les rayons cathodiques, etc. Ce cas est caractérisé par 
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le fait que l’on peut développer toutes les fonctions de la forme 


tie . . ps \ ti 
ta (¢ — z) qui y jouent un role en séries trés convergentes proce- 
" 3 


, Siae . ie a 
dant suivant les puissances de es el ne prendre que les premiers 


termes. Ce sont la ce que j’appellerai des phénoménes a variation 
lente. 

En second lieu, je considérerai le cas d’accélérations quel- 
conques, avec des vitesses trés petites par rapport ac: c’est celui 
des oscillations hertziennes et, jusqu’a un certain point, de l’Op- 
uque. 

Enfin, lorsque les vitesses sont comparables 4 c, mais que les 
accélérations restent petites, on est conduit aux expériences de 
M. Kaufmann sur les rayons $ du radium. 

Tous les phénoménes électriques observés jusqu’ici appar- 
tiennent a l'une de ces catégories. 

On sait que la loi de la conservation de l’énergie sous sa forme 


classique W = const. n’est plus applicable quand il y a rayonne- 
ment; il faut avoir recours a limage d’un fluide énergie, ou con- 
sidérer énergie yibratoire perdue par un corps lumineux ou un 
excitateur hertzien comme projetée dans l’espace avec la vitesse de 
la lumiére et lui attribuer une guantité de mouvement selon le 
théoréme de M. Poincaré. De la aux idées que nous avons expo- 
sées ici, i] n’y a qu’un pas. Mais, en abordant ce sujet, je dépasse- 
rais le but purement critique que je me suis proposé ici. Je me 
bornerai donc a montrer que les forces et les mouvements, et, par 
conséquent, le travail, sont bien les mémes que l’indique la théorie 
de Maxwell, dans tous les phénoménes observés jusqu’ici ; Ja loi 
de énergie, dans la mesure ou elle a été vérifiée dans ce do- 
maine, en est la conséquence. 

Avec le principe de l’énergie, le principe de la moindre action 
de Maupertuis, qui suppose l’équation de l’énergie sous sa forme 
classique, cesse d’étre vrai en général, de méme que les équations 
canoniques et l’équation aux dérivées partielles d’ Hamilton-Jacobi, 
et rien ne porte a croire que le principe d’Hamilton échappera 4 la 
régle générale. Pour qu'il fit applicable a la formule (VI) il fau- 
drait, comme on le voit sans difficulté, y introduire un terme con- 
tenant l’accélération de e, c’est-a-dire une réaction d inertie dépen- 
dant de la disposition des charges extérieures. La formule de 
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Weber contenait un terme de ce genre et Helmholtz (') a montré 
les conséquences inadmissibles qui en résultent. Pour un électron 
isolé, pour lequel - — 1,8.107 environ, mobile a l’intérieur d’une 
sphére creuse chargée, tout se passe comme si la masse était dimi- 
nuée proportionnellement au potentiel de la sphere, et égale a 
zéro pour 1,5.10% volt (positifs) environ. L’accélération devien- 
drait alors infinie, et l’on voit que l’expérience ne présenterait pas 
trop de difficultés. En Optique, et pour les vibrations spectrales ou 
la réaction d’inertie joue un role essentiel, influence des charges 
électriques des appareils sur les propriétés optiques et la position 
des raies dans le spectre, qui résulterait de Vintroduction d’un 
tel terme, serait absolument contraire a l’expérience. Ce n’est que 
lorsque la fonction de Lagrange dépend linéairement de la vitesse 
y de e, comme c’est le cas dans la théorie de Lorentz (7), que ces 
conséquences sont évitées : mais ceci exige Vintroduction du mou- 
vement absolu. Le principe d’ Hamilton devra donc également 
étre transformé lorsqu’on ne considére que des vitesses rela- 
tives. 

Les équations du mouvement que nous avons écrites sont du 
second ordre, comme celles de la Mécanique; mais, a cause de 


r A ’ : 
Vargument ¢— Fa elles sont, en.méme temps, des équations fonc- 


tionnelles, et cette forme mixte trés compliquée n’est peut-étre 
pas définitive. 


Phénomeénes 4 variation lente. 
§ 3. — CALCUL GENERAL DES FORCES. 


Nous allons transformer l’expression de F en partant de Phypo- 
thése que les développements 


c 


| eS ee a wearer. 
a ra ee a (@) = aE) te 


ee T ; ane Pape 
a(t—-)=a2'(t)— -°,(t) + —w3(t)+..., 
c Deny 


(1) H. v. Hetmuoirz, Wissenschaft. Abhand., t. I, Leipzig, 1882, p. 553, 636, 
656. 


(*) Voir la formule (XVII) de la premiére Partie, due & M. Schwarzschild. 
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sont tres convergents, et nous nous proposons de calculer F aux 
termes du troisiéme ordre (en c~*) pres. Désignons par o le vec- 
teur de composantes x(t) — x'(t), y(t) —y' (t), s(t) — 3!'(¢), 
c’est-a-dire la distance actuelle des deux points électriques, et 


soit toujours Ao la composante d’un vecteur A dans la direction Q. 
On aura, d’aprés (2), 


Te= %—o' (« 


Wy(t)+..., 


| 
| = 2(t)—o"(t)-+ , 
( 


(9) ater 
Try Y(t) — y(t) + a wy(t), 
a 
‘eae >) 2 2 9 or 2 
lh A it a in a ea © a oe Ban 
d’ou enfin 
0? ows, \ 
jo =o2 (t+ +. 
OWo : (or 
(10) { c? 
| rz, = Pat = w(t), ‘| 
COS a) le cos(p, @) 3 e wv, 
(11) Ss Se = eae a) = + 
ip Te ee 2, 20¢c 
De méme 
Pa) the 4 Taine laze ; ip ry 
2) u;= [enc — pe (e- *) | ae [eo (e=7)] oa 
( PN MW Pe 
+ |p.(é 0 (t = 
[et — ale) |e 


= [ex(t) — 9(t)] cos(o, x) + [%,(£) — 9, (£)] cos(p, y) 


+ [%;(¢) — 05 (t)] cos(p, 3) + Fi (0) 


. ‘ ‘ I 
Les expressions u?, uw; n’entrant dans I’ qu’avec le facteur a 


leur développement s’arrétera dés le premier terme: u? sera le 
carré de la vitesse relative actuelle des deux points, soil 


[ox (t) — x(t)? + [ey (t) — 95(t)]? + [92(£) — 02 (2)? 


eL 


2 2 
up = ug 


-( 
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Toujours en négligeant les termes qui, dans l’expression (IV) de F, 


7 Mone, rie ee eS 
se trouveraient multipliés par ay il vient finalement 


, I 0, 3 — fea? 3(1—k) ug 

Fr= => cos(p, @) ey ee i Rhee Fi = 
(K-+1)Uclp  9We 

> DiC” aC 

Fy S.- 34 

i 7 WeKOOs 22) cos(p, 2). ay ee 2 

(13) B= ee aie eee ee ee k) ug] 
(RET) tale We + wp 608( Pr Z)) 
PM il ose 2c 0 


ou, répétons-le, toutes les grandeurs doivent étre prises a Vins- 
tant t. On a ainsi retrouvé la forme si commode de Vaction a 
distance. On voit que l’action n’est pas égale a la réacuon, mais 
que la différence est un terme contenant seulement les accéléra- 
tions et non les vitesses. 

Cette formule peut s’écrire 


(w!, — w, cospa) 


I k al | k =n 
= Ss eo cos(e, #) + Gaal 
¢ 2 


Or 


dt? dt 


2) 


e)] 
i 


u2— ue 
= == Wa WY 
e 
el 
i es Ua a Al os y; : i , = ay ‘ 
On oh ae: Wal Oe) hut oe 
ox ° Ox A Se 
‘ 


5 


en sorte que la premiére parenthése s’écrit, puisque uw, = 


ae (es ; dp 
2c? =) +P aes 


sa 
dt 


\ 


we 
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comme dans la lor de Weber bien connue; la deuxiéme représente 
la lor de Riemann ('), la troisiéme est égale a 


En somme, en ce qui concerne les vitesses, nous sommes donc 
en présence de la combinaison linéaire la plus générale des deux 
lois proposées par Weber et Riemann pour |’explication des phé- 
nomeénes électriques. Or, on sait, et il est facile de le vérifier, que 
ces deux formules peuvent se mettre sous la forme classique 


OL a a ols OL S d aL OL ah Tb 
Or ates ay dt dey” De at 002 


é ae ua . [ u> * : 

oes — | Po pour Weber, et — ( 1+ —] } pour Riemann. 
Q DCm 4 0 DOA 

Leur combinaison linéaire sera susceptible de la méme forme, 


Glin Gin posant 


(a p Sa NC Ae) : ue (ise) 2 as 
= — |—— (1+ — } + —— (1 
4) ° 2 2¢2) " 2, Dee , 
nous aurons 
dhe RL yp 

Gs) es eB PS LEE EM 

Ox EP dt 00x 

ee 


aes [\A —1) , cos(9, ) + (A +1) wz]. 

En faisant sur la nature du courant de conduction des hypo- 
théses trés spéciales et quil faut considérer aujourd’ hur comme 
inadmissibles, au moins pour les électrolytes, Weber et Riemann 
avaient démontré que leurs formules représentent bien les lois con- 
nues de l’électrodynamique et de induction en circuits fermés. 
Nous montrerons que ce résultat est indépendant de ces hypothéses 
spéciales (?) et s’étend méme aux actions de courants fermés sur 
des ions libres, par exemple des rayons cathodiques, et aux actions 


(1) B. Riemann, Schwere Elektrizitat u. Magnetismus, Hannover, 1876, 
§ 98, 99. Voir, sur ce sujet, Bnzyclop. der Math. Wissenschaften, t. V, art. 12, 
p. 38 et 47 (Reiff u. Sommerfeld). 

(*) Cest ce quont, pour des cas particuliers du moins, remarqué divers au- 
teurs; voir Poincare, Electricité et Optique, 2° édition, p. 263. 


R 


to 
on 
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que I’électricité slatique en mouvement exerce sur un almant 
(c’est-a-dire un systeme de courants fermés). Dans tous les 
phénoménes de ce genre observés jusqu ici, il entre en jeu au 
moins un circuit fermé, et c’est 1a un point tres important. Quant 
aux phénomeénes d’induction en circuits ouverts, tres rapides, ils 
dépendent uniquement du terme contenant les accélérations wv; 
or, on verra que ce terme est le méme dans les deux théories: il 
est entiérement déterminé par les expériences faites sur les oscil- 
lations hertziennes, et l’on peut dire que toutes les confirmations 
expérimentales de la théorie de Maxwell et Lorentz n’ont 
porté que sur lui et sur le fait de la propagation; quant @ la 
maniére dont les vitesses entrent dans la formule de la force 
élémentaire, nous ne sommes pas plus renseignés a@ ce sujet 
que ne Vétaient Weber, Riemann et Clausius, malgré les expé- 
riences faites sur les rayons cathodiques, leflet Rowland, etc., etc. 

Ll est intéressant de comparer cette formule a celle qui résulte 
de la théorie de Lorentz lorsqu’on la développe également jus- 
qu’aux termes du second ordre, Il vient, d’aprés (III), 


ie [ro (e—=)| +... 


\ 


/ 


: ; Re R2ye, 2 
= CU) =e Oa Speen +o. 


les quantités ¢, sv’ étant prises pour linstant ¢; résolyons par rap- 


port a R et développons encore, il viendra 


ai oy aes ! 
; fe P2== 0, = Oe 
(16) R=o(1 tr 4 yy 


c 2162 


\ 


, : ; - L ] k < ae 
De méme, aux termes en = pres | car, vy, figurant dans (LV) avec 


I A 4 Pp 
le facteur > cette approximation sufit | ; 


ae f ; » 
[ex(ey— = w(t) | [eco —ax(t)+- eb (0)| ae 
ei eas OM ee 
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Les expressions des potentiels ®, A donnés par MM. Liénard et 
Wiechert (') deviennent 


e! ef o'2— 97 ews 
(18) ee ye 
: R on e OM Or OG” 
{— _ 
Ca 
ele! eo! 


La composante I). de la force, dont expression générale par les 
potentiels est : 


ae Om 1 0A, ey, (OA, OA» ¢; (OA Na 
Olt ae OC eet. e Vde a ¢.\ 0% Ox ) : 


: I \ 
devient, aux termes en a pres, 


5 « ee. 
j cos’ One) i 02 — 3 05° —= 9050), — 2.05.0) — 920205 
(2G) tye 3 I+ e 
Sif 
Mee Lies Wo exes a". 
eric? 2.¢70 


On voit que cette expression ne concorde avec (13) qu’en ce qui 
| )q q 


eon Due) 


concerne le terme électrostatique et les accélérations. On 


peut la mettre sous la forme 


OL aoa 
~ O¢ at dvx 


comme |’a montré M. Schwarzschild, en posant 


Pap Py PL 0505 
L= o I AOS ? 
R 2 
ef] 


(‘) Liznarnn, L’Eclairage électrique, t. XVI, 1898, p. 5, 53 et 106; Wiscuert, 
Arch. néerl., (2), t. V, 1900, p. 549. On peut, pour le cas ot l’électricilé est 
distribuée de maniére homogene et fixée a un solide en translation, se servir de 
ces mémes formules quelle que soit la distance, en remplacant e, e’ par de, de’; 
c'est ce qu’on voit en développant directement sous le signe somme dans la for- 
mule générale des potentiels [formules (XII) et (XIIL) de la premiére Partie]. 
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c’est-a-dire 


( bi ) I =( i = eo 02 0p + Py Vy C205 
20 bis Lasse (0 en aN aera 
? PTR oe c 
ew r 
2 EC) foe el(t), w= w'(2)) 
POE Cc 
§ 4, — ELEcTROSTATIQUE. 


Lorsque les charges électriques sont au repos, ou, ce qui revient 
au méme, sont entrainées dans un commun mouvement de trans - 
lation uniforme, les formules (15) et (20) se réduisent a 


ee cos(p, xr) ee’ cos(o, ¥) | ee’ cos(9, Z) 
popes eevee Lo ae) 


Ep : : 


Pp” es 

Crest la loi de Coulomb; on voit, de plus, que les quantités 
d’électricité sont mesurées en unités électrostatiques dans notre 
théorie comme dans celle de Lorentz. 

Avec Lorentz, nous considérons les diélectriques pondérables 
comme formés d’atomes électriques positils et négatifs, la charge 
totale de chaque élément de volume étant nulle. Ces atomes sont 
soumis a des forces élastiques qui tendent a les ramener a leur 
position @équilibre lorsqwils en ont été écartés par des forces 
extérieures. La polarisation des diélectriques et ses effets s’exphi- 
queront donc de la méme maniere dans les deux théories, et don- 
neront lieu aux mémes relations. 


ney 


5. — CouRANTS ELECTRIQUES. 


ze 


La théorie des électrons considére les courants de conduction, 
aussi bien dans les métaux que dans les électrolytes et les gaz, 
comme un transport de charges électriques, les ions positifs allant 
en sens inverse des ions négatifs. Considérons un élément de 
volume dz de la matiére pondérable qui est le sige du courant, 
élément contenant un grand nombre d’ions; soient V sa vitesse, 
N;, e; le nombre, par umité de volume, et la charge d’une des 
diverses sortes d’ions qui constituent le courant. La vitesse relative 
d’un ion par rapport a la matiere pondérable sera » — V ; c’est elle 
qui caractérise le courant, et l’intensité de ce dernier, mesurée en 
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unités électrostatiques, est, par hypothése ('), 


a 


~ , 
(21) n=), Nie:(0x:— Vex), y=) Np ei(¢y¢— Vion J 


i i 
La charge électrostatique Edz de élément est 


= 
Kady= ay N;e; 


et le vecteur 


Ve >, Nier= VeE, 
constitue le courant de convection, dont les effets ont été étudiés 
par Rowland et d’autres. 

Ces ions en mouvement éprouyent, de la part des ions trés voi- 
sins, des effets compliqués, et lon admet qu'il en résulte en 
moyenne une résistance — KJ,, — KJ,, — KJz, proportionnelle 
aux vitesses relatives, K étant une constante. Dans l’expression de 
J, les mouvements moléculaires irréguliers sont sans influence 
appréciable. Les ions ne peuvent quitter la surface du conducteur, 
si ce n'est qu’aux points de contact avec un autre conducteur. 

Ceci posé, les formules (13) et (20) ne contiennent, a cété du 
terme électrostatique, que des termes divisés par le nombre exces- 


4 


. ; = c . 
sivement grand c? = 9.1079 ——; ces termes ne seront sensibles 


sec? 
que si les vitesses ou les accélérations sont extrémement grandes, 
ou si les quantités d’électricité mises en jeu sont incomparable- 
ment supérieures a celles que nous obtenons en Electrostatique. 
L’étude des électrolytes et du phénomene Hall ont montré que les 


: ‘ , ? F : 
vitesses des ions et électrons sont telles que = est trés petit, de 


Vordre 10~'°. Ce résultat simplifie considérablement la théorie. 
La charge électrostauque Edz de lélément de volume apparait 
comme la différence de deux charges incomparablement plus 
grandes: sa charge positive E, dt et sa charge négative — FE, dz, 
toutes deux de l’ordre 10! Edz. Nous désignerons un tel courant 
sous le nom de courant neutre. 


(1) Lorentz, Blektronentheorie, § 29, p. 206. 
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On simplifie considérablement les calculs sans changer sensible- 
ment les résultats en admettant quwiln’y a que deux sortes d’ions, 
une positive, lautre négative ; que cette derniére est seule en 
mouvement relatif par rapport a la matiére du conducteur, tandis 
que les charges positives restent attachées a cette matiére et ont, 


comme elle, la vitesse V. Ona alors 


(22) Jou Nel 02—Ve) = — Eee Ved 


Le lecteur sera averti quand cette hypothése influe sur le 
résultat. 

On sait que, dans application des théories classiques, la dis- 
tinction des courants fermés et non fermés était essentielle. Elle le 
sera encore ici. Les premiers seuls peuvent rester stationnalres } 
quant aux seconds, les hypothéses faites sur E,, E, montrent que 
les extrémités de ces courants porteront, apres un temps extréme- 
ment court, des charges électriques libres trés considérables, qui 
modifieront profondément les conditions du mouvement. Les cou- 
rants non fermés varieront donc, en général, avec une extréme 
rapidité, 4 moins que des moyens tres sensibles ne permettent de 
mettre en jeu que des quantités Wélectricité de beaucoup infé- 
rieures. 

Nous admettrons, comme le veut la théorie des électrons et con- 
formément aux vues d’Ampére, que les aimants sont des sys- 


temes de courants neutres fermés. 


Actions électrodynamiques et électromagnétiques. 
§ 6. — AcTIOoN D'UN COURANT FERME SUR UN ELEMENT DE COURANT NEUTRE. 


Soient Ei ds’, — KE, ds’, E, ds, — E, ds les charges positives et 
négatives de deux éléments de deux fils situés l'un en 2’, y’, 2’, 
autre en x, y, z. Par hypothese, les charges totales EF} — E}=E, 
E, —E,=E sont trés petites par rapport a Ey, vs 3s) Lesdores 
exercée par ds’ sur ds est la somme des actions de Ej et E, sur E, 
et Ey. Les vitesses des ions positifs et de la matiére sont Vos 
celles des ions négatifs, ©, ’; les vitesses relatives V— vis a, 


I fs! or ny =A ;. ; 
Vi —o'=7n!, et, par conséquent, J, J’ ont la direction de 
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ds (dx, dy, dz) et ds' (dz', dy', dz'); on aura donc 


t alae Gye 
; 4 | oe 1 4 PEae w= Ve Sy ues “ 
BS 
V. dx 
Cr = et) am ds Cyr sliehsy 
(24) eBoy Die ane 


Portons ces valeurs dans l’expression (13) de F,,, et formons la 


somme indiquée. Le terme ape aura le coefficient 
i= B) Ey — EB) Ey} BL By = BE: 


e’est Vaction électrostatique, 


(3—k)cos(9. x) 


Les termes en seront, au facteur ds ds’ prés, 


492 e2 
BB) (Ve Vp — EE’, L(V. Ve Viet a SS)! 
fase da 
— ELE} (Ve-Ve+n az) 
A eee ae 
2K) (Ve Uf ls Vi Tq ds’) ? 


les termes non écrits se déduisant de ceux-ci par permutation cir- 
culaire de LY ZB. Cette expression peul s écrire 


oe E Wee 
2B, | (Ve— Vs) gr — > We Ve) 
Tye er ada Eyl? das! \2 
Soa a2) a (=) 
E'n? (da \? , he taker! 
SS SSS —_—_ ——e 20 SS Sa. . . 
ES fe ds ds 


Lorsque les charges résultantes E, EK’ sont nulles, le dernier seul 


nl Ald 


: E E : . 
subsiste. Dans les autres cas, i’ Gr sont trés petits, et, comme le 
ot) 


wr) 


RinA ads. I rex: . 
tout doit étre multiphié par on voit que le premier terme est 


absolument négligeable a coté du terme électrostatique. Le deuxieme 
correspond a une action trés faible d’un courant neutre sur une 
charge électrostatique en mouvement, le troisieme a l’action 
d'une telle charge sur un courant ou aimant (effet Rowland). Ces 
deux effets sont du méme ordre de grandeur, et ne se manifestent 
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que dans des expériences tres délicates et lorsque V ou V! sont 
considérables. Si le terme électrostatique est faible lui-méme, 
comme c’est, en général, le cas, ils sont absolument négligeables. 
Nous discuterons plus loin Veffet Rowland. 


Les termes carrés sont également tres petits par rapport 


dx dz’ : : : 
a nn! i? et il ne reste que ce dernier terme: 
Ss Ss 


dx daz' dy dy' | dz dz 


a Sa ae se pate a ae. ih = a COS sa one 
2B B; (F ds’ ds ds ds Ww) ; % oe 


De méme, les termes en — ne donnent 


3(1—k k+1 
Sb et = ( ) 
4c? Be 
sensiblement qu’un résultat proportionnel a JJ’, et Von aura, pour 

Vensemble des termes dépendant des vitesses, 


>< [(3 —k) cos(ds, ds’) — 3(1 — k) cos(o, ds} cos(9, ds')] 
east ds' cos(o, ds') + dz' ds cos(g, ds)]. 
2C2 07 ' 
D’aprés la formule (20) de Lorentz, Vaction ds’ sur ds est, en 
vertu de raisonnements analogues, donnée par 


ds ds' JJ’ f 


c2 0? 


(26) dR, =— os(9, 2) cos(ds, ds’) 


! 
+ —— da' ds cos(o, ds), 
p2c? 
les termes en E, E! et les termes carrés étant encore négligeables. 
Quant aux termes contenant les accélérations, qui est le méme dans 
aA: : ae or E Ba 
les deux théories, il est encore multiplié par — ou <a et par con- 
- c 
séquent négligeable, a moins que les accélérations ne soient tres 
grandes, ce qui n’est pas le cas dans les conditions expérimentales 
ot l’on peut observer les actions électrodynamiques ou électro- 
magnétiques. 
Je dis que la résultante de Vaction d'un circuit fermé ds' sur 
Vélément ds est la méme suivant (25) et (26). En effet, 


1 
ds'cos(p, ds’) — (a@—a')du'+(yv— y')dy'+(2—32') dz tes 


0 
: SS = | ls’ 
- pe ds’ 


oO 
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car 
d 0 dz’ 0 ay' 0 dz! 


ds’ Oa ds’ dy “ds * Oa ds" 


Le terme en dx ds' cos(o, ds’) est done une différentielle totale 


par rapport a s’; son intégrale est nulle pour un contour fermé. 
De méme 


OE aa es ds) cos(o, ds’) 
a 
v— x" ' r iB e8 1 
ee eh ae Ty JAY ANa 2 ) ae) as’, 


et l'intégration par parties le long de s’ transformera ce terme en 


ee) eo , , F 
pase ag 1 (e¥— #") [((a@— 2’) dx +(y— y') dy +(s—3') ds}} 
ie p : ‘ ; 
cS s53 (4 —@ )dx + (y— y')dy +(s—3') dz] 
we x' 


ae ar Oe dx + dy' dy + dz' ds) 


Tx’ ds ‘ a 
= ee edt 2, ds ) + cos(p, ©) 


2 


39? 302 


cos(ds, ds') ds ds’, 


en sorte guil vient, pour la résultante cherchée de l’action 
éprouvée par ds, 


foe 


ws’ NV 


t t Ta! = 
Re= [are = se {S|- cos(e, 7) cos(ds, ds’) ds + — ds cos(p, as). 


C’est exaclement ce que donnerait l’intégration de (26). La 
constante & disparait du résultat. Celui-ci est d’ailleurs indépen- 
dant du mouvement des fils ou de leur déformation, pourvu que 
J, J’ restent constants, que /’é/ément de courant J ds soit neutre, 
et que J’ soit fermé et neutre. Les actions rotatives des courants et 
des aimants s’expliqueront donc de la maniére classique. 

Pour k= —1, Vaction de deux éléments de courant neutre 
serait exactement donnée par la formule d’Ampére; cette formule 
peut donc, aujourd’hui encore, étre admise. 

Lorsqu’il s’agit de corps a deux ou trois dimensions, dont Pun 
est parcouru par un courant neutre décomposable en filets fermés, 
celui-ci agit sur les éléments de volume de lautre conformément 
a la formule obtenue; mais, de plus, les courants eux-mémes 
changent légerement leur direction, comme on le verra au para- 
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eraphe suivant: c’est effet Hall. Mais cet effet est minime, et peut 
étre négligé ici. 

Comme toujours, les effets du magnétisme s’obtiendront en rem- 
placant les aimants par des courants neutres fermés moléculaires ; 
ici encore il n’y aura done pas de différences entre les théories. 


§ 7. — AcTION bD’UN COURANT NEUTRE FERME OU D'UN AIMANT 
SUR UN ION EN MOUVEMENT. 


On observe cette action dans l’étude des rayons cathodiques et 
des rayons canaux, ot la vitesse ¢ de Vion e en mouvement, tout 
en restant tres inférieure a celle de la lumiére, est tres grande par 
rapport a la vitesse des ions du courant fermé, puis dans le phé- 
noméne de Hall, Veffet Zeeman et la rotation magnétique du plan 
de polarisation de la lumiére ('). 

Conservons les notations du paragraphe précédent; l’action subie 
par e sera la somme des actions des charges positives et négatives 
E! dz!, — E/,dz' de tous les éléments de volume du courant. Le 
conducteur lui-méme, dans ces expériences, est au repos; donc 
V’ =o, — E, v', =J/,, et la vitesse o! des ions négatifs, seuls mo- 
biles par hypothése, est petite par rapport a ¢. La formule géné- 
rale (13) donne pour un élément linéaire ds' du courant fermé, et 
abstraction faite du terme électrostatique et des accélérations, 


eds' cos(o, 2) ((3 —k) ,, oan 
| dRz= — 5 —— E76? — ——E,, 
Cte ( 4 F 
4 4 
< [(¥ — Px)? + (9) — Py)? + (9, — O3)*] 
3(1— k) 3(1— k) 
‘ . x | 
= —— — 7 Eo (¥)— ef)? > 
4 I \ 
(k + s! 
= LE eS ee a 
Dieaige 1 T- p a = x Q is ? 
(ony 4 Fie ée BS cos(o, &) Js’ MY (S= ky. WS SS 
| ae C202 ¢S | 5 eee eee 
) 2 4 4 
a: lire) Pe Cu eee 
—3 > —— 2 + —— ev? 
Ny } 4 
(3—k)_, ‘ ,(t—k) . 
+ — vv cos(y, ¥')—3 Op 
2. = 
(k-+1)ds' @ Be F 
| — { Ree yf oe er ; I 7 
2\¢*'p* ‘ke Cae hate he" aa roe ) 


(1) Lorentz, Blektronentheorie, p. 217. 


ee 
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A edté des termes proportionnels a 0, ¢’, les termes en v!?, °,, ¢; 
4 5 ' : ; , 
disparaissent parce que > est les petit; il en est de méme des ter- 


! 


Ge eae on ea a, ae 
mes en 57> car ils sont a action électrostauique des charges E’ du 
2 
os Pais . ; 
courant comme ac est-a-dire tres petits. Il reste les termes pro- 


portionnels a ¢ et »’, que l’on peut écrire 


— J’ ev cos(p, a) ds' 


(COIN ara RAE 


22 52 
co 


(3 —k) , BY eerie 
x< Jn -cos(, ds’) — ee ds) cos(9,)| 


CASS tes 


202 92 


Pz cos(r, ds’) ds'+ ¢ cos(9, r) da]. 


Crest, aux notations prés, la formule (25). Le courant ds’ étant 
fermé, on peut, comme nous l’avons fait plus haut, intégrer par 
rapport as’, et Von obtiendra encore ce résultat que ?action dun 
aimant ou @un courant fermé, au repos, sur un ton en mou- 
vement est la méme que dans la théorie de Lorentz. 

Si ¢ devient plus petit el comparable a ¢’, tous les termes de (27) 
deviennent trés petits et le phénoméne exige, pour étre observe, 
des moyens d’inyestigation trés délicats. C’est ce qui a lieu 
lorsque, placant une plaque parcourue par un courant, entre les 
poles dun électro-aimant, on observe, lorsque laimant est excité, 
une différence de potentiel entre les deux bords du courant (effet 
Hall). L’action électrostatique de l’aimant étant négligeable, il en 
est a fortioré de méme des termes en E! de la formule (27); il y 
aura donc, d@’abord, une action proportionnelle a J’ et a ¢, qui est 
la méme, comme on l’a yu, dans l'une et l'autre théorie; il y a, de 


plus, la force 


\ eK cos(o, a2) ds’ [(3 —k) Galan) eae 
ee se tl ae Oita —_—— v2 
ae i 


{A+ ek, ds’ 


DG%o2 


One % a 
) 

Celle-ci dépend, comme le phénoméne de Hall lui-méme (et au 
contraire des forces étudiées Jusqu’ict), des hypothéses faites sur le 
mouvement des ions: elle serait sensiblement nulle si les ions 
positifs et négatifs de l’électro-aimant avaient des vitesses égales 
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et de signes contraires. La formule (20) de Lorentz donne des 
forces analogues: 


if E, € cos(9; 2) ec0sten@) ds'(v'% — 30° ys 


» 0252 
2c*0 


Le terme en v2 a la nature d’une force électrique exercée par 
les éléments de volume de l’aimant indépendamment de leur orien- 
tation (les courants moléculaires étant considérés comme perma- 
nents et simplement orientés par l’aimantation ). Ces actions, indé- 
pendantes du signe du champ magnétique et de l’existence d’un 
courant dans la plaque, échapperont sans doute aux observations 
méme les plus délicates. Quant aux termes contenant les accé- 
lérations des ions du courant, et qui sont les mémes dans les 
deux théories, ils sont également négligeables, pour des motifs 
analogues. 


§ 8. — ACTION CONVECTIVE DE L’ELECTRICITE. — EXPERIENCES DE ROWLAND, 
RONTGEN ET EiCHENWALD. 


Considérons enfin une charge électrostatique E'd<' entrainée 
avec une vitesse V’ par le corps qui la porte et agissant sur une 
aiguille aimantée, c’est-a-dire sur un systeme de courants fermés 
et neutres, de charge électrostatique nulle, dont les ions positifs 
sont immobiles, les ions négatifs ayant la vitesse ». Un élément ds 
de l’un de ces courants sera soumis a une force dR;, dAR,, dRz, qui 
est la somme des actions de E’ dz’ sur sa charge positive E’ ds et sa 
charge négative — E,ds, et (13) donnera 


E, E’ cos(¢, a) dv ds 


2 


( 29 ) aR x = rs 
C2 


c 
Cy y i rr Si oh . 
van ——— (Vi 0x + V5 y+ Vie) —— a are LG J 


: 5 
2, SY ee 


: ke Steak) -S 
— ——— ?§ + ———_— 
4 4 ‘ 


ADEE ds diy, . 
20%¢2 ( 2 ?p+ Vi Pr— Pax Pp). 


, : “ : 
L’ensemble des termes proportionnels a V’ et ¢ ont la forme déja 
plusieurs fois obtenue ; ona d’ailleurs 
an 


Ky Ce = J — 


ase 
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on peut intégrer, par rapport a ds (ce courant étant fermé), comme 
précédemment par rapport a ds’, et on retrouve la formule qui se 
déduirait de la théorie de Lorentz. Une transformation de ce genre 
sera toujours possible dés qu’wn au moins des courants est fermé. 
Les termes additifs en 07, 3, %, % donneraient une force résul- 
tante et non un couple pour Vaimant, force dont lintensité, tou- 
jours trés petite, dépend des hypotheses faites sur les mouvements 
des ions dans l’aimant et est négligeable par rapport au couple si 
g est petit par rapport a V, que l’électricité négative soit seule 
mobile ou non. 

Lorsqu’un diélectrique est polarisé par des forces électrosta- 
tiques, il en résulte a sa surface des charges électriques identiques 
d’apres les deux théories. Si le champ électrostatique varie, ou si 
le diélectrique est mobile, le mouvement de ces charges sera encore 
le méme dans l’une et l’autre maniére de voir, et, on vient de le 
voir, ces charges mobiles auront sur un aimant la méme action. A 
cette action s’ajoute, dans les théories de Hertz et de Lorentz, une 
autre, celle du courant de déplacement relatif a l’éther, qui est 
proportionnelle a la vitesse de changement de la force électrique 
en un point de |’éther. Dans l’expérience de Réntgen ('), de méme 
que dans celles d’Kichenwald (*), cette action est nulle dans la 
théorie de Lorentz, qui donnera, par conséquent, les mémes ré- 
sultats, conformes a l’expérience, que notre formule. 

Pour obtenir une action dépendant de /, c’est-a-dire un expe- 
rimentum cructs, il faudrait pouvoir observer des forces électro- 
dynamiques ou électromagnétiques entre courants non fermés ou 
non neutres tous deux. C’est a quoi l’on n’a pas encore réussi 


jusqu 1¢1. 
Induction. 
§ 9. — LE COURANT INDUCTEUR EST NEUTRE ET FERME. 


Soit ds’ un élément linéaireyd’un des courants fermés en lesquels 
on peut décomposer le courant inducteur. Soit V’ la vitesse de 
l’élément (qui est en méme temps celle des ions positifs); nous 


(1) Annalen der Physik u. Chemie, t. XXXV, 1888, p, 264. 
(*) Ann. der Physik, 4° série, t. XI, 1903, p. 1 et 421. 
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avons calculé (27) action d’un tel élément sur un ion mobile en 
supposant V/=o et en négligeant les accélérations. Reprenons le 
calcul sans ces restrictions, mais en négligeant laction électro- 
statique du courant, et, @ fortiori, tous les termes multipliés par la 
charge résultante E/ de ds, ce qui revient a poser E, = E}. Soit F la 
force exercée par les charges positives et négatives de ds’ sur Vunité 
de charge placée en (xyz), de vitesse 9. La force électromotrice 
dinduction produite dans un fil conducteur dont l’élément est 
ds (dx, dy, dz) déterminé par la composante tangentielle totale 


de F: 
th = [ (Fe de + Fy dy + Fe d2). 


Dans les courants induits fermés, on n’observe que la valeur de 
cette intégrale prise le long d’un contour fermé. Si donc F contient 
OD (a@, ¥, 2, t) : 
a , ces termes donneront une dif- 
férentielle totale et, par conséquent, disparaitront du résultat. 


Pour calculer F, partons de la formule (15). Nous pourrons 
ae an oe 0 kw, 
négliger le terme indépendant de », 5 < 


c2 


des termes de la forme 


» pour tout courant in- 


duit fermé. Le terme contenant ww sera multiplié par E’, et par suite 


sensiblement nul; on aura done 


op d oP 


Le ——— 
@ ox | at Ox 


> 


EY, ds’ 


[Pics aa } 21k) (V,— ep) cos(e, ds’) + 2(1+ k)n' 
da’ 4 dy dz' 

1 ; / ¥ r ) 
x [Vs ex) Fy = (Vy Py) 7 VE 02) | 


—'2(1+h) —x? cos2(9, ds’) (1— 4) . 


Dans cette expression, les termes indépendants de ¢ ne figu- 


: d het Ak 
reront pas sous le signe ape et leur dérivée partielle par rapport 


aa, y, 3 intervient seule et donne, dés lors, un résultat nul. U 
restera 


Seka [(1— hk) , cos(p, dy') ds' + (1+hk)(exda'+ ey dy'+- 9; dz')]. 


p=— 
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Le premier terme 


, cos(o, ds’) ds' ; Ag ; ‘ i 
e : s) ds Sle Oey rer as )) seas 


donne, intégré par parties, 


1 
a ee On Sees a if One —= 2! 

ae eg he eer a )| 

UG —= ay 10. as. 
= —<—_$<______, 
P 
en sorte qu’on a enfin 
> J , ; 

P =— (vx de! + vy dy'+ ¢,dz'). 


Dans la théorie de Lorentz, il existe une fonction L donnée par 
ol d oL 

Ox dt 0» 
a expression de la force. Les termes en e’?, 9,", w, de cette expres- 
sion donnent encore zéro pour un circuit induit fermé. La valeur 


(20 bis) et qui conduit, par la méme opération 


résultante de L sera donc 
_ oe (0x dx'+- 6) dy'+ 9; dz’). 

Les deux théories donnent donc, pour deux circuits fermés 
en mouvement (car nous n’avons fait aucune hypothese sur le 
mouvement (lu circuit induit, et nous n’avons pas supposé ¢ paral- 
léle a ds), le méme résultat, conforme a l’expérience. 

Les hypothéses plus spéciales de Weber conduisent, on le sait, 
aux mémes résultats. 

Les aimants seront traités comme dans la théorie de Lorentz. 

Une remarque est cependant nécessaire. Pour que la formule de 
Lorentz soit conforme al’expérience, 1] faut que l’accélération tan- 


: ON Gare are 
ocentielle seule i 


Ses : 
g a joue un role (dans le cas de courants va- 


'9 
. \ ae . . A Grice 
riables), Paccélération normale, proportionnelle a ——_————.,, 

rayon de courbure 


étant négligeable a cété delle. C’est bien le cas dans Jes expé- 
riences. Autrement dit, il faut que 


OS Wa we Gf Wn Lig! OS |, ery Osi, ( ip ) 
— ) (ie SO tee i SS CS, Vane 
Ot ot Ox Y oy ; 


se réduise sensiblement a son premier terme. 
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Lorsque le circutt indutt est ouvert, il se forme, comme on 
sait, des différences de potentiel ; étude des quelques cas ou ces 
différences ont pu étre observées se traite facilement par les mé- 
thodes appliquées jusquici, et je n’y insiste pas. 


§ 10. — CIRCUITS INDUCTEURS ET INDUITS OUVERTS. 


wal 


Quand un condensateur se décharge a avers un fil, on obtient, 
comme on sait, une premiére approximation, suffisante dans beau- 
coup de cas, en calculant les effets électromagnétiques (par 
exemple, l’impulsion subie par Vaiguille aimantée dans l’expé- 
rience de Weber et Kohlrausch, pour la détermination du rapport 
des unités) etla self-induction, comme si le courant était ferme, 
en tenant compte naturellement des actions électrostatiques des 
charges du condensateur. Ces calculs continueront donc a étre 
applicables dans la nouvelle théorie; ils conduisent, conformément 
a Vexpérience, a des phénoménes tres rapides, pour lesquels les 
accélérateurs sv sont trés considérables par rapport aux vitesses ¢. 
Dans le cas, par exemple, of l’on aurait 2 oscillations sinusoidales 
par seconde, la valeur maxima de w est 277 fois plus grande que 
celle de ». Dans ces expériences, le terme électrostatique, la résis— 


; : : - CAL os ac es : 
tance et induction proportionnelle a ae c’est-a-dire a «v, jouent 


seuls un réle en ce qui concerne le mouvement de l’électricité 
dans les conducteurs. Or ces termes sont identiques dans les deux 
théories. Quant aux couples exercés sur les aiguilles aimantées 
ou des bobines, nous avons yu qu'il suffit, pour Pidentté des théo- 
ries, que l’wn des courants soit fermé, ce qui est bien le cas. Les 
effets d’un mouvement des conducteurs, qui sera toujours lent par 
rapport 4 ces phénoménes, ne les influenceraient pas sensiblement; 
plus généralement, les termes en 0’, petits par rapport a ceux qui 
contiennent «y’, seront sans effet dinduction dans ces phénomeé- 
nes. Les oscillations de tels circuits (oscillations qu'on désigne 
souvent sous l’expression de quasi-stationnaires) et leurs effets 
sur des circuits voisins seront done les mémes dans l'une et l'autre 
théorie. Ce n’est que lorsque les phénomeénes deviennent extréme- 
ment rapides (oscillations hertziennes) que jles développements en 
série qui ont conduit a la formule (13) cessent d’étre tres conver- 
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gents ; la propagation joue alors un role explicite, et 11 faut recourir 
a des considérations nouvelles que j’exposerai plus loin; l’accord 
avec les formules de Maxwell et Lorentz y restera le méme. 

_ Enrésumé, aucune divergence sensible avec la théorie de Lorentz 
et avec l’expérience ne s’est manifestée pour les phénomeénes a 
variation lente; ce fait n’est pas sans intérét, vu la grande diffé- 
rence des lois élémentaires, et montre que, malgré les progrés 
récents, ces lois ne peuvent encore se déduire de l’expérience (*). 


§ 11. — Acrion b’UN CORPS RIGIDE CHARGE SUR LUI-MEME. 


MASSE ELECTROMAGNETIQUE. 


Dans tout ce qui précéde, nous avons négligé laction des élec- 
trons sur eux-mémes; nous allons la calculer en supposant la 
masse égale a M, les densités électriques en deux points yz, z'y'2' 
étant ©, ¢’; de plus, nous ferons abstraction d’une rotation de 
Pélectron, et ne considérerons qu’un mouvement de translation 
quast-stationnatre, c’est-a-dire ot la formule (13) pour F reste 
applicable. La formule (V) donnera alors 


Mw; = [ fe [aahs che 6 Mw,= ih ce By dudt, Mw 


Les termes en wu sont nuls dans l’expression de F, puisque la 
vitesse est la méme pour tous les éléments de volume; le terme 
électrostatique donnera encore zéro, parce qu’1l satisfait au principe 
de l’action et de la réaction; il ne reste que les termes relatifs aux 
accélérations, et l’ona 


a oe sil [ (jl oie We cos(o, r)| an 
202.) 0 


Sees Sulla p ese ae 


2» C? 


Le corps exercera donc sur lui-méme une force qui est fonc- 
tion linéaire des accélérations, c’est-a-dire une réaction 
@ inertie anisotrope en général (c’est-a-dire dépendant de la direc- 


(*) Pour plus de détails sur Vinterprétation de la résistance, du magnétisme, etc. 
dans la théorie des électrons, voir Article déja souvent cité de H.-A. Lorentz : 
Elektronentheorie, dans Enzyklop. d. math. Wissensch., Leipzig, 1904. 


R. 26 
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tion de ~ par rapport 4 Vélectron) : 


| Vx Wy Wz 


Mewz =— pate ace a a, 
eo w wv? 
oe eg v5 G 
M wy =— o y see y 202 yo 


prt (x2—2')P F 
(30) doo f fe ae ce 


ot chaque combinaison d’éléments dz, dz! est prise deux fois. 

Ces formules sont identiques a celles qui résultent de la théorie 
de Lorentz (‘) aux faibles vitesses ; cest un résultat de Pidentité 
des termes relatifs aux accélérations dans les deux théories. 

Lorsque le corps présente certaines symétries, cette réaction 
devient paralléle a « ; dans ce cas, Vaxe des x étant paralléle a w, 


la quantité 
M'= [f= pene See 
. 2c* ° 


jouera simplement le réle de masse électromagnétique ajoutée 
a la masse M. Tel est donc le résultat de Vinégalité de action et 
de la réaction dans notre théorie pour ce cas particulier. 


Il est évident d’ailleurs que ce résultat subsiste méme aux 
grandes vitesses, car les termes en w continueront a étre identi- 
quement nuls ; la masse électromagnétique ne saurait dépendre de 
la vitesse, dans notre théorie, et les expériences de M. Kaufmann 
devront recevoir une nouyelle interprétation. On ne pourra donc 
pas en conclure que la masse est dorigine électromagnéuque, 
mais rien n’empéchera d’admettre cette hypothése, au moins pour 
les électrons. 


+ 1 . 
En tenant compte des termes en mae, on obtient une nouvelle 
C 


(1) Lorentz, Hlektronentheorie, p. 190. (Tenir compte de la différence des 
unites. ) 
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force résultante 
2e? dwy 2e2 dw, 2e2 dw, 
Re’ odi,’ Sek at? Sek dt 


qu'un électron de charge totale e exerce sur lui-méme; on la 
retrouve, avec le méme coefficient, dans la théorie de Lorentz ('). 
Cette force, qu'il faut ajouter aux membres de droite de V’équa- 
tion (30), ne dépend pas, comme la réaction d’inertie, de la forme 
du corps, c’est-a-dire de l’électron ; elle correspond a une sorte de 
frottement déterminé par la perte d’énergie par rayonnement. Dans 
la solution d’équations ot intervient ce terme du troisiéme ordre, 
il n’est permis de prendre en considération que les intégrales cor- 
respondant a des phénoménes lents, pour lesquels les développe- 
ments en série restent valables. 


§ 12. — OScrLLATIONS ELECTRIQUES. CONSIDERATIONS GENERALES. 


On a yu, dans les paragraphes précédents, que, pour les oscil- 
lations trés rapides, les accélérations seules sont a conserver a 
cété du terme électrostatique, les vitesses étant négligeables a 
coté d’elles. Il ne sera plus permis de recourir aux développements 
dont nous nous sommes servis Jusqu’ici, et nous devyons revenir a 
la formule (VI), en y posant u = o. Elle devient alors 


‘ : ’ 
[Aa ro 
(31) [Po a | OSI, 2) = 
: : ( rw c? 
> r # 
fy 
ee’ cos(n, x) ee w!.— wi. cos(r, y) 
cs r? er rv’, 
acs 


Dans la théorie de Lorentz, la force électrique seule Jouera un 


réle (7). 


[eos R, v2) — oe 


‘| @2)K Co) 
a 


(1) Loe. cit. 
(*) En Optique, la force magnétique multipliée par la vitesse joue un role 
: : 1 cane : 
dans le seul phénoméne ot les termes en — ne sont pas négligeables : la pression 
é 
de la lumiére. La formule pour K est due a M. Schwarzschild. 
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, rape g2 OK em 
et l’on y peut également négliger les termes en > Gr 9 Vases 


en sorte qu elle devient 


Ox 
cos(R, v) — aa w!,— w% cos(R, «) 
(33) Bg St ae ene 
3 OR cs 
EB teeege) 


et cela pour toute valeur de R qui ne serait pas incomparablement 
plus petite que 1°", ela fortior’ pour de grandes valeurs. 

Les seconds termes des deux formules (31), (33) correspondent 
a une force perpendiculaire au rayon vecteur, et qui joue en 


Optique (ot le terme en 5 disparait ) le role de vecteur de Fres- 


nel. Elle ne dépend que dew, y, 2, @ et non de v; la notion de 
champ peut done s’y appliquer, c’est-a-dire qu’on peut considérer 
la distribution de cette force dans l’espace indépendamment de la 
présence ou de absence d’un électron, ce quine serait plus le cas 
si elle dépendait de la vitesse relative de celui-ci. 


Discussion générale. — Les formules (VI) et (31) appellent une 
. n i 
remarque générale. Elles contiennent, en effet, le facteur one 
thi 
I — 
c2 


qui devient infini pour des valeurs de r suffisamment grandes. Je 
vais montrer qu'il n’en résulte cependant que des forces finies. 
Considérons une charge e’ vibrant parallelement a Vaxe des z et 
dont la vitesse o/ = vo’ (¢’) estnulle pour t' = 0, et positive ensuite. 
L’onde émise en t! = 0 se propage le long de Vaxe avec la vitesse c, 
et atteindra un point fixe P situé sur l’axe positif en un instant 
t~>t' >o. Puis, la vitesse de propagation croitra, et sera ¢ + y! 
pour Vonde émise en ¢, ; cette onde rejoindra done la précédente 
4 une certaine distance 2, puisla dépassera; au point xy deux ondes 
émanées de e’ en t’—o et t'= Ci arriveront simultanément. La 
vitesse »/ restant positive, le nombre des ondes arrivant simulta- 
nément en 2» pourra encore s’accroitre ; mais, lorsque ¢ dimi- 
nuera ou changera de signe, ce cas ne se présentera plus. La 
position de P et le mouvement de e! étant donnés, le temps d’ar- 
rivée ¢ est une fonction f(t’) bien déterminée de v, donnée 
par la loi de propagation [analytiquement par la formule (II) 
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résolue par rapport a ¢]. Au contraire, la fonction ¢’ = 9(¢) 
peut présenter, pour une valeur donnée de ¢, un nombre fini de 
déterminations distinctes ¢’, ¢/, ¢,,..., comme on vient de le 
voir. Portons ¢’ en ordonnées, ¢ en abscisses, et supposons les 


vitesses relatives trés inférieures ac; la courbe ¢’=(t) oscillera 
, zt - 5 
de part et d’autre de la droite ¢/ = ¢ — =) ou ry est la distance 


moyenne de e’ a P. Des paralléles a l’axe des ¢ ne la couperont 
qu’en un point; des paralléles a Paxe ¢’, en un ou plusieurs points ; 
parmi ces dernieres, les tangentes 4 la courbe correspondent aux 


A coure he : ; : A ; . 2 
points ou — devient infinie, et ou deux valeurs ¢,, ¢,, deviennent 
égales. Si @'t veste finie en ce point (c’est-a-dire s’il n’y a pas 

5 : dt? P j z Ny P 


inflexion), les valeurs 


d dt} dt | 
So ere) tendront vers des valeurs de 


dt 
signes contraires et trés grandes. 
Ces considérations sont évidemment générales et s’appliquent 
méme lorsque P est en mouvement, dés que les vitesses relatives 
sont inférieures 4c. Or on a vu [formule (6) obtenue par différen- 
uation de (II) ] que 


tips 
dt' Cc 
dt re’, 


Le dénominateur s’annule donc et change de signe précisément 
I 


aux instants ot deux valeurs ¢;, ¢;,, 


différentes, correspondant a 
un méme instant de réception, tendent a devenir égales. Or il a 
été spécifié (§ 2) que l’action de e! sur e est la somme des actions 
correspondant 4 ¢,, f,,°6,,°-+-- Multiplions et divisons F, (VI) 


u : xe 
par 1— i cette expression s’écrira 


5 - fs a wes dt’. 
ou ® reste finie et continue pour Vinstant critique ot — et cee 
dt at 


deviennent infinis. La somme des termes relatifs a ¢; et ¢;,,, 


dt; dt’, 


28 @ (th. 1 ! 
(34) pt) a Ot) 
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aE dt! dt, r 
restera finie (1), car ®(¢;)= Di te ett. ee pour Pin- 


stant critique. 


§ 13. — OSCILLATIONS HERTZIENNES. 


Tout en conservant, comme aux paragraphes précédents, l’hypo- 
thése que les vitesses sont faibles relativement a c, nous allons 
supposer laccélération trés grande; de tels phénomenes seront ou 
de tres courte durée, ou oscillatoires. Dans les oscillations hert- 
ziennes, les vitesses, correspondant a des courants faibles, n’excé- 
deront guére des valeurs de ordre de 1™ par seconde, et la distance 
ou Von peut les étudier peut étre éyaluée 4 un nombre peu consi- 
dérable de longueurs d’onde. Le nombre d’oscillations par seconde 
varie de 10% (correspondant a 3™ de longueur d’onde) a 10''. 
Quant aux amplitudes des électrons, elles sont extrémement petites, 
puisque les vitesses restent faibles malgré les trés grandes fré- 


Ue See . ; 
quences. Dans ces conditions, la quantité —,* est toujours tres 
oe 
petite, et le cas dont il a été question ne se présente pas. En effet, 
supposons les vibrations sinusoidales, et soient |¢’| la valeur maxi- 
mum de o’, | | celle de w’, n le nombre d’oscillations par seconde, 


(1) Pour le démontrer rigoureusement, il suffit d’observer que la différentiation 
de (17) permet d’obtenir le développement de la fonction t’ = 9(¢) dans le voisi- 
nage d’un point donné. Pour le point singulier (¢’ = +’, ¢=7), les méthodes 
connues donnent un développement suivant les puissances de +\/t—, chacun 
des signes correspondant a l’une des deux branches ¢/,, ¢,,, quise rejoignent en cals 
Ona 

fin aA Vie ae BCE = ee ee eee 


dt’ A -1 3 u 
at ee ) T+ B4+—C(t iC \p toe 


/ . ‘ Ee: 4 : 5 bie 
et (34) sera développable de méme et ne contiendra que les puissances entieres 
de £—+'; les puissances fractionnaires se détruisant, il sera done fini. Si 


Ce— uc 


ae dy 
at. 


était infini en (t, v’), ce raisonnement ne s’appliquerait plus; mais ces cas sont 
exceptionnels, et il faut alors tenir compte de V’étendue finie de lélectron : 
Vimpulsion qu’il subit reste finie dans tous les cas. 


Az 
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md la distance maximum oti l’on peut observer les ondes ; m n’est 
guére que de l’ordre de 10 4 100. On aura 


|r|Smi, 
soit 


ir[sm<, | I SIE Sora Te 


tl 
d’ou 
/ 
rw}, C4 
~|Sm— —2rn|eo'|Sanm 
n Cc 


y! 
e! 


Cc 


nombre, on l’a yu, comparable a 107° ou 1078. 
Nous avons désigné par R le vecteur dont les composantes sont 
a—az',y—y',s—s'. Ona donc 


rant), ram —Be an [eooct = 2] 


e'2 : 4 bec 
aux termes en — prés. Le premier terme de (31) s’écrit donc 


Cette expression est tres sensiblement identique au premier 
terme de (33). En effet, dans la théorie de Lorentz, le centre 
d’ébranlement reste fixe par rapport a l’excitateur et au résonna- 
teur lorsque, comme nous le supposons, ceux-ci sont immobiles 
par rapport a l’éther (les mouyements matériels sont d’ailleurs 
infiniment lents par rapport aux phénomeénes dont il s’agit ). Ce 
centre d’ébranlement coincide donc avec la position de x’, y’, ' a 
un certain instant; mais l’amplitude des mouvements des électrons 
étant extrémement petite, les quantités R,, R,, Rz, R sont trés 
sensiblement constantes. Les termes électrostatiques sont donc 
sensiblement identiques dans les deux théories. D’ailleurs, les 
rapports des grandeurs et directions de 7 et de R ne different que 
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aes ¢ eye Shah : 
de quantités de l’ordre = c’est-a-dire 107'9; on peut donc cer- 


tainement remplacer 7 et R Pun par l’autre dans les seconds termes 


des formules (31) et (33), et méme dans l’argument U=t— “; 


cette derniére hypothése revient a identifier des vitesses de propa- 
gation et des phases qui sont entre elles dans le rapport de 1 a 
1+ 107!9, c’est-a-dire ne different que d'une quantité que ces 
expériences ne sauraient mettre en évidence. 


En somme, les deux théories condutront, pour les osctilla- 
tions hertsiennes, exactement aux mémes résultats. 


§ 14. — ETUDE DES GRANDES VITESSEs. 


Le cas ot la vitesse des électrons est comparable a celle de la 
lumiére ne se présente que pour les rayons § du radium. On a 
étudié la déviabilité de ces rayons sous Vinfluence d’un champ 
électrostatique et sous celle d’un champ magnétique produit par 
des électro-aimants, c’est-a-dire des courants neutres fermés, dont 
les électrons ont des vitesses ¢’ trés petites par rapport a c. Les 
accélérations restent toujours petites dans ces expériences. 

On peut donc encore développer, dans |’expression (VI) de la 
force élémentaire, les quantités 7, u?, u, suivant les formules du 
n° 3, ces développements supposant peutes non les vitesses mais 
les accélérations des divers ordres. On aura, v étant la vitesse com- 


i : e! : A 
parable a c, tandis que = est tres petit, 


i (° oe areas (Wee i, 
a rts Cc 2 P66 


( ; ony \2 i : Bw oF : 
+ ( Oy oh E ooh rene) t (°s 9, Hw =i) ’ 


RT BR 9 a Pie + Py Oy + 0205) 


Cc? 


20 
i} ' , 
alin ihre eC Nag! far wl + 0,0 )+.... 


J _v r 
Soit donc ~ =P un nouveau vecteur, de longueur comparable a 
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Punité ; on aura 


u po! \. 5 
35 ue ee ( Ce Se Spe eee od 
(35) = Ba (8,246, 2 +8.°3) 
e’ 20 R : , , > 
mle ae ae (| xe? yy B,. Wy Bz) Syst o we er ey 
I 
5 Up Ay e L rae 
(36) ca Se ag es) Poe, 
ow, 
37 a I ee : 
(37) o( sare a a 


Dans l’expression (VI) de F,, on pourra développer o, / suivant 


= Up U2 
la formule de Taylor dans l’entourage des valeurs — = 6,, — = 6?; 
. c Cc p Cc? ? 


. U2 iby, “7. ar : 
puisque ~5>— ne différent de ces valeurs que de quantilés trés 


: (eS ee! 
petites ¢, 4 de l’ordre de pueg tig) OT aura 


YG c* 
: dg : 09 
= 9( Bo, EEE ay re 5a, 
72 O20 020 =2 020 


ee ek =) oh 7G ee ts Gow s 
D032 + 48 Oo og2 2 (082)2 4 } 


t 


! / ait = Re ) 
(38) OSE ey OS Se aa rea oe 4 70a Sar 


: Cc op? Cc OBo Te? 
We Li ee Ace et ea (Brey + By ey + B05) ob 
(39) y(t, 5) =40b), 8 ice eager meee tel ree 
Pp ol I 
Se 
c O56 C? 


(40) f= > 
o2 

Ral cca eae eee ee erre pete) Oe he 

nae: . a 0B? ec 08, 
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A 


if , . x i =) 
Les termes en — seront négligeables a cété de ceux du premier 
‘Cc 


ordre ; pour l’action électrostatique (¢/=0) il viendra simple- 


ment 
(41) Fea= Sy [e0s(p, #) 9(Bp» 8) — Bx Poy (Ber PI) Pease 


Pour obtenir laction d’un élément ds’ d’un courant neutre fermé 
dont on peut négliger la charge électrostatique, c’est-a-dire pour 
lesquels les charges positives et négatives E, —E) par unité de 
volume sont sensiblement égales et de signes contraires, nous 
n’avons qu’a faire la somme des actions des ions positifs et négatifs 
de ds’ sur l’électron e ; soient ’,, ¢,, les vitesses des ions positifs et 
négatifs, le conducteur ou Vaimant étant au repos; on aura 


0 = Eye Sen) =) Ss? 
dy’ 
ee 


Ay cos(0, ds’) =< Ei (%19— Pop). 


= E,(ey— %y) HT 


Dans la somme des actions des deux espéces d’ions sur e, les 
termes indépendants de o’ étant pris avec des signes contraires 
s’annulent dans (4), et il reste 


Tree Ji ds'e 


da! dy' dz'\ 0 
2e0s(9 #) (Bx ag 7 By ' fea) 
+ cos(9, @) cos(¢, ds!) 22 

) 9B 


dx 
— [Boe + Be costes de’) | 408% Be) 


oy ( dx’ dy' dz'\ 
— shh : cee Q_ 
2B: °° oge Ba aa + by qa + Bs a) 
AP on cs A 
— Pa be 5a. cos Ps a) 


L’action du courant est donc proportionnelle a son intensité. De 
plus, deux éléments de courant paralléles, de sens contraire et de 
méme intensité n’ont pas d’action. Si donc on considére un feuillet 
magnétique uniformément aimanté comme élant un systéme de 
trés petits courants fermés de méme intensité, les parties de ces 
courants situées sur le bord du feuillet auront seules une action 
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sensible ; effet des courants situés a Vintérieur tendra vers zéro 
avec les dimensions et les distances des courants. Un tel feuillet 
magnétique sera donc équivalent 4 un courant fermé circulant sur 
son contour: c’est exactement le raisonnement que l’on fait en 
Electrodynamique, et il serait facile de lui donner une forme plus 
rigoureuse. 


, 

De méme, F étant fonction linéaire des cosinus directeurs ae 
ees aa ‘i nd 
asi’ qu de élément de courant, le principe des courants sinueux 
se trouve satisfait pour J. 

Mais la s arréte Vanalogie avec UE lectrodynamique classt- 
que. Ainsi, pour des vitesses faibles (c’est-a-dire 8 petit), on a vu 
plus haut que l’action F,, F,, F; d’un courant fermé sur un élec- 
tron mobile est perpendiculaire a la vitesse de celui-ci. Jd n’en | 
est, en général, plus ainst pour 8 comparable a Vunité. En 
effet, la composante R de F paralléle a 8 sera 


Saeiary ly Poet 
(43) R= f (Sar.+ Zar, + Zar, ) 
; B Beet 
es ees (Ay da'+ Ay dy'+ A, dz’), 


ot lon a posé, pour abréger, 


p? 
| 5 — Bohr. f-+cos(p, y)F 
3 aD 
BoP. f+ cos(e, 2) F 
0 


| ee Bobs f + cos(p, v)F 


(45) 


La quantité R ne sera nulle pour tout circuit fermé que si 
A,dz' + A,dy'+ A,dz' est une différentielle totale, c’est-a-dire 
si ona 


ee ee eae eee dA, OAy 


— = = 0 eh a, SE Se SS SS 
/ Oar! 7 oz! oy' ’ 


oy 
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Or, 82 est indépendant de a’, y’, 3‘, et Pona 


98 9 aoe a') + By(y oe ae 
on’ Oa" p 3 


ON x Oy | Pecostey) ences} ( A +o). 
Oy Oa" p3 E Pet + #2 op, = T OB, 


La condition nécessaire et suffisante pour que la force soit 
perpendiculaire a la vitesse sera done que les expressions f, F 
formées au moyen de 9, \, satisfassent a Véquation différen- 
tielle 


7) 
(46) bof + Be + 3 
fu 


Pour 8 trés petit, fest une constante /, et F est égal a—— = la 
relation est satisfaite. 

Quand @ et / ne dépendent pas de 8,, la relation prend la forme 
simple f= 0. 

De méme, U’action d’un solénoide fermé, ou dun électro- 
aimant fermé, n'est pas nulle en général, 4 moins qu'une cer- 

_taine relation différentielle du troisiéme ordre entre 9 et ¥ ne soit 
satisfaite. 

Enfin, plus généralement, la connaissance du champ magné- 
tique en un point ne suffit pas pour déterminer la force 
qu éprouvera ence point un électron en mouvement trés rapide, 
a moins que les relations énoncées ne soient satisfaites. Cette der- 
niére force n’est déterminée que quand on se donne la disposition 
des courants (les aimants étant supposés remplacés par les courants 
équivalents) et par la les valeurs de 8, pour les divers éléments de 
courant. 

L’expérience devra donc tout d’abord décider si les diverses lois 
de l’Electromagnétisme dont il vient d’étre question s’appliquent 
aux rayons § du radium. En partant de la notion de champ, ces 
questions ne se posent méme pas et c’est sans doute pour cela 
quaucune expérience quantitative précise ne leur a encore, 4 ma 
connaissance, apporté de réponse. Les belles expériences de 
M. Kaufmann, entreprises dans un but différent, ne permettent 
pas d’y répondre, comme on va le voir. 


En résumé, la notion de champ ne s'appliquera a Vaction que 
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subissent les rayons 8 que sous certaines conditions; nous avons. 
d’ailleurs exposé que cette notion introduit, en général (c’est-a- 
dire les forces et le champ dépendant des vitesses), le mouvement 
absolu. Les effets ordinaires du champ magnétique n’échappent a 
cette régle qu’a une certaine approximation prés (en négligeant le 
mouvement de Ja Terre, etc.). 


§ 15. — Exprriences pe M. KaurMANN ('). 


On sait que, dans ces expériences, M. Kaufmann a observé la 
déviation d’un faisceau de rayons 8, dirigés parallélement a l’axe 
des x, par un champ électrique parallele al’axe des y, produit par 
un condensateur plan etun champ magnétique de méme direction, 
produit par un électro-aimant ou un aimant permanent. On obser- 
vait les déviations y, s, perpendiculaires entre elles, produites par 
Vaction combinée des deux champs ; ces déviations dépendent de 
la vitesse » = 6c de V’électron en mouvement ot rayon 8, etc’estla 
courbe y= y(8), 2==2(8) (ot B n’est pas connu directement, 
mais joue simplement le réle de parametre) que donne l’expérience. 
Les appareils étaient d’ailleurs symétriques par rapport a l’axe 
des y, les champs sensiblement homogénes. Nous allons chercher 
ce que donne, dans ces conditions, la nouvelle théorie. 


Action électrostatique. — Les plateaux d’un condensateur 
étant paralléles au plan des xz, soient y et a — y les distances de 
’électron mobile a ces deux plateaux. On a sensiblement 


3y= Bz = 0, S2= f, Bo = B cos(p, x); 


soit c la densité de l’électricité sur les plateaux. Les composantes 
de la force exercée sur |’électron seront, d’aprés la formule (41), 


a a. az 
Ree= es f f leos(es ) 908%, Bo) — BB, ¥ ( 2, 8.)] ———» 


0? 
da' dz' 
Rey = es ff cosce, ri 9(8*, to aera 


" dz! 
Ree=es ff cos(o, 2)9 =. 


(1) Géttinger Nachrichten, 1901, Heft 1; 1902, Heft 5; 1903, Heft 3. Annalen 
d. Physik, t. XIX, 1906, p. 487. 
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I] est permis de considérer, en premiére approximation, Véten- 
due du condensateur comme trés grande; les intégrales doivent 
alors étre étendues a tout le plan x's’ et prises d’abord pour y’ =o 
(premier plateau), puis pour y’= a (second plateau); il faut faire 
la différence des résultats. Laissons pour Vinstant y/ indéterminé. 
Comme nous avons admis au n° 2 que ¢ et 4 sont fonctions paires 
de 8,, la fonction a intégrer a, dans la premiére et la troisiéme 
intégrale, des valeurs opposées pour les points (w— 2’), (4 —3z') 
Ci) g')3 ces intégrales sont donc nulles: la 
force est paralléle a y par symeétrie. 

Soit S l’angle que fait ¢ avec 8, c’est-a-dire avec Vaxe des 7; 
ona 


ocosd = 4r— 2, p= (a—a'yr+(y—y' + (s—2). 


Exprimée au moyen des variables 9 et S, la deuxiéme intégrale 


devient 
a te oa’ oz’ Oz' 02" 
Ryser f [> %¢ 2, 8B cosJ ——— 
ed Le 03 (BB ) do 03 09 05 } 


o(82, BcosS)sinS dZ do 
ie le - = a 


sine —(y—Y 


On obtiendra l’action du quart de plan compris entre les lignes 
i meas 


ul 
a! =o, 3! = 0, en intégrant par rapport a p de p = —a- ap = o0, 
: Si 
oe (ory, 2 Sh x (Ge Tee b P 
puisdeS=o0as= = Vintégrale cherchée sera le quadru ple du 
résultat obtenu. 
Ona 
do /o2 sin? S — Sy 
(y= ar ——— = are tang Le ee a ehh 
all Ve sim?3—(y—y')P A Ae ae 


ay rae : ake ; ~~. 5 & T 
Pour la limite supérieure 9 =, il vient arc tang = = pour 


y—y' >o(1* plateau, y’ = 0) et — = pour y —y’<o (2° pla- 


ne Manas phe 

teau, y’= a). La limite inférieure donne arc tang = 0; ona donc 
a) ? o 

pour Vensemble des deux quarts de plateau du condensateur 


ect | ¢ (82, B cos) sind a3. 
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Posons cos 3 = p; ona enfin, pour la force totale cherchée, 
0 1 
(47) Rey=— ines [ ( B, Bp) dp = Be f (PB, Bp) dp, 
1 0 


E étant le champ électrostatique au sens ordinaire. Dans notre 
théorie, ce champ n’exerce donc pas, comme chez Lorentz, une 
force eE, mais une force dépendant de la vitesse 


(48) ebf(G) =e(1+ & tasgi+...). 


2 
Action magnétique. — Ona 


J 
Se aaa E[psB ooste. dr’ — ¥008(9, 2) dy | 


Pom x0? 
x< [dz' cos(e, #)+ dy' cos(p, y)+ dz’ cos(p, 2)], 
(49) 
\ . 
eI (\ BI. oo i 
Re =f} sa seeoste, 3) dx'— v cos(9, x) a:'| 
09 cos(p, 2) 
a 


< [dx’ cos(p, av) + dy' cos(o, y)+ dz’ cos(p, I. 


Les intégrales sont étendues a tous les courants, en y compre- 
nant ceux qui, dans le sens ordinaire, sont équivalents aux masses 
magnétiques agissantes. Les fonctions 9, 4 ne dépendent que de 
xz—a' : F ee 

et sont fonctions paires de cet argument. L’électron se meut 


sensiblement sur l’axe des x (y= 0, s=0), et il y a symétrie par 
rapport a l’axe des y. Changeons done y en —y’, dy en — dy'; 
les actions d’éléments correspondants se détruisent dans la pre- 
miére intégrale R,,,, celle-ci est donc nulle par symétrie. D’autre 
part, les changements de vitesse que produisent les forces étant, 
dans cette expérience, petits par rapport a Ja vitesse initiale, une 
action paralléle a celle-ci, qui ne produit par conséquent pas direc- 
tement une déviation, est négligeable en premiére approximation; 
Vaction magnétique observée sera donc ici perpendiculaire au 
champ et a la vitesse, comme le veut la théorie de Lorentz et 
comme le montre l’expérience. On voit que, dans ces conditions, 
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les problémes généraux soulevés plus haut ne sont pas résolus par 
ces expériences. 

Dans ses recherches définitives, M. Kaufmann s’est servi d’ai- 
mants permanents en forme de fer a cheval; on ne peut calculer 
Ryz sans connaitre la répartition du magnéusme. li suffit, pour le 
but que je me suis proposé ici, de constater que les forces Rey et 
R,,z sont fonctions de (, la premiére ne dépendant que de la fonc- 
tion 9, la seconde, en outre, de Y; ces deux fonctions sont arbi- 
traires, aux premiers termes prés de leur développement pour 6 
petit. Elles produisent des déviations y= f (8), z =F ({), etil est 
clair qu’on pourra, par un choix convenable et de 4, représenter 
Pare de courbe observé par M. Kaufmann, d’autant plus que, 
comme il résulte des recherches de ce savant, ses expériences ne 
permettent précisément pas de déterminer les coefficients des pre- 


miers termes des développements en 8. La théorie de Lorentz 
donne 
ark 3 eee 
Rata TUR are ma OM OS 


ou A, B sont des constantes, 8’ désigne le rapport de la vitesse a c, 
et m= m,®(3') est la masse fonction de la vitesse et se réduisant 
a mp pour 8/= 0. Or on pourra toujours mettre notre solution 
vy =f (%), 5=F (8) sous cette forme nouvelle ; il suffira de poser 


teeta ree B 

JOO) = gam? ECE) igs 
dot 

__AF(B) 4 BiB) 


c’est-a-dire d’introduire un paramétre nouveau 6’ et une fonction 
® de ce paramétre, au lieu de {, pour retrouver la forme de 
Lorentz. Dans lune et lautre de ces théories, tout se passera done 
comme si la masse était fonction de la vitesse, les valeurs de celle- 
ci déduites des deux théories étant seules différentes. Une mesure 
directe de la vitesse, telle que celle qu’a exécutée, pour les rayons 
cathodiques, M. Wiechert, en se servant d’oscillations hertziennes, 


ne semble d’ailleurs guere possible. On en conclut ce que nous 
voulions démontrer: 


Les expériences de M. Kaufmann s’expliquent soit en admet- 


XVIII, — SUR L’ELECTRODYNAMIQUE GENERALE. 417 


tant le mouvement absolu avec variabilité de la masse, sott en 
considérant les masses comme. constantes et les mouvements 
comme relatifs, et admettant que, pour les grandes vitesses, 
les forces électrodynamiques ne sont plus de simples fonctions 
linéatres de la vitesse, comme le veut la théorie de Lorentz, 


mais prennent une forme plus compliquée. 


. Dans la premiere Partie, j'ai fait remarquer que, pour des mou- 
vements uniformes, l’action d’un électron e’ sur e est une fonction 
compliquée de sa vitesse ’, dans la théorie de Lorentz, et que 
rien n’autorise 4 admettre une telle dissymétrie en ¢ et ¢’. 

I] est intéressant de calculer la courbe qu’on obtent lorsque, } 
étant petit, on s’en tient, dans (VI), aux termes du second ordre, 
utilisés en Electrodynamique, c’est-a-dire a la formule (13). Ona 
alors 


sacle 3—k,, 3(11— k) 
o( B?, Po) =1+ j Pres 


a, 


4 


(22 \ 
ne — el (1 + a ’ Roz = eBH (H = champ magnétique), 


A et B étant les constantes déja définies. A disparait donc du ré- 
sultat. Soit 


Vélectron mobile semblera avoir une masse vartable 


/ B/2 
m= mo(1+ = +...), ' 
2 


La formule qu’a obtenue M. Lorentz('), en cherchanta éliminer 


(1!) Amsterdam Proceedings, 1904. 


R. an 
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de ses €quations le mouvement absolu, est 


wl 


= B’2 \ 
m = m(1— 8?) 2 = mo (1+ +...) 


Les premiers termes des deux formules coincident donc. 


Pour m= const. = mp, la théorie de Lorentz donne la parabole 
: A : 
(51) Y= Be’ ae 
soit 
= A z2 
je = B2 bo”. 


Il est remarquable que la parabole pour laquelle il y a concor- 


dance avec l’observation, comme je l’ai montré dans la premiere 
2 

Partie (§ 9), serait obtenue en remplacant dans (50) = par 

et que les paraboles (50) et (51) sont par conséquent a égales dis- 

tances, comptée sur l’axe des y, de part et d’autre de la courbe 

observée. 

D’une maniére générale, onne peut s’attendre, dans une théorie 
basée sur le principe de relativité, a ce que les vitesses égales ou 
supérieures a celle de la lumiére présentent des particularités aussi 
étranges que dans la théorie de Lorentz. Des vitesses relatives tres 
supérieures ac devront étre prises en considération pour action 
mutuelle de deux rayons ® émis en sens inverses par un grain de 
radium, et ¢ pourrait méme n’étre en aucune maniére une vitesse 
critique, ni 6 = 1 un point singulier de la courbe. 

Comme on l’a vu plus haut, rien n’empéche, dans notre théorie, 
d’admettre que la réaction dinertie des électrons soit enticrement 
d'origine électromagnétique. Si les particules projetées par le 
radium ne sont pas sphériques, la réaction d'inertie dépend de 
leur orientation: une méme force moléculaire imprimera a des 
particules différemment orientées des vitesses différentes, et le 
champ extérieur donnera des déviations différentes ; si la masse est 
déterminée par un seul paramétre, comme c’est le cas pour Vellip- 
soide de révolution, il semblera que la masse est fonction bien 
déterminée de la vitesse initiale de la particule par rapport au 
radium. 
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On voit combien toute conclusion, dans un sens ou dans un 


autre, serait prématurée dans ce domaine si peu exploré encore des 
grandes vitesses. 


§ 16. — GRAVITATION. 


Les théories qui précédent sont-elles applicables a la gravitation, 
et peut-on admettre que celle-ci se propage avec la vitesse de la 
lumiére et suive les lois que nous avons admises pour l’action 
mutuelle des charges électriques ? La réponse est affirmative: les 
perturbations sont, comme dans la théorie de Lorentz, du second 
ordre. 

Mais tl semble que, de plus, tl soit possible de faire dispa- 
rattre, avec ces nouvelles formules, la différence la plus consi- 
dérable qui subsiste en Astronomie entre le calcul et Vobser- 
vation, savotr la rotation lente de ellipse décrite par Mercure, 
rotation qui dépasse de 41" d’arc par siécle celle que les perturba- 
tions planétaires feraient prévoir. 

Prenons comme plan des zy le plan de V’orbite, le Soleil immo- 


bile étant a lorigine des coordonnées. On tire de (13) les équations 
du mouvement 


a a a ee A ae a 3(1—k) far? 
dt? = eee 4c (zr) GE 4c ‘dt 


p(k +1) dx dr 

4 } “ “ocr? dt dt’ 
nN at kf (de\? . (dy\*)  3(1—k) /dr\? 
OY EY) 4 8 | (SI + (2) 3(1— k) (dr\*) 
datz pe | Cea te , dt 4c? dt ( 


u(k +1) dy dr 
ac2r? at dt’ 


x 


ou uw est une constante indépendante de la planéte considérée, et 


> 


r2=4?-+ 7? la distance au Soleil. Multipliant par y et — a, et 
ajoutant, on obtient Péquation des aires 


d dx dy\ _ p(k-+-1) dr Fags SAH 
ah fie dt) Paseo. di? at at) 
ou 
dx dy eae SLs 


“Ee 


eit amet re 
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Z seers F 1 
En coordonnées polaires, et en négligeant les puissances de — 


supérieures a la seconde, ceci s écrit 
d? (k +1)p 
2 ae — ————— ] + 
(52) Os x [: 2.6777 


Retranchons ensuite de la premiére el de la deuxiéme des équa- 
tions (52) les quantités du second ordre 


Bx ek oes Oey, y ) 


YW 20r DOP dt ° r. dt? 
eu 
ad? Seal eA aap Gay dry 
Yat 20r CME i dt® 7 a ) 


J 


Si Pon ajoute aux équations ces memes quantités ou 7 est 


p 1 3 : l d ox d ti . - d?y 
remp ace par sa valeur dé premiere approxima 101) — —— de 


aay d re anal d : 
par 73 on n “aura, en erniere analyse, introduit que des termes 
en =) absolument ee Multipliant les nouvelles équations 


obtenues par =, ajoutanl et intégrant, on obuent Péquation 


_ é 
de énergie 


‘iu tHED, 1 (ashe 9 mage 
ge?) 2c? \ at 2c2\ dt / 

op t= KD 1 fdr\2 2 
ae |:-sa(F) \- = 6 = const, 


Introduisant les coordonnées polaires, éliminant dé par la rela- 


: Ke : : Li ar NG : : 
tion (53), puis résolvant par rapport a (=) » on obtient, toujours 


; olde 
a des termes en — pres, 
ct 


ey a? Ae u(k —1) 
x i) ees 2c2r 


R 


~ 
er 
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Les maxima ou minima de /, ou axes del’ellipse, sontles racines 
du second facteur du membre de droite : ils ne changent donc pas 
dans le cours du mouvement ; mais l’ellipse elle-méme tourne len- 


tement dans son plan. En effet, soit ~ =p; on pourra écrire 
(k—1)p 
dp|1— CUP 
Ae] [on Rene LC 
J/— C2p?+Bp+A 
_ 28 2p . Be(k+n w2(k + 2) 
NSPS ie Rachie errr i band an 
. [ eS] 2 p= B 
GS We Mee rmer peer pe ah FLD ge eee 
Acta? V B2-+ 4AC?2 
ye Bp +A, 
4 


Si Pon part dune des deux valeurs maxima ou minima de p, cor- 
respondant a une racine du radical, on voit que cette méme valeur 
sera reprise, non aprés une demi-révolution, 9 ayant augmenté 
u2(k-+-5) 

4 cra? 


correctif étant trés petit, on aura donc sensiblement une ellipse 


de x, mais lorsque © aura augmenté dex | i is | ; leterme 


tournant dans son plan. Soit Nle nombre de révolutions par siécle ; 
Vangle dont aura tourné l’ellipse dans cet espace de temps sera 


war k+5).. 
2.02 a 3 
Soient 
ao la distance moyenne de la Terre au Soleil ; 


¥) sa vitesse moyenne sensiblement égale 4 30h" 


par seconde ; 
a et e la distance moyenne et l’excentricité de la planéte consi- 


dérée. 
L’excentricité de la Terre étant négligeable ici, on a 
GUO © 


dailleurs, on sait par la théorie élémentaire du mouvement ellip- 


v. baie & 


= ? on ’ £ aT » 
tique que ~~ >; langle cherché sera donc 


a(t?) 


Th 5) (2) dy 


2(1—€?) \ € a 
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ce qui donne: pour Mercure (4 + 5) 3", 6; pour Vénus (k +5) 0", 7; 
pour la Terre (k + 5 )o",3 par siécle. 

On pourra choisir la constante arbitraire k égale a 6,4, ce gut 
donne pour Mercure Canomalie observée de 41", pour Vénus 8", 
pour la Terre 3”, 4. Malgré la faible excentricité de ces orbites, ces 
derniéres anomalies ne semblent pas admissibles ; pour décider de 
la valeur a donner a &, il faudrait donc reprendre, en tenant 
compte de la nouvelle perturbation, le calcul des constantes des 
planétes intérieures (masses et éléments pour t =o) et les déter- 
miner A nouveau de maniére a obtenir l’accord le plus satisfaisant 
possible entre le calcul et Pobservation. Une influence sur le mou- 
vement de la Lune semble également possible. Ces perturbations 
ne deviennent d’ailleurs sensibles que quand leurs effets s’ajoutent 
pendant longtemps. 


N 17. — REMARQUES GENERALES. 


Entre les nouvelles formules et la théorie de Lorentz, il n’y a 
done pas de contradiction dans le domaine des faits observés jus- 
quwici en Electrodynamique. Il est évident qu’au point de vue de 
Vélégance mathématique et de la simplicité, l’avantage restera 
souvent du cété de la théorie de Lorentz; mais, d’autre part, celle- 
ci ne peut éviter toujours l'emploi des forces élémentaires, on a 
méme vu que cet emploi est indispensable dans la théorie de la 
radiation ; dans ces cas, il y aura équivalence. Enfin, aucune dé- 
duction ne peut étre tirée des équations de Lorentz avant qu’ait été 
faite la démonstration, souvent assez compliquée, que le mouvement 
de la Terre n’influe pas sensiblement sur le résultat: ici, l’avantage 
est de notre cété. 

Une des idées les plus fécondes de Maxwell a été lintroduction 
des courants de déplacement, qui forment, avec les courants de 
conduction, un systeme de courants toujours fermés auxquels 
Maxwell a appliqué les lois électrodynamiques connues (intégrale 
de Neumann, etc.) ; c’est ainsi qu’il parvient 4 ses équations. Les 
développements qui précédent montrent que cette application con- 
stitue une seconde hypothése : nous avons montré, en effet, qu’a 
notre point de vue et méme a celui de Lorentz, ces lois ne sont 


applicables qu’aux courants neutres et ce dernier point est, pour 
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les lois d’Ampére par exemple, plus important que l'autre ; Phypo- 
thése de Maxwell revient a Vintroduction d’une loi élémentaire 
pour laquelle toute base expérimentale manque. 

Notre théorie nécessite de nouveau la distinction des courants 
ouverts ct fermés. Mais si l’on a égard, non pas aux formules 
mathématiques, mais aux réalités physiques, on trouvera que les 
deux ordres de phénoménes sont quantitativement et qualitative- 
ment si différents, que l’utilité pratique de leur synthése n’est 
peut-étre pas aussi grande qu’elle le parait au premier abord. 

La formule pour l’action d’un point électrisé mobile sur un 
autre a laquelle conduit la théorie de Lorentz est trés analogue, 
comme l’a remarqué M. Schwarzschild ('), a celle de Clausius (?) 
qui contient également les vitesses absolues. Celui-ci y était par- 
venu en admettant, entre autres, qu’entre un courant galvanique 
et une charge électrique au repos il n’y a pas d’action. Cela est trés 
sensitblement vrai pour les courants neutres, comme on l’a yu, mais 
pourrait étre absolument faux dans d’autres cas. Cette hypothése 
conduit, chez Clausius comme chez Lorentz, a l’introduction du 
mouvement absolu. 

On a vu que, dans l’expression de la force élémentaire, un fac- 
teur & reste indéterminé. Ceci rappelle le résultat analogue 
d’Helmholtz, et méme la formule (25), applicable aux éléments 
de courant neutres, est identique avec celle d’Helmholtz (*) et se 
réduit a celle d’Ampere pour k= —1, a celle de F. Neumann, 
Maxwell et Lorentz pour k =-+ 1. Les couples qui s’y ajoutent 
dans la théorie d’Helmholtz manquent toutefois, et ce point est 
essentiel. De plus, nous sayons maintenant que ce n’est que dans 
le cas ot. il n’y a pas rayonnement que l’énergie reste constante ; 
les relations que léquation de |’énergie entrainait entre les acuons 
d@induction des courants ouverts et leurs actions électrodynami- 
ques peuvent cesser dés lors d’étre satisfaites. C’est, en effet, ce 
qui arrive: pour les phénoménes d’induction dans les corps au 
repos, les équations de Maxwell-Lorentz et d’Helmholtz (*) devien- 
nent identiques si A = 0, comme l’a remarqué ce dermer. Dans ce 


(1) Géttinger Nachrichten, 1903. 

(*) Journal fiir Math. (Crelle), t. 82, 1877, p. 85. 

(3) Wissenschaft. Abhandl., t. 1, p. 688. Leipzig, 1882. 
(*) Loc. cit., p. 573, equation (3 0). 


9 
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cas, la résistance, la force électrostatique et les accélérations 
jouent seules un réle ; les formules de Lorentz sont alors identi- 
ques aux ndlres, qui correspondent également a k = 0. Quant aux 
conséquences relatives a la stabilité, exigeant k2 0, elles ne peu- 
vent s’appliquer qu’a la valeur de k figurant dans les phénomenes 
d’induction (il suffit, pour le voir, de supposer les courants sensi- 
blement nuls) ; nos formules y satisfont donc toujours, et notre 
paramétre / reste entierement indéterminé. 

Il est intéressant de remarquer que, dans les corps au repos, les 
phénomeénes @induction en circuit fermé proviennent unique- 
ment de la vitesse finie de propagation dans notre théorie. En 
effet, si ’on se reporte aux développements du paragraphe 3, on 
voit qu’en ce qui concerne les termes du second ordre cette vitesse 
finie n’introduit que des accélérations, et ce sont celles-ci qui 
déterminent les phénoménes d’induction, car le terme du second 


1 i R 
',— &,COS He 3) 
Pear, Maemetteg COS EP rae) 


cep ie qui ne provient pas de ces déve- 
G20 Onc? 

loppements donne une force électromotrice nulle pour un circuit 
fermé. On sait que, dans l’hypothése des actions a distance, on a 
déduit des forces électrostatiques et électrodynamiques les phéno- 
meénes d’induction, en partant de l’équation de l’énergie : dans 
notre théorie elles se déduisent de la propagation. 

On pourrait déterminer le facteur / en adoptant la théorie des 
métaux, proposée par MM. Riecke et Drude, suivant laquelle la 
vitesse des électrons dans leur mouvement moléculaire irrégulier 
serait lrés supérieure a celle des ions positifs, et se chiffrerait par 
dizaines ou centaines de kilométres a la seconde. Soient 
dz un élément de volume du métal ; 

E’d7' la charge totale des électrons de cet élément ; 
vo’ leur vitesse moyenne. 

Le corps n’étant pas électrisé, l’action de dz’ sur une charge e 
située en 2ys sera par symétrie, vu l’irrégularité des mouvyements, 
parallele a7, et l’équation (V1) donne pour cette force 

— me se 12) 


"9 


DiGaiyae 


0! (k+ nor |. 


2. 2 


Or, on a, en moyenne, 
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la force est donc 


eH’ dt'y'2(2 — k) 
54 ee ee ae 
me Gc? 74 
Tout se passera comme si le corps portait une charge électrique 
Boe) 
6 
absolue, et tres considérable; cela ne pouvant pas étre, ¢/ faudrait 


I 


p'\2 ; , 
—) » proportionnelle, comme ¢’, a la température 
c 


que k fut égal a deux. Il est vrai que, si une telle action existait, 
il ne serait plus guére possible de démontrer, ni méme sans doute 
mettre, le théoréme de Boltzmann relatif 4 la répartition 
d’admettre, le th de Bolt latif a 1 tition de 
snergie entre les coordonnées indépendantes, sur lequ 
Vénergie entre | d dépendantes, lequel est 
fondée lhypothése de valeurs considérables de ¢’. Si les vitesses 
moléculaires des ions positifs et négatifs étaient, au contraire, sen- 
siblement égales, la force (54) cesserait d’exister, sauf peut-étre 
pour les phénomeénes électrothermiques. 

On a vu que la théorie nouvelle représente bien les oscillations 
hertziennes. Les particules fictives sont alors distribuées périodi-- 
quement dans le temps et dans l’espace; cette distribution pro- 
yoque a son tour des oscillations d’autres ions ou systémes d’ions; 
la combinaison de ces actions par interférence, c’est-a-dire par 
simple superposition, donne alors lieu aux divers phénoménes de 
réflexion, réfraction, etc. 

Lorsqu’on peut considérer les yitesses et l’amplitude des accélé- 
rations des ions comme infiniment petites, la concordance entre 
les formules de Lorentz et les miennes, démontrée pour les oscil- 
lations hertziennes, continue a exister quelle que soit la fréquence: 
avec cette restriction, toutes deux représenteraient les phénoménes 
d’Optique. Mais lorsque les vitesses interviennent, par exemple 
dans l’expérience de Fizeau sur l’entrainement des ondes, l'accord 
cesse : nos formules exigeront, comme celles de Hertz, l’entraine- 
ment total. J’a1 dit dans I’Introduction qu’on peut supprimer la 
difficulté en admettant une certaine réaction des charges électri- 
ques sur le mouvement des particules. 

Remarquons, en terminant, que notre loi de propagation con- 
cilie sans effort le phénoméne de aberration et lexpérience de 
Michelson, qui semblent contradictoires dans la théorie de |’éther. 
En effet, dans la seconde expérience, les sources de lumiere étant 


Teanere par pes a wecllone a une autre vale 

la lumiére des étoiles, qui est eae eee 

Terre ; l’explication si simple que donnait de Vaberration a or 
émanative de la lumiére subsistera dans ses traits eset 
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RECHERCHES CRITIQUES 


SUR LES 


THEORIES ELECTRODYNAMIQUES 


DE CL. MAXWELL ET DE H.-A. LORENTZ. 


Archives des Sciences physiques et naturelles, 4° période, t. XXVI, 
aout 1908, p. 209-236. 


L’histoire des idées nouvelles introduites par Maxwell dans la 
science de l’électricité et des théories qui en dérivent constitue 
certainement un des chapitres les plus intéressants, surtout au 
point de vue psychologique, de l’histoire des sciences. On sait avec 
quelle répugnance les esprits, habitués a la clarté limpide qui don- 
nait aux théories classiques de la Physique mathématique une si 
haute valeur esthétique, ont admis ces idées nouvelles, perturba- 
trices de l’ordre établi, et qui semblaient, i] faut bien l’avouer, 
étrangement confuses a premiére vue. C’est de 1856 que date la 
premiere publication de Maxwell, « On Faraday’s Lines of Force » ; 
trente ans plus tard encore, il fallut toute l’autorité d’un Helmholtz 
pour obtenir que la théorie nouvelle fait, non pas admise, mais du 
moins trouvée digne de quelque intérét. Ce furent les expériences 
de Hertz et de ceux qui Pont suivi qui, en démontrant Pidentité de 
la lumi¢re et des oscillations électriques, et confirmant ainsi les 
vues géniales de Maxwell, brisérent les derniéres résistances et 
donneérent a cette théorie droit de cité en Physique. On reconnut 
ensuite que l’origine des obscurités de l’@uvre de Maxwell résulte 
en grande partie de ce qu’on y trouve réunies deux tendances tres 
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différentes : celle d’une tentative d’explication des actions électri- 
ques par les propriétés du milieu qui en est le véhicule (explica- 
tion qui conduit Maxwell a des hypothéses accessoires diverses et 
ou, malgré ses efforts, il a complétement échoué en ce qui con- 
cerne |’électrostatique), et celle d’une description purement phé- 
noménologique au moyen d’équations aux dérivées partielles et 
d’une hypothése sur l’énergie électromagnétique, et ou intervien- 
nent certains vecteurs qui caractérisent l'état électrique et magné- 
tique du corps. Il n’y a qu’a choisir cette seconde méthode pour 
étre A labri de bien des difficultés. 

La théorie de Maxwell, étendue par Hertz aux corps en mouye- 
ment, ne s’accorde pas avec certaines expériences optiques (aber- 
ration, expérience de Fizeau, etc.), ni avec celles d’Eichenwald 
sur l’action des diélectriques mobiles. La forme nouvelle que 
H.-A. Lorentz donna a la théorie de Maxwell, au contraire, est en 
parfait accord avec ces expériences ; de plus, en reprenant Vhypo- 
thése de Fechner et de Weber, que tout courant électrique est un 
courant de convection, c’est-a-dire est di au transport de l’élec- 
tricité, hypothése que les recherches récentes confirment de plus 
en plus, il simplifia considérablement les équations ; la constitu- 
tion atomique qu'il attribua a l’électricité permet une vue plus 
claire et plus précise des phénoménes. Enfin, en considérant l’éther 
comme immobile et présent méme a Vintérieur des atomes, il sup- 
prima une indétermination de la théorie de Maxwell qui n’avait pu 
étre corrigée jusqu’alors, indétermination résultant des mouve- 
ments de l’éther, qu’exigeait aussi, sans les préciser suffisamment, 
la théorie de Hertz, mais qu’aucune expérience n’avait jamais pu 
mettre en éyidence. Enfin, la compénétrabilité réciproque et com- 
plete de ’éther et de la matiére explique que les corps se meuyent 
a travers l’éther sans éprouver de résistance, et que le « vent 
déther » de 30k™ a la seconde qui, selon Fresnel et Lorentz, tra- 
verse la terre emportée dans son mouyement autour du Soleil, n’ait 
jamais pu étre mis en évidence, méme par les expériences les plus 
délicates. 

En réduisant ainsi la théorie de Maxwell a son expression la plus 
simple, et en supprimant bien des difficultés mathémathiques, 
M. H.-A. Lorentz a comblé labime qui séparait la théorie de 
Maxwell des théories classiques, fondées sur la notion d’action a 
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distance, et précisé les rapports réciproques des équations de 
Weber et de Clausius d’une part, de celles de Maxwell et des 
siennes d’autre part. Ce-rapport est, comme on le verra, bien plus 
étroit qu’on n’aurait cru au premier abord. 

Mais la théorie ainsi simplifiée présente un autre avantage : c’est 
celui de permettre une critique plus rigoureuse des principes sur 
lesquels elle s’édifie. Ces principes sont de diverses sortes. Ce sont, 
d@abord, les bases expérimentales de la théorie: l’expérience, qui 
semble a premiére vue avoir si pleinement confirmé la théorie, 
n/aurait-elle pas, sans qu’on s’en doutat, porté toujours sur cer- 
tains points en laissant d’autres, tout aussi importants, dans 
Pombre? Quelles sont les modifications qu’on pourrait apporter 
aux formules de Lorentz sans toucher a aucun fait d’expérience? 

En second lieu, quelle est la signification vraie des vecteurs 
force électrique E, force magnétique H, qui entrent dans les équa- 
tions? Et comment se fait le passage de celles-ci aux faits d’expé- 
rience qu’elles doivent représenter? Des questions analogues se 
sont posées, on le sait, pour la. Mécanique, et n’ont recu leur 
solution que bien récemment. Or, par la notion de masse électro- 
magnétique, par l’impuissance ou la théorie se trouve d’expliquer 
les phénomeénes par les propriétés mécaniques de l’éther, a 
Physique moderne a été amenée a concevoir inversement une or 
gine électromagnétique des lois de la mécanique, et a faire ains 
de l’Electrodynamique le pivot d'une conception nouvelle de la 
nature, remplacant lancienne conception mécanique. Il est donc 
particulicrement important qu’aucun nuage ne voile les fonde- 
ments logiques de ce vaste édifice intellectuel. 

On sait que, parmi ces bases, se trouve l’hypothése d’un systéme 
absolu de coordonnées et que |’expérience de Michelson et Morley, 
et d’autres plus récentes, ont sur ce point donné un démenti formel 
ala théorie: comme en Mécanique, la translauon uniforme d’un 
systéme ne semble pas avoir d’influence sur les phénoménes opti- 
ques et électromagnétiques quis’y passent. MM. Lorentz, Einstein, 
Poincaré et d’autres se sont done demandé quelles hypotheses 
nouvelles il faudrait introduire pour rendre raison de ce fait, sans 
toucher aux équations fondameniales. Il se trouva quwil faut 
renoncer a la notion classique d’un temps uniyersel ; faire de la 
simultanéité une notion toute relative, supprimer la conception de 


430 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


Vinvariabilité de la masse, supprimer celle de corps rigides et sup- 
primer les axiomes de la cinématique, le parallélogramme des 
vitesses, etc. Lorsqu’un grain de radium émet dans deux sens 
opposés des rayons 6 de 250000 km: sec. de vitesse, on ne dira 
plus que la vitesse relative de ces rayons est de 500000 km: sec., 
mais elle sera égale 4 294000 km: sec. De méme, deux temps 
égaux pour un observateur A ou deux événements simultanés ne 
le seront plus pour un observateur B, mobile par rapport a A. Et, 
chose curieuse et digne de remarque, alors que, il y a peu d’an- 
nées, on aurait cru suffisant, pour réfuter une théorie, de montrer 
quelle entraine seulement l’une ou Vautre de ces conséquences:a 
Vheure qu'il est, les équations de Maxwell sont considérées comme 
si absolument intangibles, que ces conséquences n’ont eflrayé per- 
sonne. Plutdt que de conclure que les équations ont besoin d’étre 
modifiées plus ou moins profondément, on se décide a sacrifier la 
cinématique, la notion de temps, etc. Aprés avoir ignoré plus ou 
moins systématiquement, pendant trente ans, une théorie féconde, 
nous tombons dans l’extréme opposé. Ces équations méritent-elles 
vraiment une confiance si excessive ? 

La réponse est nettement négative, et je me propose de présenter 
ici un résumé des critiques auxquelles donne lieu la théorie de 
Maxwell et de Lorentz et des incertitudes expérimentales quelle 
comporte. Le lecteur trouvera dans un autre Mémoire (') le détail 
des démonstrations. 

Rappelons d’abord, en quelques mots, les équations fondamen- 
tales de M. Lorentz. Soient H le vecteur magnétique, E le vecteur 
(ou force) électrique, c la vitesse de la lumiére, 9 (2, ’, 5,2) la 
densité électrique en un point x,y,z a linstant ¢, ¢ la vitesse de 
cette charge lige 4 un ion ou électron; enfin désignons par A, la 
composante d’un vecteur A dans la direction 7. Ona 


du. dH, as dE» pees 

* dy de? te re ee 
dui» dl, al dk, F Oy 
dz Giiemecn alee ae Coe 


(1) W. Rirz, Recherches critiques sur UElectrodynamique generale (OEuvres, 
XVII, p. 317). Gonsulter aussi un article de l’auteur intitulé Du réle de V’éther 
en Physique (QEugres, XX, p. 445.) 
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a dE, x dE,  —1 dH, GAD, ee dE; ol. du, 
dy Gsm Ubi dz CE SR : 
ak dE dE; 
IT ae 8 ——o 
_ jaca aa 
dl dH, dH. 
IV = peeves = == 
Ae dx i dy o dz mB 
. dp _A(pex) | A(pvy) | Alpes) _ 
Be at ee ica ai dy 7s he 


Le champ ainsi créé dans l’éther exerce sur l’élément de charge 
eds la force mécanique représentée par le vecteur Fodz, ou 


oe f= E,= ~ (vy Hs — e,Hy), Fy= Ey+ *(¢:He— 02H,). 


M. Lorentz considere uniquement une certaine intégrale parti- 
cuhére du systeme I a V, qui s’obtient par la considération des 
« potentiels retardés ». On démontre, en effet, que toute intégrale 


de ce systeme peut s’écrire sous la forme 


" db 1 dAx dP te aACe 
/ =e eh Le ——/ —  — Z 
Bite Bes Gz edet a dy c dt’ 
‘ idk ads; ek. Cee 
(VII) Hy = ie a hg bre ae rs 5 


les foncuons ® (potentiel scalaire) et A, A, A; (composantes du 
potentiel vecteur) étant continues avec leurs dérivées premiéres 
dans tout l’espace, s’annulant a l’infini, et satisfaisant aux équa- 


tions 
‘ 1 d?@ 
“a as ame 
1 d?Ay ATO 0. 1 dA, __ GTP ey 
ar ama ag Gedy dey ae 
a dAy day | dA. ___ 1 de® 
ot) dx = dy Me ec dt 


Les fonctions 


(XI) O(a, 7, Z, t) =/{/ ffs. 
(XI) seni ff ftee. ae ff feet, 
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sont des intégrales particuliéres du systeme IX, X, XI; elles ont 
la forme de potentiels newtoniens, avec cette différence qu’au heu 
de prendre la valeur de p au point 2’ y'z’ a Vinstant ¢, il faut le 


. ye Ife . . ¢ . 
prendre a Pinstant antérieur £ — 4» our est la distance des points 


xys, aiy's'; cest ce qu’avec M. Lorentz nous indiquons par la 
notation [9'], [e’#,], etc. ; ona plus généralement 


i= s(z, 9, #82). 


Le champ est dés Jors complétement déterminé, et, en introdui- 
sant ces valeurs dans VII, VIII et VI, on obtient une expression 
analogue, c’est-a-dire une intégrale triple étendue a des « forces 
retardées », expression assez compliquée, et que nous n’écrirons 
pas, mais qui exprime la force subie par un point électrique de 
charge égale a l’unité, au moyen d’actions Elémentaires analogues 
4 celles que l’on considérait dans l’ancienne électrodynamique, a 
la notion de transmission non instantanée prés, qu'on retrouve 
d’ailleurs chez Gauss. De cette formule résulte, dans le cas ot' deux 
électrons sont a une distance finie l’un de l’autre, et sous certaines 
conditions générales qui sont ici sans importance, lexpression 
suivante (') de la force qu’exerce |’électron e’ dont la vitesse est 


Ir / if °1 Fah Wyre is / / tf 7 
rr Vy, O2, et Vaccélération w,, w,, ,, sur Vélectron e, de 
vitesse (: 
(XIV) Fy=ee') Ke + = | (es Ky+ vy Ky + 9; K.) cos(rx)— vp Ke | ; 


ot K est la force électrique en x, y, 5 et a pour expression 


wi. Cc Oe c? vo! 
(XV) Ky=— "4 + 2+ |eosre— "I, Ko 


SIN 5 ste | 905 See er hoes 
or (1—2 r2 1— 2) 
\ c ec / 


La distance r est dirigée dans le sens de e! a e etles quantités 0’, 


w! doivent étre prises aun instant antérieur ¢’ tel que Vonde émanée 


(1) Cette expression a été donnée par K. Schwarzschild, Géttinger Nachr. 
Math. physik. Klasse, 1903, p. 126; voir aussi H. Poincaré, Rendiconti del Circ. 
math, di Palermo, t. XXI, p. 129 (1906), et P. Langevin, Journal de Physique, 
1904. 
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de e’ a cet instant atteignee a l’instant ’. Les coordonnées x’, y’, 
2' de e’, x, y, a dee et leurs dérivées, les vitesses et les accéléra- 
tions étant des fonctions bien déterminées du temps, l’instant 


d’émission ¢ est donné en fonction implicite de ¢ par Péquation 
(XVa) c2X(¢—?2')?= [x(t) —2'(t')]?+- [y(t)—y'(¢) 2+ [2( 6) — 2’ (0). 


Dans le cas ow les vitesses sont trés inférieures a celle de la 
lumiére, et ot les changements ne sont pas trop rapides (états 
quasi-stationnaires), c’est-a-dire dans la plupart des cas qui se 
présentent en électrodynamique (en exceptantles oscillations hert- 
ziennes et les expériences de M. Kaufmann sur les rayons 8), on 


peut développer une fonction telle que f (« — ) par la formule 
de Taylor 


S(t) —..- 


7 
2c? 


Bea Oe 


t . I 2 x 
et négliger les termes ayant = en facteur. On obtient alors action 


élémentaire exercée par e’ sur e sous la forme d’une action a dis- 
tance, p étant la distance et 9, ¢’, w’ les vitesses et accélérauions 
actuelles dee ete’: 


/ 


2 # a cOsO”r / 9? — 3°? —2ey oe ey oe a 20205 
(OVill)) Fi "ee } (1+ SS SS 
(es at 2¢ / 
01.9 w!.+ wy, cos(or) 
20 COTE Baer; re i Pos 
eae 
pze 20/6? \ s 


Cette forme est particulierement propre a la discussion et a une 
comparaison ayec les théories classiques. 

Ce qui vient d’étre dit de la théorie de Lorentz suffira pour per- 
mettre au lecteur de s’orienter sur les critiques qui doivent étre 
adressées a cette théorie. 

Et d’abord, comme il a été dit plus haut, M. Lorentz ne consi- 
dére que les intégrales particuliéres XL et XII] du systeme d’équa- 
tions aux dérivées partielles IX, X et XL; par hypothese, il écarte 
toute autre intégrale. Remarquons limportance fondamentale de 
cette restriction. Par opposition aux phénoménes mécaniques, les 
phénomeénes électromagnétiques sont en général irréversibles a 
cause de la radiation. Mais les équations de Lorentz ne changent 
pas quand on y change le signe du temps: elles contiennent l’affir- 

R. 28 
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mation de la réversibilité. Au contraire, dans les potentiels retar- 
dés et les actions élémentaires XIV, les directions positive et 
négative du temps jouent des roles tout différents. On y a intro- 
duit une vitesse dont tlest, par hypothese, imposstble de changer 
le sens: c’est la vitesse avec laquelle les ondes s’é/oignent con- 
stamment des corps qui les ont émises : cest de la que découle 
Virréversibilité des phénomenes électromagnétiques. Or, on vérifie 
facilement que le systéme IX, X et XI admet une infinité d’autres 
intégrales que XII et XIII, satisfaisant aux conditions de conuinuilé 
et aux conditions a Vinfini: l’intégrale générale comporte, en effet, 
deux fonctions arbitraires. Parmi ces intégrales, les unes corres- 


. 5 1 ie 
pondenta des ondes convergentes : au lieu de argument ¢ — : elles 


lig r 
dépendent de argument ¢ + = et ont, du reste, la forme XII et 


XILL: ces ondes viennent donc de linfini et convergent unique- 
ment vers les points ol se trouyent des charges électriques, de 
méme que les potentiels retardés correspondent uniquement a des 
ondes qui s’éloignent de tels points. D’autres intégrales, au con- 
traire, peuvent étre considérées comme correspondant a des ondes 
qui convergent vers des points de l’éther ou s’en éloignent. Or, on 
démontre que toutes ces ondes sont physiquement absurdes, car 
elles entrainent la possibilité d’un perpetuum mobile. En particu- 


: : Z ie ee ye : 
lier, si dans XII et XII on change ¢ — = eB arses c’est-a-dire si 


Yon change le signe de c, on vérifie sans peine que le signe du 
vecteur radiant de Poynting change. Puisque la premiére solution 
correspond a des corps qui perdent de l’énergie lorsqu ils rayon- 
nent (c’est-a-dire lorsqu’ils contiennent des particules animées de 
mouvements non uniformes), la seconde correspond a un gain 
@Ménergie, et cette énergie n’est perdue par aucun autre corps, elle 
vient de l’infini, et est fournie uniquement par |’éther, réseryoir 
inépuisable d’énergie électromagnétique. Or, un systeme qui, 
dans de telles conditions, gagne de l’énergie est un perpetuum 
mobile. Les équations de Maxwell et de Lorentz admettent 
donc une infinité de solutions satisfaisant a toutes les condi- 
tions de la théorie, mais incompatibles avec Vexpérience. 

Il est done certainement indispensable de faire, soit sur l'état 


initial, soit sur les conditions a l’infini, des hypothéses supplémen- 
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taires qui écartent d’une maniére absolument générale et complete 
toute autre solution que XH et XIII. Or, il semble que cela soit 
impossible sans renoncer aux bases mémes de la théorie. J’ai 
montré, en effet (doc, cvt., p. 166 et suiv.), que la seule condition 
admissible et suffisante est que les formules XII et XIIL soient 
verifiées pour l’état initial a Vinstant ¢ = ¢ et pour l’instant consé- 
cuuf ¢) + d¢. Toutes les autres hypothéses proposées jusqu’ici, en 
particulier ’hypothése faite par Poincaré, Abraham et d’autres, que 
les champs sont nuls a grande distance pour l’instant initial ¢) sont 
inadmissibles; la derniére, par exemple, conduit pour ¢< ty ades 
ondes uniquement convergentes. Mais exiger qu’aux instants Co 
et ¢)-+dt le champ corresponde aux formules XII, XIII, c’est 
exprimer une condition qui n’a pas de sens, surtout dans les idées 
de Maxwell. Celui-ci, en effet, considérait comme un point essen- 
tiel de sa doctrine quelle n’entraine pas la considération des 
actions élémentaires et de l’origine du champ, et qu'elle n’a a se 
préoccuper que de l’entourage immédiat du point considéré. On 
voit qu il n’en est rien et que, pour éliminer les solutions physi- 
quement impossibles de ces équations, il ne reste qu’a adopter a 
priort les formules des potentiels retardés, qui distinguent les 
actions élémentaires comme les théories classiques, et a vérifier 
qu’elles satisfont aux équations. Ces actions élémentaires peuvent 
done complétement remplacer les équations aux dérivées, tandis 
que la proposition inverse n’est pas vraie. Les équations aux 
dérivées partielles sont essentiellement impropres a exprimer 
ensemble des lots de la propagation des actions électriques et 
lumineuses. 

Mais adoptons la formule des potentiels retardés. Quelle est 
la signification des vecteurs E, H, qui semblent étre des con- 
cepuons si essentielles de la théorie? Je dis que ces vecteurs s’éh- 
minent complétement et ne jouent que le réle d'une construction 
mathématique utile dans un certain nombre de cas particuliers(‘). 
En effet, sans connaitre la signification de E et H, on peut par 


(1) Ordinairement, on définit E comme force mécanique s’exercant sur l’unité 
de charge en un point, cette charge étant en repos par rapport a l’éther. Or, nous 
ne savons réaliser cette condition; la définition doit donc étre rejetée. En véalité, 
on n’observe jamais que F, et l’on en déduit E, H par VI; ces vecteurs sont 
définis par les équations, a quelque point de yue qu’on se place. 
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hypothése intégrer les équations au moyen de XII, XIII; on maura 
qu’a introduire ces valeurs dans VII, VIII, VI pour obtenir la 
quantité F (ou force mécanique exercée sur l’unité de charge) 
exprimée comme somme d’actions élémentaires exercées par les 
autres éléments de la charge. Or, F s’élimine lui-méme, car le 
repos et le mouvement de Vélectron ou du systeme électrisé est, 
par hypothése (qu'il existe ou non des masses réelles), déterminé 


par le principe d’Alembert 


d . 
(XVID) i (m oe — Fe Pe) ae 


ot l’on suppose F, remplacée par sa valeur donnée par les actions 
élémentaires et ot. P représente la résultante des forces non élec- 
triques. Or, c’est seulement ce mouvement ou ce repos qui font 
Vobjet de l’expérience ; le champ dans |’éther pur ne joue jamais de 
role. En effet, pour connaitre le champ en un point, nous sommes 
obligés d’y placer une charge électrique. ll en serait autrement si 
E, H, modifiant l’éther, le mettaient en mouvement ou changeaient 
ses propriétés, comme le supposait Maxwell. On pourrait alors, par 
exemple par des interférences d’ondes lumineuses, mettre en évl1- 
dence ces modifications sans placer une charge au point considéré. 
De nombreuses expériences entreprises dans ce sens ont constam- 
ment donné des résultats négatifs ; Vhypothése de tels mouvements 
n'a, d’autre part, conduit 4 aucune explication mécanique des lois 
électrodynamiques. M. Lorentz et avec lui beaucoup de physiciens 
ont donc élé amenés a en faire abstraction. 

Nous voyons done qu’en se placant uniquement au point de vue 
des faits, on peut se passer complétement des notions de champ 
électrique et magnétique et des équations aux dérivées partielles, 
avec leurs conditions de continuité : ces éléments sont insuffisants, 
nous l’avons vu, pour déterminer la solution; ce sont les actions 
élémentaires, ou plus exactement |’équation XVII, et non les équa- 
tions aux dérivées partielles, qui sont l’expression complete et 
adéquate de la théorie de Lorentz. Les premiéres ont d’ailleurs le 
grand avantage de ne contenir que des relations de temps et d’es- 
pace, avec certains coefficients invariables nommés charges élec- 
triques. La notion de force s’en élimine complétement. 

Or, comme I’a montré M. Schwarzschild (doc. cit.), ces actions 
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élémentaires se rattachent de la facon la plus immédiate aux théo- 
ries classiques. Clausius avait indiqué une formule qui exprime, 
dans l’hypothése des actions a distance, l’action d’une charge en 
mouvement sur une autre (formule analogue a la célébre formule 
de Weber, mais qui part de la considération de mouvements abso- 
lus); il suffit d’y introduire la loi de propagation de la lumiére, 
pour obtenir la formule de Lorentz. Si on songe que cette méme 
idée était déja venue 4 Gauss et A Riemann, on s’étonnera de voir 
combien, sous ce rapport, la science s’est éloignée du développe- 
ment en ligne droite, et par quels chemins détournés, par quelles 
broussailles logiques elle a passé pour revenir si prés de son point 
de départ. ; 

Mais, a suivre ces chemins détournés, elle a gagné sous bien des 
rapports. Elie a appris a concevoir la lumiére comme un phéno- 
mene électromagnétique, et cette conception fondamentale a 
modifié profondément l’Optique elle-méme. Car tout ce qui a été 
dit plus haut des phénomenes électriques s’appliquera a l’Optique. 
L’éther, les équations aux dérivées paruelles pourront étre consi- 
dérés comme secondaires ; en réalité, ce qui s’observe, ce ne sont 
que des actions élémentaires entre les ions ou électrons de la 
source de lumiére, ceux de l'appareil optique et ceux de la rétine 
ou de la plaque photographique. Tous les phénomeénes optiques 
dérivent de la par le principe de superposition. 

L’éther, qui semblait une conception essentielle de la théorie, 
s'est dérobé 4 toute expérience, et, d’étape en étape, il a fallu 
réduire son réle a celui d’un systéme de coordonnées absolues, 
c’est-a-dire indépendantes de la matiere ordinaire, systeme par 
rapport auquel il faut mesurer les vitesses des ondes et des élec- 
trons. Faut-il s’étonner que |’expérience n’ait pas voulu de ce fan- 
tome mathématique et que, contrairement aux formules de Lorentz, 
le mouvement absolu ne semble pas jouer de réle en Physique ? 

Mentionnons, en passant, d’autres objections auxquelles donne 
lieu la notion de l’éther telle qu’elle est généralement admise par 
les physiciens modernes: la répartition et le mouvement de 
Pénergie restent, dans une large mesure, arbitraires; i] existe 
méme plusieurs solutions s¢mples du probléme (loc. cit., p. 172- 
179); de plus, en supprimant le mouvement de l’éther, on a sup- 
primé le principe de l’action et de la réaction, alors que d’autres 
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images que l’on peut se faire de la propagation des ondes permet- 
tent de sauvegarder ce principe, comme on le verra plus loin. Enfin, 
la notion de champ ne peut s’appliquer 4 la gravitation (loc. cit., 
p- 179), comme Va remarqué Maxwell lui-méme : Véther devrait 
se trouver en équilibre instable, a cause du signe négatif de 
énergie de gravitation, Cette notion de champ ne saurait donc 
constituer une base générale capable de remplacer la Mécani- 
que ('). 

Les formules XIV, XV des actions élémentaires de charges 
ponctuelles qui, d’aprés ce qui vient d’étre dit, résument la théorie 
de Lorentz, contiennent les vitesses absolues soit explicitement, 
soit par la loi de propagation XV a. Puisque, jusquici, les vitesses 
relatives seules ont joué un réle dans l’expérience, il est évident, 
a priori, qwil doit étre possible, sans entrer en contradiction avec 
les faits observés, d’apporter des changements importants a ces 
formales, en ce qui concerne les vitesses, ¢’est-a-dire que ces for- 
mules sont hypothétiques dans une large mesure. Pour préciser 
ces changements, considérons d’abord les phénoménes quasi-sta- 
tionnaires ot la formule XVII s’applique. LH n’a jusqu’ici été pos- 
sible d’observer les actions électrodynamiques ou électromagnét- 
ques qui dépendent des vitesses des ions que dans le cas ot le 
champ magnétique est di a un courant fermé ou sensiblement 
fermé, et oi certaines vitesses sont négligeables par rapport a 
d’autres. Les expériences sur induction par le mouvement, sur 
les rayons cathodiques, celles de Rowland, d’Eichenwald, etc., 
appartiennent a cette catégorie. On trouve alors que dans XVI: 


1° les termes en ¢?, »,*, introduits par le développement en 


6 ie 5 : 
séries de f es a restent sans influence sensible ; 
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(7) Je ne puis exposer ici les difficultés auxquelles donne lieu la notion de 
Péther Clastique, ni montrer combien est superficielle l’analogie des équations de 
Maxwell ou de loptique avec celles des corps élastiques, analogie qui a donné a 
Maxwell et a tant d’autves l’espoir vain, on n’en saurait plus douter, d’une 
explication mécanique des actions électriques. Le lecteur trouvera un exposé de 
la question dans les mémoires cités plus haut et dans la seconde édition de 
Electricité et Optique, de H. Poincaré (4° partie). Paris, 1901. 
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on peut substituer 


,COSpz | es Prats eect 
so | — (Paen+ Py O,+ 0205) +3000 | = fia, ae 


ee 


(ce qui correspond a la formule d’Ampére pour l’action de deux 
éléments de courant), et plus généralement, on peut ajouter A ces 
termes la différence A (f, —f\z), A (Sys Jag)s «16, OU A est une 
constante arbiiraire, sans que cette addition modifie l'accord de 
la théorie et de Pexpérience. Enfin, on peut compléter ces expres- 
sions par des termes en v’?, v2, etc., de maniére a ce qu’elles ne 
contiennent plus que les vitesses relatives, et que laction soit 


, 


égale a la réaction, ce qui n’est pas le cas pour /. En posant 
Cy — OL == lez, newer UZ+ UZ + UZ = U? 


et désignant par ’ une constante arbitraire, l’expression la plus 
générale des termes électrodynamiques qui ne contient que les 
vitesses relatives devient 
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Mais on pourrait supposer aussi que la rotation des électrons 
mobiles dans un courant engendre seule un champ magnétique. 
On s’en rend compte si l’on songe que l’action du champ magné- 
tique n’ayant été observée que lorsque celui-ci est du a des cou- 
rants fermés, il existe dans tous ces cas un potentiel magnétique 
égal a langle solide sous lequel est vu le courant c’ (pour ne con- 
sidérer que le cas de courants linéaires). Or, la surface d'une 
figure polygonale tracée sur une sphere s’exprime par la somme 
des angles que forment, chacun avec le suivant, les cétés du poly- 
gone; pour une courbure continue, ces angles deyiennent les 
angles de contingence de la courbe sphérique, et ceux-ci s’expri- 
ment au moyen du rayon de courbure de C et de sa direction par 
rapport au rayon vecteur. Les hypothéses moléculaires permettent 
d’exprimer cette courbure soit par l’accélération de Vélectron, soit, 
pour un électron dissymétrique, par sa rotauon. On obtient ainsi 
une décomposition entiérement nouvelle de l’action du courant 
fermé en actions élémentaires, qu’on considérera comme yalable 
pour tout élément de courant fermé ou non, et qui, par intégra- 
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tion le long du courant, fournira dans tous les cas de potentiel 
magnétique. Le champ magnétique créé par un élément de cou- 
rant étant ainsi déterminé, la force exercée sur une charge e en mou- 


a e, 
vement sera, comme dans la théorie de Lorentz, ~ (vyH, —¢zHy),...; 


ott ¢ désigne la vitesse relative par rapport a élément. 

En somme, sur ces termes dépendant des vitesses, nous ne 
sommes pas mieux renseignés qu’au temps de Weber et de Helm 
holtz. — 

I] en est autrement du terme 
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dépendant des accélérations. On peut dire que tout Veffort de 
Vexpérience, tout ce que nous savons des oscillations électriques, 
des équations de la lumiére, de l’induction en circuit ouvert ou 
fermé, a porté uniquement sur ce terme. Il se décompose en 
deux autres : 
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de XV, et joue le rdle du vecteur de Fresnel en Optique. C'est de 
lui que dépendent tous les phénoménes présentés par les oscil- 
lations hertziennes a grande distance de la source. Ce terme ne 
joue par contre aucun rdéle dans l’induction en circuit fermé, car 
il peut s’écrire 

ay) Wy =, Ws 
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de la force électromotrice devient dés lors une différentielle totale 

et s’annule pour tout circuit fermé, 


} 


ee . F 
2° en ——| ww’, — 3,cosozxz|=—- sriuraso aie: es 
=< [ wr — 3, cosox| = yx, quiprovient entiérement du 


XIX. — SUR LES THEORIES ELECTRODYNAMIQUES. 4qu 


développement en série, et par conséquent de la vitesse finite de 
propagation, et qui détermine les phénoménes d’induction en 
circuit fermé et les forces électriques dans le voisinage immédiat 


‘ : 4 ; ; ee'Cosor 
d’un oscillateur hertzien (avec le terme électrostaique ——— 


e? 
dont la forme ne fait objet d’aucun doute). 

Mais il importe de remarquer gu’une lot de propagation ott le 
centre de londe émise par union a un instant t reste constam- 
ment animé d'un mouvement rectiligne et uniforme, de vitesse 
égale a celle de lion a Vinstant , donne aussi, par le dévelop- 
pement du terme électrostatique, le terme Nay et Ce résultat 
peut méme étre généralisé. On ne peut done conclure que ce 
centre reste en repos, comme le veutlathéorie de l’éther immobile. 

La réaction d’un systeme électrisé sur lui-méme, lorsquil y a 
accélération, c’est-a-dire l’expression de la masse électromagné- 
tique pour des vitesses faibles, dépend exclusivement de ¢, ; 
Vexistence d’une telle réaction ne saurait donc étre douteuse ; elle 
est absolument indépendante de toute incertitude relative au mou- 
vement absolu, aux termes électrodynamiques et a la loi de propa- 
gation. 

Revenons maintenant 4 la formule générale XIV et XV; on 
peut, dans cette derniére, tracer tous les ¢' sans qu’aucun fait 
d’expérience, soit dans le domaine de l’Optique, soit dans celui de 
Pélectrodynamique, n’en soit modifié de fagon sensible : seul, 


I 
0) 
Px 


r2 


doit étre conservé. Ce terme de premier ordre par rapport 


aux vitesses ne joue d’ailleurs aucun réle en Optique et dans les 
oscillations hertziennes; et il ne reste dans la formule XVII aucun 
terme de ce genre. Une autre loi de propagation, n’entrainant pas 
la considération d’un systéme absolu de coordonnées, le rendrait 
inutile. 

(Juant au terme de XIV linéaire en v (force électromagnétique 


: F ‘ ie ; be 
proprement dite), il content = en facteur et ne joue de réle que 


dans les phénoménes quasi-stationnaires ; nous avons yu combien 
sa forme reste incertaine. 

Les derniers énoncés comportent deux restrictions, relatives a 
des termes d’ordre supérieur au second. La pression de la lumiére 
correspond a un tel terme, dépendant du produit des accélérations 
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et des vitesses. Mais sa forme reste bien incertaine. En second 
lieu, les expériences de M. Kaufmann sur les rayons 8 du 
radium mettent en évidence dans XIV l’ensemble des termes. Mal- 
heureusement, il n’y a aucune conclusion atirrer de 1a; car on peut 
ajouter, soit a la formule de Weber, soit a celle de Clausius ou de 
Riemann, soit enfin a f),, une suite infinie de termes dépendant 
des puissances supérieures a la seconde et paires des vitesses, 
divisées par les puissances correspondantes de c: ces termes ne 
joueront de rdle que lorsque les vitesses ‘sont comparables a c, 
c’est-a-dire dans l’expérience de Kaufmann. Chacune de ces théo- 
ries pourra, par un choix convenable de ces séries, satisfaire aux 
observations, ce qui montre (voir doc. cié., pp. 189-197, 260-270) 
que si l’existence d’une réaction dinertie électromagnétique est, 
comme on l’a vu, hors de doute, la variabilité de cette réaction 
avec Ja vitesse, par contre, est hypothétique ; elle ne saurait étre 
déduite des expériences de M. Kaufmann que lorsqu’on adopte @ 
priort les hypothéses de Lorentz sur le mouvement absolu et sur 
les forces f,. Cette théorie de la variabilité de la masse électro- 
dynamique sappute donc sur les points les plus fatbles de la 
théorie de Lorentz. On explique tout ausst bien, et méme 
mieux, les observations faites en changeant convenablement 
dans Vexpression de la force les termes dépendant des 
vitesses, de mantére a nintroduire que des mouvements 
relatifs. 

lest a peine utile d’ajouter que le peu que nous connaissons 
des forces moléculaires ne nous permet pas d’affirmer que les lois 
connues de lélectricité sont valables a toute distance, si petite 
soit-elle. En réalité, c'est toujours a la loi des charges ponctuelles 
que nous aurons affaire, et ?on ne connait aucune expérience ou 
les conditions restrictives qu'elle comporte ne soient pas rem- 
plies. 

Nous avons enfin & nous demander ce que Vexpérience nous 
apprend sur la loi de propagation, ou, en d’autres termes, sur 
Péquation qui lie Vinstant d’émission ¢’ A Vinstant ¢ ot laction a 
heu. Dans la théorie de Lorentz, Ponde émise par un électron en 
mouvement uniforme a Vinstant ¢’ reste A tout instant postérieur 
de forme sphérique, le centre de la sphére étant le point de Péther 


ot onde a été émise, et ne participant pas au mouvement de 


4 
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Vélectron. Cette hypothése introduit done le mouvement absolu, 
et, sil’on admet que les expériences futures ne mettront pas plus ce 
mouvement en évidence qu’elles ne l’ont fait jusqu’ici, il faudra la 
rejeter et considérer le mouvement de propagation de la lumiére 
comme purement relatif et dépendant du mouvement des corps 
qui ont produit la lumiére — a moins de renoncer, avec Lorentz 
et Einstein, a la cinématique et a la notion de temps. Le principe 
de la relativité du mouvement, dans sa forme classique, exigera 
que les ondes émises par un systéme en mouvement uniforme, 
soustrait.a toute influence extérieure sensible, se meuvent avec ce 
systeme, de maniére que le centre de chaque onde sphérique con- 
tinue a coincider avec lélectron qui l’a émise, et que la vitesse 
radiale soit universelle et égale ac. Si le mouvement de lélectron 
est quelconque, le principe de relativité ne détermine plus la 
vitesse avec laquelle se déplace le centre de l’onde ; toutefois, cette 
vitesse doit étre constante (sinon il y aurait action a distance entre 
Pélectron et l’onde émise). I] ne sera plus possible, il est vrai, de 
conserver l'image « éther » ou « ondes dans un corps élastique » 
pour cette loi de propagation ; mais, si méme nous voulions la 
conseryer, et avec elles les équations aux dérivées partielles, il 
serait nécessaire d’ajouter hypothése nouvelle de la transforma- 
tion Lorentz-Einstein qui, a vrai dire, change si profondément les 
conditions du probléme, que Pimage « éther » ou « corps élas- 
tique » devient entiérement inapplicable. Bien plus, la propagation 
de la lumiére, dans les vues de MM. Lorentz et Einstein, ne com- 
porte plus d’image mécanique du tout. Au contraire, la loi de 
propagation que nous avons énoncée plus haut correspond simple- 
ment a lVimage de particules émises dans tous les sens avec une 
méme vitesse radiale, et qui conunuent a se mouyoir uniformé- 
ment: elle se rapproche donc, sous ce rapport, de la théorie éma- 
native de Newton. J’ai montré (/oc. ct., 2™° partie) qu’en suppo- 
sant cette loi vraie quel que soit le mouvement de l’électron et 
admettant que ces particules fictives agissent sur les charges élec- 
triques avec lesquelles elles entrent en contact, on n’a aucune 
peine a construire une infinité de théories électrodynamiques en 
parfait accord avec Vexpérience, sauf en ce qui concerne l’optique 
des corps en mouyement. Ici Pexpérience, interprétée dans la con- 


ception atomique de l’électricité que nous ayons adoptée jusqu ici, 
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énonce ce résultat unique et simple ('): lorsqu’un rayon lumineux 
met en vibration les ions d’un corps quelconque qui, a leur tour, 
émettent de nouvelles ondes, les centres de ces ondes se meuvent, 
non avec la vitesse de ce corps (comme le voulait notre hypo- 
these), mais avec la vitesse de la source de lumieére. Or, c’est ce 
que le principe de l’action et de la réaction permettait de prévoir. 
En effet, ce principe se trouve lésé par notre hypothése, puisqu’a 
Vaction de nos particules fictives (pour nous servir de cette 
image) sur les ions ne correspondait aucune réaction des ions sur 
les particules. Il faudra, comme dans la théorie de Lorentz, attri- 
buer a |’énergie rayonnante une quantité de mouvement, ce qui 
est bien plus naturel lorsqu’on considére cette énergie comme 
prosetée que lorsqu’on la considére comme propagée ; et les vites- 
ses initiales des particules fictives émises par un ion se détermine- 
ront par le principe de /a conservation de la quantité de mou- 
vement, ou principe de réaction. Dans le cas de |’Optique, toute 
Pénergie rayonnante provient de la source, et les écrans ou appa- 
reils optiques ne fournissent aucun apport; il est donc naturel de 
penser que le principe de réaction, quel que soit son énoncé précis, 
aura pour effet que la vitesse des particules fictives émises par les 
ions des écrans, etc., sera uniquement déterminée par celle de la 
source de lumiére. 

Evidemment, tant qu’une théorie générale et simple basée sur 
ces vues nouvelles fera défaut, il y aura leu d’étudier la question 
sous toutes ses faces, et en particulier de ne pas se laisser arréter 
par la nécessité d’une cinématique et d’une dynamique entiére- 
ment nouvelles, comme le veut l’hypothése Lorentz-Einstein (2). 
Mais il importe de savoir que rien, jusquici, ne nous oblige a 
considérer cette derniére hypothése comme yraie, ni méme comme 
paruculiérement probable. Et je crois qu’il serait regrettable pour 


(') On vérifie facilement ce théoréme en suivant de prés les démonstrations de 
M. Lorentz (Versuch einer Theorie der elektr. u. opt. Vorgdnge in bewegten 
Korpern, Leiden, 1895). 

(7) Il faut dailleurs noter que la théorie Lorentz-Einstein n’est également, en 
partie, qu’a état de programme: le principe de d’Alembert, et plus généralement 
la dynamique classique des systémes, sont incompatibles avec cette théorie. 
comme l’a remarqué M., Einstein, et rien n’est encore venu remplacer ces principes 
fondamentaux. Ils subsistent sans changement, au contraire, dans Vhypothése de 
Vauteur. 


al 
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la Physique quil ne se trouvat pas, pour représenter les lois élec- 
triques et électrodynamiques, de méthode plus simple que celle 
qui consiste a admettre d’abord des coordonnées absolues, a 
écrive un systeme de 11 équations, dont g aux dérivées partielles ; 
a les intégrer moyennant des hypothéses qu’il faut rejeter ensuite, 
pour ne pas introduire de solutions impossibles ou exclure des 
solutions possibles; et 4 compliquer enfin la formule déja bien 
longue, ainsi obtenue, par une transformation destructrice des 
principes de la cinématique, et dont l’unique but est de faire dis- 
paraitre du résultat le systeme absolu de coordonnées si malen- 
contreusement introduit au commencement. Encore ne sont-ce pas 
la les seuls motifs pour lesquels la théorie ne me parait pas satis- 
faisante. L’égalité du rapport des unités a la vitesse cde la lumiére 
trouve, dit-on, son explication dans les théories de Maxwell et de 
Lorentz. Les complications de la premiére rendent difficile une 
vue nette de la maniére dont la théorie atteint ce résultat. Mais 
considérons les équations de Lorentz. La vitesse cy figure de 
diverses manieres, et il n’est pas difficile de voir qu’en conservant 
c dans les équations aux dérivées partielles, mais changeant dans 
Pexpression VI de la force : en : oti c’ est différent de c, on nia 
modifié ni la vitesse de propagation, ni les unités, ni lénergie ('), 
mais bien le rapport de l’unité électrostatique a Vunité électrody- 
namique ; et la théorie ainsi exposée ne content rien qui nous 
fasse comprendre pourquoi ce coefficient de ¢,H, — v;H, est pré- 
cisément égal a ‘ On le choisit ainsi, parce que l’expérience 
Vexige — exactement comme c’était le cas pour la formule de 
Weber, de Clausius, etc. Ce n’est que lorsqu’on exige que le prin- 
cipe de Hamilton s’applique, sous une certaine forme spéciale, que 
Von trouve a priori ce coefficient -. Seulement le principe, tel 
quwil est utilisé par Lorentz, est nettement différent du principe 
dans le sens ordinaire, les variations sont prises toul autrement 
que pour les fluides, par exemple, et, de plus, comme |’a montré 


I oi ° 
1) Le terme en —,; en effet, donnera un travail constamment nul. Il faut 
' ’ 
Cc 


dailleurs se rappeler que H, comme il a été dit, est défini par la théorie elle- 
méme; si on le définissait a@ priort comme force (exprimée en gauss) s’exercant 
sur le péle d’un aimant permanent, le coefficient de pv deviendrait a son tour un 
coefficient empirique et les conclusions resteraient les mémes. 
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M. Schwarzschild, il existe différents modes application de ce 
principe. L’un d’eux détermine directement les forces élémen- 
taires, sans passer par la considération du champ; nous lui donne- 
rions la préférence au point de vue qui a été exposé dans cette 
étude; la fonction de Lagrange a la méme forme (a la propagation 
prés) que celle dont était parti Clausius, 
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ot dE, dE’ sont des éléments de charge, et ot v, v’ doivent étre 


pris a des instants convenables. 

Ciangeons a en 3 la formule ne satisfera plus aux expériences, 
le rapport des unités cessera d’étre c, mais le principe de la 
moindre action continuera a s’appliquer et la vitesse de propaga- 
tion restera égale a c; ce sont jes équations aux dérivées partielles 
qui, cette fois, ne sont plus satisfaites. 

En résumé, on voit que cette remarquable relation ne résulte de 
la théorie de Lorentz que d’une facon si indirecte, quelle se réduit a 
une détermination de coefficients, comme chez Weber et Clausius, 
lorsqu’on n’ajoute pas la condition relative au principe de la 
moindre action: dans les ouvrages didactiques, par exemple le 
traité de M. Abraham, et méme dans l’exposé que donne M. Lorentz 
de sa théorie dans le Mémoire cité plus haut, cette condition n’est pas 
mentionnée et semble considérée comme absolument secondaire. 

Gauss, dans sa célebre lettre a W. Weber, avait indiqué que, 
sans doute, les termes électrodynamiques résultaient uniquement 
de la vitesse finie de propagation, concue suivant une loi conve- 
nablement choisie, par des développements en série tels que nous 
les avons considérés plus hautet qui, on l’a vu, introduisent eflec- 
tivement des vitesses et des accélérations avee des coefficients 
dépendant de c. La relation entre le rapport des unités et la 
vitesse de la lumiére aurait alors eu une signification immédiate. 
Chez Maxwell, les termes électrodynamiques, dépendant du poten- 
tiel vecteur, s’introduisent tout autrement : la profonde conception 
de Gauss (il importe de le constater, car le contraire a souyent été 
soutenu) n/a pas élé réalisée par Maxwell et Lorentz. C’est a elle, 
peul-etre, qu’appartient l'avenir en électrodynamique. 


————— 


XX. 


DU 


ROLE DE VETHER EN PHYSIQUE. 


Rivista di Scienza « Scientia », Vol. II, Anno IH, 1908, N. Vi. 


Un jour viendra sans doute ot Véther 
sera rejeté comme inutile. 
H. Poincarh, La Science et l’Mypothese. 


Parmi les hypothéses les plus importantes en Physique et les 
plus généralement admises, il en est deux qui Jouent un role parti- 
culiérement essentiel : l’hypothése atomique, et Phypothése de 
Véther. Nées toutes deux de conceptions métaphysiques qui, de 
nos jours, ne trouveraient plus guere d’adhérents, elles ont connu, 
dans le cours des temps, des vicissitudes nombreuses, et lexpé- 
rience aussi bien que la critique leur ont fait, pendant ces der- 
niéres années, un sort trés inégal. On sait combien a été féconde, 
dans presque tous les domaines de ia Physique et de la Chimie, la 
conception atomique; et le développement qu’a pris récemment la 
théorie des ions et électrons a constitué un nouveau triomphe de 
cette conception en nous faisant presque toucher du doigt l’exis- 
tence de charges électriques atomiques. Cependant la critique 
philosophique semble encore a Vheure qu’il est ne pas pouvoir 
pardonner entiérement a cette hypothese ses origines un peu dou- 


teuses. M. Ostwald(') en particulier la traite avec une sévérité qu'il 


(1) Vorr en particulier Varticle de M. Ostwald dans cette Revue, N° I, p. 16. 
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est loin d’appliquer a d'autres conceptions, et en paruculier a 
celle de l’éther. C’est a peine sila critique a effleuré cette derniére. 
Le succes de la théorie ondulatoire de la lumiére, et, plus récem- 
ment, celui de la théorie de Maxwell, ont fait taire les objections, 
etl’on ne s’est guére demandé dans quelle mesure cette notion 
d’éther, essentielle, il est vrai, dans la forme actuelle de ces théo- 
ries, est aussi exigée par l’expérience, indépendamment de cette 
forme particuliére. Et cependant, une breve analyse historique 
suffira & nous montrer combien peu, en yérité, Vhypothése de 
l’éther mérite la faveur universelle qui lui est accordée. 

D’origine philosophique, l’éther n’a acquis droit de cité en 
Physique qu’avec Huygens, créateur de la théorie ondulatoire de 
alumiére; il n’était, d’ailleurs, a cette époque, a cdté des fluides 
magnétique, calorique, électrique, etc., qu'une nouvelle concepuon 
toute analogue, et qui ett certainement élé acceptée sans grande 
difficulté par les physiciens, si la grande autorité de Newton 
n’était intervenue, faisant dominer pour longtemps la théorie 
émanative de la lumiere. Le motif qui a porté Newton a rejeter 
les conceptions d’Huygens yaut qu’on s’y arréte; il est caracté- 
risuque. 

L’observation de divers phénoménes de diffracuon, et en parti- 
culier des anneaux de Newton, avait montré dés cette époque que 
la lumiére est certainement un phénoméne périodique, c’est-a- 
dire consiste en une succession d’états qui, au bout d’un certain 
temps, extrémement court d’ailleurs, se renouvellent exactement de 
la méme maniere au méme point de l’espace. C'est ce qui a eulieu 
également pour le son, et c’est ce qu’exigeait la théorie d’ Huygens; 
les profondes recherches mathématiques de ce savant, qui ont 
été la premiére base de la théorie ondulatoire, s'appliquent quelle 
que soit Vhypothése faite sur la nature du phénoméne, pouryvu 
que l’on conserve cette notion de périodicité dans le temps et dans 
Pespace suivant la loi mathématique d’Huygens. Mais ce savant 
avait de plus admis qu'il fallait considérer la lumiére comme 
étant une vibration d’un corps impondeérable, répandu dans tout 
Pespace; et comme les corps pondérables n’éprouvent aucune 
résistauce de la part de cet « éther », soit que l’on considére les 
mouvements relatifs des corps a la surface de la terre, soit que 


Von étudie a cet égard les mouvements célestes — et ici la pré- 


XX. — DU ROLE DE L’ETHER EN PHYSIQUE. 449 


cision de l’observyation est extrémement grande — il fallait conce- 
voir ’éther comme un fluide extrémement subtil. Or les fluides 
ne peuvent exécuter que des vibrations longitudinales, c’est-a- 
dire des vibrations dont la direction est toujours celle dans laquelle 
se propage l’onde, et qui sont caractérisées en chaque point par 
une seule donnée : la densité du fluide en ce point. Telles sont les 
vibrations de Pair qui proyoquent en nous l’impression du son; 
tandis que les vibrations produites lorsqu’on pince une corde de 
violon, lorsqu’on frappe une barre, ou qu’on jette une pierre dans 
une piéce d’eau, sont d’un caractére tout différent : elles ne sont 
pas accompagnées d'un changement de densité, et leur direction 
n’est pas déterminée par celle de la propagation; dans un corps 
solide indéfini, elle est dans un plan perpendiculaire a cette der- 
niere, et il faut, pour la caractériser, se donner sa direction dans 
ce plan, ou ses deux composantes suiyant des axes de coordonnées 
situés dans le plan; dans une corde vibrante, la propagation a lieu 
dans la direction de la corde méme, la vibration est perpendicu- 
laire a celle-c1, et dépend de la direction dans laquelle a été pincée 
la corde. Dans aucun cas, une seu/e donnée ne suffit, comme pour 
les vibrations longitudinales, a déterminer le phénomeéne; il en 
faut au moins deux. Or les recherches d’Huygens Jui-méme sur 
les phénoménes optiques que présente le spath d’Islande (polari- 
sation) montraient que la lumiere est caractérisée par une direc- 
tion, ou, comme on dit, par un vecteur, c’est-a-dire par plusieurs 
quantités, et non par une seule. Aussi Huygens ne put-il expliquer 
la variété des phénoménes que présente le spath, et Newton, qui 
certainement connaissait les vibrations transyersales des solides, 
mais ne pouvait admettre qu’un solide se laissat pénétrer par les 
corps les plus divers sans leur opposer la moindre résistance, 
rejeta-t-il la théorie d’Huygens malgré ses avantages évidents. 
Ainsi, dés lorigine, cette matérialisation d’une conception mathé- 
matique d’ailleurs si féconde a été funeste a celle-ci. Cest une 
particularité que nous retrouverons presque a chaque pas de Vhis- 
toire de celte conception, et jusque dans ses développements les 
plus récents. 

Pendant prés d’un siécle, ’éther ne joua, dés lors, qu'un réle 
extrémement modeste, et lorsqu’enfin les travaux de Fresnel le 
remirent en honneur, et donnérent une immense supériorité aux 
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conceptions d’Huygens sar celles de Newton, c’est au cn eaTe 
génial avec lequel le grand savant traita ce cété de la théorie qu il 
faut attribuer une partie de son succes. Uniquement guidé par 
l'étude des phénoménes, il en chercha et en trouva les lois mathé- 
matiques, qu’on peut exprimer, sous leur forme la plus générale, 
par une certaine équation aux dérivées partielles du second ordre, 
et par certaines conditions auxquelles la lumiére est assujettie 
lorsqu’elle se trouve a la surface de séparation de deux corps 
différents ou d’un corps et de l’éther. La difficulté de faire mou- 
voir librement les corps a travers un éther solide ne l’arréta pas ; 
il admit méme, pour expliquer l’aberration, que |’éther ne partage 
pas le mouvement de la terre dans son orbite, en sorte que tous 
les objets et lair qui nous entoure seraient parcourus par un vent 
d’éther a la vitesse de 30 kilométres 4 la seconde, sans que nous 
puissions nous en aperceyoir méme par les expériences les plus 
délicates. Sa théorie était conforme a l’expérience, donc objection 
ne pouvait étre insurmontable. Des expériences plus exactes 
mettraient en éyidence, pensait-il, ce mouvement relatif des 
corps par rapport a l’éther, ou une analyse plus parfaite 
expliquerait tout. Et a vrai dire, nous en sommes encore au méme 
point. 

La théorie de Fresnel était purement phénoménologique, nous 
Vavons dit, Il s’agissait maintenant de déduire cet ensemble de 
formules d’une théorie complete de |’élasticité de l’éther, et les 
problémes qui se posaient dans ce sens ont été pour beaucoup 
dans le vaste développement que prit alors, entre les mains de 
Navier, Poisson, Green et Cauchy, la théorie générale de |’élasti- 
cité des corps solides, qui n’existait auparavant qu’a un état rudi- 
mentaire. Le résultat de ces recherches fut qu’on peut caractériser 
le mouvement vibratoire le plus général d’un solide — et par con- 
séquent de léther — par des équations du second ordre aux 
dérivées partielles, et par certaines conditions a la surface des 
corps — comme l’avait montré Fresnel pour la lumiére. Malheu- 
reusement, il n’y avait pas identité des deux ordres de phéno- 
ménes, et des divergences subsistaient précisément aux points 
importants. On montre facilement que des considérations d’ordre 
général, telles que la réversibilité d’un phénomeéne caractérisé par 
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a deux coefficients arbitraires prés, la forme de l’équation aux 
dérivées partielles a laquelle satisfait le vecteur. Aussi des équations 
analogues reviennent-elles dans les domaines les plus divers de la 
Physique mathématique — par exemple dans la théorie de la cha- 
leur, du potentiel, de I’équilibre des corps élastiques, etc. — sans 
qu’on puisse conclure, loin de 1a, 4 un rapport entre ces phéno- 
ménes. Or, pour passer des équations de l’éther, supposé un corps 
élastique, a celles de Fresnel, il faut donner al’une des constantes 
une valeur impossible : la résistance qu’oppose le corps a une 
compression uniforme, ou, ce quirevientau méme, la vitesse des 
oscillations longitudinales, doit étre nulle. Aussi Cauchy et Green 
ont-ils rejeté cette hypothése, et ont-ils admis qu’au contraire 
Péther est incompressible, et que des ondes de compression ne 
peuvent s’y produire. A vrai dire, les principes généraux de la 
Mécanique exigent, dans cette hypothése, lintroduction d’une 
pression hydrostatique, qui serait ce qu’on appelle le facteur de 
Lagrange correspondant a la condition d’incompressibilité a 
laquelle est soumis le mouvement. Mais il n’y aurait plus eu iden- 
uté avec les équations de Fresnel; sans beaucoup d’explications, 
on laissa cette pression de cété. Malheureusement, cela ne suffit 
pas. Parmi les conditions qui doivent étre satisfaites 4 la surface 
de séparation de deux milieux, les unes, qui expriment simple- 
ment la continuité, sont bien communes a la théorie de |’élasticité 
et a ’optique; mais ce sont — comme nous l’avons dit plus haut 
de la forme générale des équations — précisément celles qui ne 
sont a aucun degré caractéristiques, et ne conuennent pas les 
constantes physiques des deux corps. Quant aux deux conditions 
qui contiennent ces derniéres, il a fallu les abandonner; elles 
étaient inconciliables avec les expériences de Fresnel. On les a 
remplacées par d’autres principes, impliquant des hypothéses nou- 
velles, et c’est en particulier ’hypothése atomique qui a permis a 
Kirchhoff d’énoncer l’explication mécanique la plus plausible de 
ce probleme si difficile. Plus tard, Lord Kelvin, trouvant que, pour 
les cristaux, malgré tous ces « coups de pouce », l’hypothése de 
Vincompressibilité de l’éther ne donnait rien de satisfaisant, revint 
ala solution rejetée par Cauchy et Green, dun éther infiniment 
compressible; il montra que, si l’éther est tnfint, Vhypothése cesse 
d’étre nécessairement absurde. Mais elle reste fort étrange, car 
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elle revient a attribuer toute Vénergie potentielle de l’éther aux 
changements d’orientation de ses éléments de volume, change- 
ments qui, pour Vélasticité des corps solides finis, sont sans 
influence aucune, mais peuvent jouer un role, au moins apparent, 
lorsqwil s’agit de éther : car celui-ci, par hypothése, ne peut 
tourner dans son ensemble a la maniére d’un solide. Tl reste, il 
est vrai, cette objection qu'il suffit, pour provoquer en un point 
de Péther un changement de densité fini, d’une compression infi- 
niment faible. Lord Kelvin suppose par conséquent que Vénergie 
de Véther contient des termes qui s’opposent a la compression, 
mais sont d’un degré supérieur au second, en sorte qu’en Optuique 
ov les déformations sont supposées infiniment petites, ils restent 
négligeables. Les conditions aux limites deviennent alors iden- 
tiques a celles de Fresnel; aucune difficulté ne semblait plus sub- 
sister et, si la conception d’un éther élastique n/ayait joué aucun 
role effectif dans la découverte des lois de POpuque, du moins 
semblait-elle capable de les expliquer aprés coup. Cependant 
Lord Kelvin abandonna cette hypothése pour la remplacer par 
une autre plus subtile, celle de l’éther gyrostatique; il semble que 
ce soit Videntité des phénoménes lumineux et des oscillations élec- 
triques, découyerte par Maxwell, qui l’y aient amené. 

On sait que Maxwell part de ce principe, énoncé par Faraday, 
que les attractions et répulsions électriques et électromagnétiques 
sont dues, non & une action A distance, mais a une sorte de pres- 
sion qu’exerce sur les corps électrisés le milieu dans lequel ils 
sont plongés; ce milieu est lui-méme, de proche en proche, 
modifié par la présence de charges électriques. Maxwell montra 
comment on peut transformer et compléter les équations de l’Elec- 
tricité de maniére a ce qu’elles expriment cette nouvelle maniére 
de voir; pour les oscillations électriques, il trouva exactement la 
forme d’équation et les conditions données par Fresnel; il ne 
s’agissait plus, comme dans la théorie de léther élastique, dun 
a-peu-prés : les constantes, déterminées par des méthodes pure- 
ment électriques, étaient identiques elles-mémes a celles de 
VOptique. Cette belle découverte consttue la théorie électroma- 
enétique de la lumiére; elle laisse d’ailleurs ouverte la question 
(@une explication mécanique par les propriétés élastiques de léther, 


mais exige que cette explication s’applique, non seulement a 
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POptique, mais a l’ensemble, bien plus compliqué, des lois de 
Pélectricité et du magnétisme. Pour des corps au repos parcourus 
par des courants, Maxwell a donné une telle explication; mais la 
structure extrémement compliquée qu’il a été obligé de donner a 
’éther permet de sonder toute la difficulté du probléme, plutét 
qu'elle n’en constitue une solution; pour les corps en mouvement, 
et pour les actions électrostatiques, Maxwell n’avait d’ailleurs pas 
réussi a trouver une explication analogue, et, dans l’exposé défi- 
nitif de la Théorie dans son célébre Traité, il ne mentionne plus 
son explication primitive. Il est impossible de décider dans quelle 
mesure ces spéculations sur la structure de l’éther l’ont aidé dans 
ses découvertes; l’existence d’une relation étroite entre la lumiére 
et l’électricité avait été entreyue par Gauss, et la découverte 
remarquable, faite par W. Weber et Kohlrausch, que le rapport 
des unités électrostatique et électrodynamique est égal a la vitesse 
de la lumiére, avait porté un mathématicien célébre, B. Riemann, 
a des spéculations sur le méme sujet, et a du vivement frapper 
Maxwell. 

Les équations de l’Optique n’étant qu’un cas trés particulier de 
celles de l’Electrodynamique, il faut que les interprétations méca- 
niques de ces derniéres soient des généralisations de théories 
mécaniques de la lumiére. Le choix, on l’a vu, n’est pas grand, et, 
malgré les efforts de nombreux savants, parmi lesquels il faut 
citer en premiére ligne Lord Kelvin, aucune solution n’a été trou- 
vée. J’écarte, bien entendu, les mécanismes ingénieux et compliqués 
relatifs a tel ou tel cas particulier; j’écarte encore les considérations 
générales, ol interviennent des masses imperceptibles a nos sens, 
et dont on ne précise pas le mouvement, parce que, affirme-t-on, 
seule l’expression de leur énergie cinétique et potentielle importe. 
Ona pu dire, il est vrai, qu’il suffit de montrer que le principe de 
la moindre action s’applique 4 un phénoméne lorsqu’on introduit 
dans l’expression de l’énergie du systeme des termes de ce genre, 
pour avoir par 14 méme démontré la possibilité d’une réduction 
aux lois de la Mécanique. Mais il faut s’entendre : si l’on exclut 
les actions a distance entre les parties de ce mécanisme, si l’on 
exige, de plus, l’impénétrabilité et ’indestructibilité de ces masses 
invisibles, cette réduction cesse en général d’étre possible, et le 
probléme reste tout entier. [I est d’ailleurs facile de voir ot git la 
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difficulté, lorsqu’on veut passer d'une théorie élastique de la 
lumiére a une théorie électrodynamique : partout ou il existe une 
charge électrique, les équations deviennent inhomogénes; quelle 
que soit Phypothése que l'on fasse sur le mouvement et la défor- 
mation de l’éther dans un champ donné, tout se passe comme S1, 
aux réactions élasuques, venail s'ajouter une force nouvelle, exer- 
cée par la charge électrique sur l’éther qui est en contact avec elle. 
Considérons, par exemple, une charge électrique sphérique. Son 
action sur ’éther environnant se réduira, par symétrie, a une pres- 
sion ou une tension dans la direction du rayon. Si l’éther est 
incompressible — c’est une des deux hypothéses admissibles en 
Optique — cette pression ne le modifiera pas. Si, au contraire, 
comme le youlait Lord Kelvin, il est infiniment compressible, un 
flux continuel d’éther dirigé radialement s’établira, et il faudra 
renoncer a l’indestructibilité de l’éther. Aura-t-on recours a des 
termes d’ordre supérieur,comme en Opuque? Ces termes, ici, ne 
pourront plus étre considérés comme négligeables, puisque ce 
sera d’eux que dépendra le phénoméne; et nous nous trouverons 
en contradiction avec les lois de l’Electricité, qui n’admettent pas 
de tels termes. M. Poincaré, dans ses Lecons sur VElectricité et 
VOptique ('), a nettement mis en lumiére le caractére général de 
ces difficultés, et il nous suffira de dire qu’elles n’ont pas recu de 
solution, méme dans la théorie de Larmor. Cette derniére repose 
sur la conception mentionnée plus haut, de Véther gyrostatique, 
conception qui mérite qu’on s’y arréte. On sait que lorsqu’un 
appareil contient une masse en rotation rapide il tend a conserver 
son orientation, et oppose une résistance a la main qui cherche a 
le faire tourner dans un certain sens : la toupie, de méme, résiste 
a Vaction de la gravitation qui ne la fera tomber que lorsque les 
frottements auront suffisamment réduit sa vitesse de rotation. 
Supposons de telles masses en rotation dans chaque élément de 
volume de I’éther : cet élément opposera A un changement d orien- 
lation une certaine résistance, et nous ayons yu que c'est préci- 
sément ce qu’exige ’Optique quand on renonce a Vincompressi- 


bilité. Cette ingénieuse explication a été appliquée par M. Larmor 
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aux phénomenes électriques; mais il n’est pas parvenu a vaincre 
diverses difficultés (votr M. Poincaré, loc. cit.), et Yon ne voit 
pas comment la notion de charge électrique, en particulier, peut 
se déduire de ces considérations, 4 moins de renoncer a l’indes- 
tructibilité de Péther. Effectivement il est remarquable que sil’on 
admet que la matiére est une source continuelle d’éther, ou absorbe 
continuellement ce corps, on arrive avec B, Riemann (dont les 
recherches ont été récemment reprises par M. Brill) a explication 
hydrostatique des attractions et des répulsions que nous étudions 
en Electrostatique et dans la théorie de la Gravitation. Mais ici le 
mot « explication » ne s’applique certainement plus; il faudrait 
dire « analogie ». 

La Gravitation, dont nous n’avons pas parlé jusqu’ici, complique 
encore le probléme. Lorsqu’un milieu quelconque, apres avoir été 
soustrail a toute influence extérieure, est soumis a une déformation, 
la stabilité du milieu exige que son énergie potentielle s’accroisse. 
Or, et c’est Maxwell qui l’a remarqué, pour un champ de Gravi- 
tation, cette énergie diminuerait, au contraire; aussi Maxwell 
considére-t-il ses concepuions comme inapplicables ala Gravitation, 
qui reste ainsi encore plus « inexplicable » que les phénoménes 
électriques. On n’évite la conclusion qu’en renoncant, comme on 
Va vu, a Pindestructubilité de l’éther. Quant aux idées de Lesage, 
qui font de l’éther une sorte de gaz tres raréfié, ou les corps maté- 
riels se protegent mutuellement contre les chocs des atomes 
d’éther et sont ainsi poussés les uns vers les autres, il est douteux 
qu elles expliquent réellement la Gravitation; mais, certainement, 
elles sont absolument incompatibles avec les lois de POptique. 
Enfin, citons les travaux de Byerknes qui, comme d’autres auteurs 
Pavaient déja fait, trouve une analogie de la Gravitation avec un 
systeme de corps vibrants, plongés dans un fluide incompressible. 
I considére, en particulier, des sphéres qui s’étendent et se con- 
tractent alternativement : mais il faut qu’il y ait non seulement 
identité de période pour toutes les molécules ou spheres, mais 
encore identilé de phase, et cette derniére condition est plus inex- 
plicable que la Gravitation elle-méme. 

in résumé, aucune conception mécanique de l’éther n'a conduit 
au but. L’expérience a-t-elle réussi la ot Ja théorie a échoué? 
Beaucoup de recherches ont été entreprises pour mettre en évi- 
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dence, par le moyen si délicat des interférences, un mouvement 
de l’éther, soit dans le voisinage de corps aimantés ou électrisés, 
entrainés dans un mouyement de rotation rapide; soit prés de 
courants électriques, ou dans un champ d’oscillations hertziennes. 
Le résultata été constamment négatif, et cet échec, confirmant 
celui de la théorie, et s’ajoutant aux difficultés nombreuses déja 
signalées, telles que le passage libre des corps a travers l’espace 
matériellement vide, a amené un grand nombre de savants a 
renoncer définitivement 4 une conception mécanique de l’éther, 
et a en faire ce que M. Drude appelle un espace physique, c’est- 
a-dire un espace qui ne se distingue de celui de la Géométrie 
qu’en ce qu’il est le siege d'une énergie spéciale, P énergie électro- 
magnétique. Son état est défini par la « force électrique » et la 
« force magnétique ». A vrai dire, ces vecteurs n’y produisent par 
hypothése aucun changement qui soit susceptible de tomber sous 
nos sens; et l’on peut se demander ce que de tels énoncés ren- 
ferment de réel et quelle est la part des mots lorsqu’on continue 
a parler d’une action de ce « milieu » sur les corps. C’est ce que 
nous allons examiner en partant de la théorie électrodynamique 
de Lorentz qui est établie sur cette conception de l’éther. Nous 
trouverons que lerdéle de I’éther, bien modeste déja, doit encore 
étre réduit, et, d’abstraction en abstraction, nous arriverons a n’y 
plus voir qu’un systéme de coordonnées absolues, un fantome ma- 
thématique, qui, a son tour, ne subsistera pas devant l’expérience. 

L’éther est considéré, nous l’avons dit, comme étant le réservoir 
de toute l’énergie électrodynamique, optique, etc. Nous pourrions 
donc nous attendre a ce que certains points de l’éther, situés soit a 
distance finie, soit 4 l’infini, soient lorigine de perturbations élec- 
trodynamiques. Un corps rayonnant, au lieu de perdre constam- 
ment de son énergie, pourrait aussi en gagner constamment, par 
Papport d’ondes convergeant vers lui, et venant, par conséquent, 
de Pinfini. Un tel appareil, tirant son énergie de léther sans que 
@autres corps en perdent une quantité équivalente, serait bien 
précieux : il constituerait un perpetuum mobile. 1! est facile de 
montrer(') qu’elfectivement les équations de Maxwell, de Hertz et 


1 a . ~ + Ataile « “ 
(') Pour plus de détails sur ces questions, consulter un Mémoire de l’auteur: 
Recherches critiques sur UElectrodynamique générale, OEuvres, XVII, p. 317. 
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de Lorentz admettent de telles solutions, ce qui constitue cer- 
tainement une grave objection 4 ces théories, d’autant plus que, 
pour les écarter d’une maniére absolument générale il faut intro- 
duire de nouvelles hypothéses qui ne supportent guére une cri- 
tuque rigoureuse. Pour la théorie de Maxwell et pour celle de 
Hertz on n’y a pas réussi jusqu’ici; dans celle de Lorentz, on n’y 
réussit qu’en admettant par hypothése que toute solution qui ne 
peut pas se mettre sous la forme de « potentiels retardés », c’est- 
a-dire d’actions des divers éléments de charge tout analogues aux 
anciennes actions a distance, mais non instantanées, doit étre 
écartée. Nous voila done revenus aux actions élémentaires, que 
Maxwell s’était fait fort d’écarter de la théorie; et il est bon de 
remarquer qu’aucun énoncé équivalent a cette hypothése, et plus 
conforme aux idées de Maxwell, ne semble possible. La difficulté 
est, en effet, essentielle : l’hypothése nouvelle rend les phéno- 
meénes électromagnétiques essentiellement irréversibles, tandis que 
les équations primitives énoncaient leur réversibilité. Mais admet- 
tons l’hypothése comme un fait d’expérience; alors les équations 
s integrent complétement, et, comme I’a fait remarquer M. Lorentz 
lui-méme, le champ, les vecteurs électrique et magnétique, dispa- 
raissent du résultat, qui n’énonce plus que des relations d’espace 
et de temps, ov interviennent certains coefficients invariables dits 
« charges électriques ». Ces actions « retardées » peuvent com- 
pléetement remplacer les équations aux dériyées partielles; tandis 
que la proposition inverse n’est pas vraie. Ainsi, en Opuque, 
nous n’aurons plus a nous préoccuper de ce qui se passe dans 
Véther pur; tout se réduira a des actions exercées par les charges 
mobiles ou ions de la source de lumiére sur celles de ’écran, de 
Vappareil optique, de la rétine ou de la plaque photographique. 
Les points de l’éther ne sont plus, comme l’admettaient Huygens 
et Fresnel, autant de centres d’ébranlement, émettant de nouvelles 
ondes dans toutes les directions : seuls, les points électrisés sont 
centres d’ondes; malgré cela, les deux manieres de voir conduisent 
au méme résultat, conforme a l’expérience. Mais combien est pro- 
fonde la différence entre le rdle joué par |’éther dans l’une et 
Vautre théorie! Chez Lorentz, en fait, il n’est plus qu’un systéme 
de coordonnées absolu, c’est-a-dire indépendant de la matiére au 
sens ordinaire, et par rapport auquel il faut mesurer toutes les 
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vitesses (et en particulier celle de la lumiére) qui entrent dans les 
équations. L’éther, qui aurait pu manifester son existence par des 
ondes émanant de lui, se dérobe une fois de plus. 

Il faut avouer que nous sommes bien loin de toutes les concep- 
tions auxquelles l’étude de la nature ajusqu’ici conduit les savants; 
et, peut-étre, n’avons nous pas le droit de nous étonner beaucoup 
que l’expérience, interrogée souvent et avec un soin et une pré- 
cision extrémes, ait donné un démenti formel a une hypothese s1 
étrange et abstraite. Le mouvement de translation si rapide de la 
Terre dans son orbite est sans influence sur les phénoménes 
optiques et électriques, de meme qwil est sans influence en Méca- 
nique. La théorie de Lorentz n’explique que quelques-uns de ces 
résultats négatifs; aussi ce savant a-t-il cherché quelles hypothéses 
supplémentaires sont nécessaires pour que l’influence d’un mou- 
vement de translation uniforme d’un systéme soit rigoureusement 
nulle. [la trouvé qu'il faut : 

1° Renoncer a Vexistence de corps solides, dont les dimensions 
ne sont altérées par aucun mouvement : notion qui est a la base 
de la Géométrie ; 

2° Renoncer a l’invariabilité de la masse, qui devient fonction de 
la vitesse — de méme, d’ailleurs, que dans la théorie primitive de 
Lorentz (1); 

3° Faire du temps, de la simultanéité, de l’égalité de deux temps 
des notions toutes relatives, définies difléremment suivant le mou- 
vement de l’observateur ; 

4° Renoncer enfin au parallélogramme des vitesses, qui ne serait 
quwune approximation admissible aux faibles vitesses; deux élec- 
trons émis par un grain de radium en sens inverse avec une 
vitesse de 2500004" par seconde, auront une yitesse relative non 
de 5000008", mais d’environ 2960008™. C'est dire que la signifi- 
cation de tous ces mots a totalement changé. 

Les physiciens consentiront-ils, pour sauver l’éther et les équa- 
tions de Maxwell, ou du moins le peu qui en reste, & admettre de 
gaieté de coeur de telles complications? Ne se diront-ils pas plutét 


(') Lorsqu’on renonce au mouvement absolu et a la notion d’éther, les expé- 
riences de M. Kaufmann ne permettent plus d’affirmer la yariabilité de Ja masse. 
Celle-ci peut étre dorigine électromagnétique, mais elle est constante; ce sont 
les forces qui varient avec la vitesse. 
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que, une fois de plus, Pimage « éther » quwils s’étaient faite pour 
expliquer la non-instantanéité de la lumiére, loin de les conduire 
a prévoir des résultats nouveaux confirmés ensuite par |’expé- 
rience, comme c’est le cas pour la théorie atomique et en général 
pour toute théorie qui mérite d’étre retenue, ne leur a méme pas 
permis d’expliquer les résultats de l’observation et leur a créé des 
difficultés toujours nouvelles ? 

La théorie émanative de la lumiére n’introduisait pas le mouve- 
ment absolu. Si au contraire la lumiére se propage, ce ne peut 
étre que dans un corps différent des corps matériels, et remplissant 
tout l'espace; ce corps introduira nécessairement le mouvement 
dit absolu; lexpérience démontre done qu’il n’y a pas propa- 
gation. Nous sommes ainsi amenés a considérer |’énergie lumi- 
neuse comme projyetée, et non comme propagée; nous revien- 
drons, dans un certain sens, 4 une théorie émanative de la lumiére 
et de l’électricité, mais sous une forme nécessairement toute nou- 
velle, et sans oublier un instant qu'il ne s’agit que d’une image 
destinée a nous rendre sensible le retard qu’éprouvent les actions 
lumineuses et électriques, retard qui seul est objet des expériences. 
Cette image satisfera en méme temps & ce besoin de notre esprit 
@introduire partout la notion de substance, besoin auquel nous 
devons les anciens fluides calorique, magnétique, etc. et le nou- 
veau fluide énergie. Une telle entreprise semblait, au point de vue 
de la théorie ondulatoire classique, condamnée d’avance; il en est 
tout autrement dans les vues nouvelles que nous devons a Lorentz. 
Pour ne nous occuper que de lOptique, la considération des 
actions élémentaires retardées nous permettra de scinder le pro- 
bléme en deux autres : il faudra d’abord conserver la formule ana- 
lyuque qui exprime la force subie par un ion au moyen d’une 
somme d’actions dépendant de la position et de laccélération 
(périodiques) des autres ions, pris a de certains instants antérieurs ; 
puis, parmi les diverses lois de propagauon que peut nous suggé- 
rer ’hypothése émanatiye, et qui toutes sausferont au principe de 
la relativité du mouvement, nous choisirons celle quisera conforme 
a Vexpérience. Les instants antérieurs ou instants d’émission déter- 
minés par la nouvelle loi ne différeront jamais beaucoup de ceux 
qu’exigerait la loi adoptée par Lorentz, et basée sur la notion de 
systéme de coordonnées absolues; dans beaucoup d’expériences, 
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ou les vitesses sont négligeables, il y aura identité complete. Les 
ondes de l’éther seront remplacées par une distribution de l’éma- 
nation, périodique dans le temps et dans l’espace. J’ai d’ailleurs 
montré (loc. cit.) que sur ces bases on peut édifier non pas une, 
mais une infinité de théories électrodynamiques; conservant la 
théorie des électrons et les autres hypotheses physiques si fécondes 
introduites par Lorentz, conservant méme son principe de super- 
position, on n’a qu’a discuter séparément d’une part linfluence 
des divers termes qui constituent ensemble |’expression de la force 
subie par un électron, et de l’autre celle de la loi de propagation, 
pour déterminer les changements, tres étendus d’ailleurs, qu’il est 
permis d’y apporter sans qu’il y ait contradiction avec aucune 
expérience faite Jusqu’ici. Ce nouveau retour a des conceptions 
plus anciennes n’est, en somme, que le prolongement tout naturel 
d’une évoluuion dans laquelle M. Lorentz a eu la plus large part, 
et qui nous a écartés progressivement des idées primitives de 
Maxwell, en nous ramenant a la considération des charges élec- 
triques et en reléguant de plus en plus a l’arriére-plan V’influence 
du milieu, Il ne s’agit pas, bien entendu, d’un retour aux actions 
4 distance; mais que l’on choisisse comme milieu intermédiaire 
un « espace physique » ou une émanation fictive, dés l’instant ot 
action éprouvée par une charge électrique ne dépend que de la 
disposition et de l’état du milieu dans son entourage immédiat, on 
pourra dire qu'il n’y a pas action a distance. Peut-étre cet énoncé 
contiendra-t-il méme, dans la nouyelle hypothése, une plus grande 
part de réalité que dans l’ancienne. Car l’éther, nous avons vu, 
nest pas modifié, suivant les yues de Lorentz, par l’action de la 
matiére; il reste immobile. La matiére, au contraire, est mise en 
mouvement par l’action de l’éther : le principe de l’égalité de 
Paction et de la réaction n’est pas satisfait. Or M. Poincaré a 
montré qu’en attribuant a l’énergie rayonnée une quantité de mou- 
vement, on rétablit le principe. Un systéme, dit-il, qui rayonne 
de énergie dans une certaine direction, recule comme une piece 
darullerie. Ce recul, les expériences sur la pression de la lumiére 
ont mis en évidence, Or n’est-il pas plus naturel d’attribuer une 
quantité de mouvement a une énergie projetée, comme le yeut 
Vimage émanative, qu’a une énergie propagée? L’émanation 


ag 


gira done sur les corps électrisés, mais son mouyement sera, 


XX. — DU ROLE DE L’ETHER EN PHYSIQUE. 461 


d’aprés le principe de l’action et de la réaction, modifié lui-méme, 
au moins en général; et cette modification (p. ex. la réflexion du 
rayon lumineux qui exerce une pression sur un miroir) sera per- 
ceptible a nos sens, alors que celle de l’éther, en supposant qu’elle 
existe (c’est le cas dans la théorie de Hertz), ne l’était pas. Dans la 
théorie de l’éther, ainsi que l’a montré M. Poincaré, le principe de 
Paction et de la réaction semble inconciltable avec l’expérience de 
Fizeau sur l’entrainement des ondes par les corps en mouvement: 
la théorie de Hertz, qui satisfait au principe, est inconciliable avec 
Vexpérience; celle de Lorentz, qui n’y satisfait pas, explique trés 
bien Vobservation de Fizeau. Dans l’hypothése nouvelle, c’est 
Vinverse qui a leu: supprimons la réaction de l’électricité sur 
Pémanation, et la théorie ne sera pas en accord avec l’expérience. 

Concluons. L’expérience ne nous a jamais révélé trace de 
quelque chose qui subsisterait dans les espaces vides de matiére 
au sens ordinaire. I] nous sera toujours loisible, cependant, d’y 
supposer un intermédiaire servant de véhicule aux actions des 
corps les uns sur les autres, et cette conception pourra méme 
étre fort utile, a la condition de ne pas trop la prendre au sérieux, 
c’est-a-dire a la condition de ne pas oublier quil s’agit d’une 
simple construction mentale et non d'une réalité, construction 
qu'il faudra abandonner, pour Ja remplacer par une autre, dés que 
lexpérience ou l'économie de la pensée l’exigeront. 


XXI. 


DIE GRAVITATION. 


« Scientia », Vol. V, N° X-2 (3* Année), 1% Avril 1909, p. 241-255. 


Als Newton entdeckte, dass die Bewegungen der Himmelskérper 
mit einer ausserordentlichen Genauigkeit vorausberechnet werden 
kénnen unter der Annahme, dass sie sich nach seinem beriihmten 
Gesetz gegenseitig anziehen, betrachteten weder er noch seine 
Zeitgenossen die Frage als erschipft. Trotz ihrer grossen Einfach- 
heit hatte diese Erklarung der Bewegungen der Himmelskirper 
durch die Einfiihrung einer Kraft, die ohne Zwischenmedium in 
der Ferne, oder, was beinahe auf dasselbe hinauskommt, momen- 
tan wirkt, fiir jene Manner etwas hichst unwahrscheinliches und 
abstossendes. Diese Abneigung gegen Fernwirkungen, die man 
noch heute findet, entbehrt nicht einer tieferen psychologischen 
Begriindung : sie entspringt einem starken Empfinden fiir die 
Wesenseinheit der physikalischen Krafte, die, bei all ihrer grossen 
Verschiedenheit, stets eine gewisse Zeit brauchen, um ihre Wir- 
kung auszuiiben, und, wenn diese Wirkung zwischen zwei Kirpern, 
die durch irgend ein Medium getrennt sind, statthat, dieses 
Medium in wahrnehmbarer Weise veriindern ('). Das Licht schien 


zu Galileis Zeiten, eine Ausnahme zu bilden; doch hat dieser 


(1) Als vor hundert Jahren die Gravitation allgemein als wirkliche Fernkraft 
aufgefasst wurde, hat dieselbe Empfindung fiir die Einheit der Naturkrifte dazu 
gefuhrt, alle Kriifte, auch die Molekularkriifte, als Fernwirkungen zu betrachten. 


Dass hier das unmiltelbarere Empfinden Recht hatte gegen das kiinstlich anerzo- 


gene, hat der Erfolg Faradays und Maxwells gelehrt. 
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Forscher keinen Augenblick gezweifelt, dass dies nur scheinbar 
der Fall sei, und die Erfahrung hat ihm Recht gegeben. Der 
Wunsch, sich von dem Zwischenmedium und von der Ausbreitung 
ein genaueres Bild zu machen, hat, von Huygens zu Newton und 
Fresnel, zu den Gesetzen der Opuk gefiihrt. Fiir die elektrischen 
Krafte hat die Erfahrung gleichfalls gegen eine Fernwirkung 
entschieden. Die Gravitation allein bildet eine Ausnahme. Es 
ist schwer anzunehmen, dass hier mehr als ein triigerischer Schein 
vorliege, und zahlreiche Erklarungsversuche sind gemacht worden, 
die meist eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit und be- 
summte kleine Veranderungen des Newtonschen Gesetzes bedin- 
gen, die der experimentellen Priifung zuganglich sind. Wir werden 
sie im Folgenden besprechen; durch geeignete Gruppierung lassen 
sie sich auf wenige Typen zuriickfiihren, bei welchen wir uns 
insbesondere fragen werden, welchen Einfluss auf wirklich wahr- 
nehmbare Vorgainge wir dabei zu erwarten haben. 

Man kann nattirlich nicht daran denken, die Frage nach der 
Ausbreitungsgeschwindigkeit durch direkte Versuche zu ent- 
scheiden, wie dies fiir das Licht und die elektrischen Krafte ge- 
schehen ist. Aber die indirekten Folgerungen aus jeder Hypothese 
genugen im allgemeinen, wegen der ausserordentlichen Genauig- 
keit der astronomischen Beobachtungen, um ein Urteil zu erlangen. 
Die Stérungen, welche die neuen Glieder einfiihren, diirfen im 
allgemeinen die Fehlergrenze der Beobachtungen nicht tber- 
schreiten. Doch bestehen Ausnahmen. Die jahrhundertelang fort- 
gesetzten astronomischen Beobachtungen haben einige Abwei- 
chungen zwischen Beobachtung und Rechnung nachgewiesen, 
die sich durch das Newtonsche Gesetz bis jetzt nicht erklaren 
lassen, und die ein neues Gesetz, welches dieses ersetzen soll, 
wird erklaren miissen. Unter diesen Anomalien ist die bei weitem 
grisste die des Planeten Merkur, dessen Ellipse langsam, unter 
der Einwirkung der iibrigen Planeten, sich in ihrer Ebene dreht; 
doch ist die beobachtete Drehung um ungefahr 42 Bogensekunden 
pro Jahrhundert grésser als die berechnete. Die Differenz ist 
zwar gering, aber doch unzweifelhaft und unerklarlich. Es ist 
mdglich, dass die nachsten Planeten, Venus und Erde, eine ahnliche, 
wenn auch 5 bis 10 mal kleinere Anomalie aufweisen. Die Exzen- 
trizitat der Ellipsen dieser Planeten ist namlich eine sehr geringe, 
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etwa ~,; es sind beinahe Kreise. Nun ist es offenbar unméglich, 
die Drehung einer Kreisbahn in sich selbst zu beobachten : es 
geniigt, in geeigneter Weise die Umlaufszeit des Planeten zu 
verindern, um denselben beobachtbaren Effekt herbeizufiihren. Im 
vorliegenden Falle kénnte die sehr kleine Verénderung, die die 
Lagen von Venus und Erde durch diese Anomalie erfahren 
wurden, wenn ihre Bahnen sehr exzentrisch waren, noch auf ein 
hundertstel etwaihres Betrages herabgedriickt w eaten wenn man 
die angenommenen Umlaufszeiten in ganz unbedeutender Weise 
veranderte. Fiir Mars, dessen Exzentrizitat 0,09 ist, ware dagegen 
vielleicht eine aihnliche, sehr leichte Anomalie zu erwarten, was 
auch die Beobachtung bestitigt. 

Die iibrigen beobachteten Abweichungen von der Theorie 
betreffen die Mondbewegung und die Bewegung des Enckeschen 
Kometen. Wir werden darauf nicht eingehen. 

Die Erfahrung zeigt, dass es fiir die Gravitation nicht, wie fiir 
die elektrischen Krafte, eine Schirmwirkung gibt, und nie hat 
irgend welcher Einfluss des Mediums konstatiert werden kénnen. 
Wiirde ein Teil der Materie eines Planeten gegen die Anziehung 
der Sonne durch den andern teilweise geschiitzt, so ware die 
gesamte Kraft nicht mehr der Gesamtmasse proportional, was 
sehr bedeutende Stérungen zur Folge hatte ; wie Laplace berech- 
net hat, muss man, um diese Stérungen zur Fehlergrenze herab- 
zudriicken, annehmen, dass die Gravitation beim Durchdringen 
des Erdballs héchstens um ein Millionstel ihres Betrages ge- 
schwacht werde. 

Diese Tatsachen sind yon grosser Wichtigkeit fiir alle Theorien, 
besonders fiir diejenigen, welche, in einer oder der andern Weise, 
nicht eine « mechanische Erklirang » im gewéhnlichen Sinne 
suchen, sondern eine Zuriickfiihrung der Schwerkraft auf elek- 
trische Krafte erstreben, so dass z. B. die Gravitationskonstante 
aus elektrischen oder magnetischen Messungen ableitbar wire : 
eine Reduktion des Problems, die fiir die Einheit unserer physi- 
kalischen Vorstellungen yon grisster Bedeutung ware. 

Die bisher vorgeschlagenen mechanischen Erklarungen lassen 
sich in séatische und dynamische einteilen. 

In den ersteren soll die Materie den umgebenden Ather defor- 
mieren, und diese Deformation soll sich steug ausbreiten und auf 


XXI. — DIE GRAVITATION. 465 


andere Teile der Materie so wirken, dass der Anschein einer 
Anziehung entsteht. Ist die wagbare Materie im Gleichgewicht, 
so gilt dies auch vom Ather, wenigstens nach einer geniigend 
langen Zeit. Diese Annahme ist die nachstliegendste und geht auf 
Newton zuriick. Die Gravitationsenergie ist die potentielle Ener- 
gie der Deformation des Athers. Dies geniigt aber, wie Maxwell 
bemerkt hat, um jede solche Theorie von vornherein abzuweisen. 
Denn nach einem allgemeinen Prinzip der Statik muss die Ener- 
gie nach der Deformation grésser sein als im nicht deformierten 
Zustande, d. h. in Abwesenheit materieller Kérper; sonst ist das 
Gleichgewicht des Mediums nicht stabil. Hier miisste aber das 
Gegenteil stattfinden : da die Gravitationskrafte anziehend wirken, 
wird die potentielle Energie eines Systems yon Kérpern kleiner, 
wenn ihre Massen, und somit die Deformation des Athers, ver- 
gréssert werden. Fiir die elektrischen Krafte ist das Vorzeichen 
umgekehrt; die Energie nimmt unter ahnlichen Umstinden zw. 
Darauf hat Maxwell die Méglichkeit einer statischen Erklirung der 
elektrostatischen Krafte gestiitzt; es ist ihm allerdings selbst hier 
nicht gelungen, eine solche zu finden. Man sieht also, dass ein 
« Ather », welcher die Wirkungen der Schwerkraft vorzutauschen 
vermiochte, selbst in Abwesenhéit materieller Kérper in instabilem 
Gleichgewicht sich befinden miisste : damit aber ist diese Erkla- 
rungsweise ausgeschlossen. 

Wir werden also notwendig dazu gefiihrt, verborgene Bewe- 
eungen einzufiihren, um es mit einer Energie kinetischer Art 
zu tun zu haben, und zwar auch dann, wenn die wagbaren 
Massen, die allein unseren Sinnen gugiinglich sind, ruhen. 
Das Kriterrum des Energieminimums ist dann nicht mehr 
anwendbar, und das Problem wird, im Prinzip wenigstens, 
losbar. 

Die alteste dieser kinetischen Theorien ist die von Lesage, 
die spater Gegenstand vielfacher Arbeiten von Isenkrahe und 
andern gewesen ist. Sie setzt voraus, der Raum werde in allen 
Richtungen yon kleinen Teilchen corpuscules ultramondains, 
mit grosser Geschwindigkeit durchlaufen. Wenn ein einzelner 
Koérper A den Stéssen derselben ausgesetzt ist, so bleibt er in 
Ruhe, da sich die Stésse im Mittel aufheben; ist aber in einiger 
Entfernung ein zweiter Korper B vorhanden, so schiitzt er A vor 

R. 30 


466 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


den Korpuskeln, die, von aussen kommend, in der Richtung BA 
sich bewegen; es tiberwiegen die iibrigen Stossrichtungen, und A 
wird gegen B gedrangt, ebenso B gegen A: es wird eine schein- 
bare Anziehung bewirkt. 

Eine genauere Betrachtung (‘) zeigt, dass die Korpuskeln mebr 
oder weniger unelastisch sein miissen, sodass ihr Stoss Warme 
erzeugt; sonst wirft der Kérper B gegen A ebensoviele Korpus- 
keln zuriick als er in ihrem Laufe aufhalt, und der Gesamt- 
effekt auf A ist Null. Ferner, da fiir die Gravitation keine 
merkliche Schirmwirkung existiert, miissen die Atome der wag- 
baren Kiérper in Abstindea voneinander stehen, die gross gegen 
ihre Dimensionen sind; endlich miissen sie aus Teilchen bestehen, 
die untereinander identisch, aber viel grisser als die corpuscules 
ultramondains sind. Fiir ruhende Koérper ergibt sich dann das 
Gravitationsgesetz. Fiir bewegte Kirper muss, wie in einem 
Gas, eine Reibung entstehen. Ferner wird sich die Schwerkraft 
mit einer endlichen Geschwindigkeit ausbreiten, die héchstens 
der der Korpuskeln gleich ist, und die Wirkung auf einen Korper 
wird nur von seiner relativen Geschwindigkeit gegen die Kor- 
puskeln abhingen. Laplace hat schon eine ahnliche Annahme 
in Betracht gezogen; sie fiihrt, wie gesagt, zu einer Art Reibung, 
welche die Bewegung der Planeten und des Mondes mehr 
und mehr verlangsamen miisste. Dies lisst sich mit grosser 
Genauigkeit an den Mond- und Sonnenfinsternissen priifen, 
iiber die wir ja sehr alte Dokumente besitzen. Aus dem Umstand, 
dass eine solche Wirkung nicht beobachtet ist, ergibt sich 
bei dieser Annahme eine untere Grenze fiir die Geschwindig- 
keit der Ausbreitung der Gravitation; sie muss mindestens 
hundert millionenmal grisser sein als die des Lichtes! Die 
Korpuskeln selbst haben eine noch viel unglaublichere Ge- 
schwindigkeit : indem er alle Stérungen beriicksichtigt, die sich aus 
der Annahme ergeben miissten, findet Herr Poincaré eine untere 
Grenze von 24.10'7 mal die Lichtgeschwindigkeit. Gleichzeitig 
wirde die Reibung eine solche Menge Wirme erzeugen, dass sie 


(?) Man vergl. H. Poincaré, Science et Methode, p. 263, Paris, 1908. — J. ZEN- 
NECK, Artikel Gravitation der Ensyklop. der math. Wissensch., t. V, p. 57, 
Leipzig, 1g03. 
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fiir die Erde allein in einer gegebenen Zeit 102° mal grisser wiire 
als die gesamte in derselben Zeit von der Sonne ausgestrahlte 
Warme! 

Solche Ergebnisse schliessen diese Theorie nebst allen fiir sie 
vorgeschlagenen Modifikationen definitiv aus. Insbesondere 
gilt dies auch von einer Hypothese, die schon auf Hooke, den 
Zeitgenossen Newtons, zuriickgeht, und die neuerdings yon 
H. A. Lorentz genauer untersucht worden ist. Sie ersetzt die Kor- 
puskeln durch Wellen, die den Ather in allen Fuchtungen 
durchkreuzen sollen. Diese Wellen wiirden, teilweise wenigstens, 
von der Materie absorbiert, sonst kime keine Wirkung zu- 
stande. 

Es wird also Warme entwickelt. Anderseits soll keine merk- 
liche Absorption der Gravitationskraft stattfinden. Wir wirden 
es also mit Strahlen zu tun haben, die beim Durchgang durch die 
ganze Erde hiéchstens um ein millionstel ihres Betrags geschwacht 
werden. Dies ist héchst unwahrscheinlich, daher verwirft 
H. A. Lorentz diese Hypothese. Nach den Rechnungen von Herrn 
Poincaré wiirde auch hier die entwickelte Warme ungeheuer 
gross sein, so dass die Temperatur der Erde sich um 10! Grad 
pro Sekunde-erhéhen wiirde. 

In diesen Theorien war die Gravitation von irreversiblen Vor- 
gingen abhangig. Dem ist nicht mehr so in den hydrodyna- 
mischen Erklarungsversuchen yon Bjerknes und Riemann. 

Die ersteren seien nur kurz erwahnt. Wenn manin einer inkom- 
pressiblen, reibungslosen Fliissigkeit ein System von Kugeln 
annimmt, deren Radien periodisch simtlich und gleichzeitig zu- 
und abnehmen, und wenn die Intensitat der Pulsationen den 
Massen dieser mit den Atomen zu identifizierenden Kugeln pro- 
portional gesetzt wird, so erhiilt man das Newtonsche Gesetz fir 
die scheinbaren Krafte, die diese Kugeln durch die Einwirkung 
der Fliissigkeit aufeinander austiben. Diese Gleichzeitigkeit der 
Pulsationen aber ist entschieden noch unverstindlicher als das 
Newtonsche Gesetz und noch entfernter von allem, was wir in 
der Natur sonst beobachten. Herr T. H. Weber findet allerdings, 
dass, wenn man den Versuch anstellt, dieser Synchronismus, 
falls er anfangs nicht vorhanden war, sich rasch von selbst 
herstellt durch die gegenseitigen Einwirkungen der Kugeln. 
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Dies geschieht aber nur infolge der Reibung, die in jeder 
wirklichen Fliissigkeit eime grosse Rolle spielt, und deren 
Einfiihrung wieder zu den oben besprochenen, bei irrever- 
siblen Vorgaingen sich anhiufenden Schwierigkeiten fiihren 
wurde. 

Man kann die Pulsationen der Kugeln durch ein alternierendes 
Ein-und Ausstrémen des Athers ersetzen; lisst man dann die 
Periode immer linger werden, so wird man schliesslich zu den 
Anschauungen von J. Bernoulli und B. Riemann gefiihrt, die 
neuerdings von Herrn A. Brill genauer untersucht wurden. In 
dieser Theorie erscheint jedes Atom als eine fortwahrende 
Quelle (oder Senke) des Athers. Derselbe ist ausserhalb der 
Atome inkompressibel; im Innern muss er fortwahrend erschaffen 
oder zerstért werden, ist also dem Gesetz der Erhaltung der 
Materie nicht mehr unterworfen. Um das Newtonsche Gesetz zu 
erhalten, geniigt die Annahme, dass diese Atome bzw. Quellen 
klein gegen ibre Abstinde sind. Die Geschwindigkeit der Flissig- 
keit bei ihrem Austritt aus den Atomen spielt dann die Rolle 
einer sogenannten syhklischen Koordinate, fiir welche das 
zugehérige Moment nach den Gesetzen der Mechanik konstant 
bleibt; diesem Moment (nicht der Ausflussgeschwindigkeit) 
muss die Masse des Atoms proportional gesetzt werden. Unter 
diesen Umstinden werden die Quellen sich scheinbar gegenseitig 
nach dem Newtonschen Gesetze anziehen, und, wegen der Inkom- 
pressibilitat der Fliissigkeit, wird die Wirkung eine momentane 
sein; es werden also weder endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, 
noch Perturbationen, noch Reibung stattfinden. 

Eine mechanische Erkldrung der Gravitation ist das natiirlich 
nicht. Selbst in einer verallgemeinerten Mechanik wird die Unzer- 
stirbarkeit aller Materie eines der Axiome sein, welches wir am 
schwersten aufgeben werden. Ferner besteht auch noch die 
Schwierigkeit, dass man einen  solchen Ather, wie er hier 
verlangt wird, mit den Anforderungen der Optuk nicht verein- 
baren kann. 

Wir haben damit alle die fiir die mechanische Erkldarung 
der Schwerkraft eingeschlagenen Richtungen kennen gelernt. Es 
ergibt sich, glaube ich, aus dieser Ubersicht, dass das Problem in 


dem heutigen, zu engen Sinn nicht gelést werden kann, aber 


XXI. — DIE GRAVITATION. 469 


anderseits auch, dass die Lisung vielleicht gliicken wird, wenn 
jener Sinn in geeigneter Weise verallgemeinert wird. Was fiir 
eine mechanische Erkldrung wesentlich ist, damit sie unserem 
unklaren Bediirfnis nach einer einheitlichen Naturanschauung 
gentige, ist nicht, dass die Gesetze der Mechanik, so wie wir sie 
heute kennen, unmittelbar anwendbar seien, sondern eher, dass 
die einzigen verinderlichen Grissen Raum und Zeit seien, 
neben welchen nur Invarianten ('), namlich die Menge Materie 
in gewohnlichem Sinne, oder die Energie (7), oder elektrische 
Ladungen usw. vorkommen. 

Eine Mechanik der Energie, welche diese als ein im Raum 
stetig verbreitetes bewegliches Fluidum betrachtet, wird vielleicht 
zur Lésung der Frage ftihren. 

Statt eine mechanische Erklarung zu suchen, kann man die 
bescheidenere und vielleicht, vorderhand wenigstens, frucht- 
barere Frage sich stellen, ob die Schwerkraft nicht auf elektrische 
Krafte zuriickftihrbar sei. Die Gravitation mtsste sich dann mit 
Lichtgeschwindigkeit ausbreiten, und das Newtonsche Gesetz 
ware durch Glieder zu vervollstandigen, die von den Geschwindig- 
keiten und den Akzelerationen materieller Kérper, dividiert durch 
die Geschwindigkeit des Lichtes, abhangen. Geht hierbei die 
Lichtgeschwindigkeit in den Nenner mit der ersten Potenz ein, so 
sprechen wir von einem Glied erster Ordnung; bei der zweiten 
Potenz, von einem solchen zweiter Ordnung usw. Fiir das Sonnen- 
system bleiben die Glieder erster Ordnung meist kleiner als 
sows} die Glieder zweiter Ordnung kleiner als 1077 usw. 

Wir miissen uns nun zunichst fragen, wie denn diese Annahme 
sich mit dem Resultat von Laplace, welches oben besprochen 
wurde, vertrigt, wonach die Geschwindigkeit der Gravitation 
108 mal die des Lichtes iibertreffen misste. Denn wir wissen, durch 
die Gesetze der Aberration, dass die relative Richtung der Gravi- 


(1) Das Wort Substanz wiirde demselben Begriff der Unzerstérbarkeit ent- 
sprechen, es ist aber mit metaphysischen Vorstellungen verknupft, durch die es 
fiir den Physiker unbrauchbar wird. 

(*) Die Hinhett aller Energie, wie sie z. B. in der Hertzschen Mechanik 
angestrebt ist, diirfte eines der wichtigsten Postulate sein, denen die Physik zu- 
streben muss. Die bisherigen dynamischen Erklarungsversuche reduzieren die 
Gravitationsenergie auf gewdhnliche kinetische Energie, und diese Auffassung 
diirfte wohl zu eng sein. P 
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tationswelle nicht dieselbe ist im bewegten ‘und im ruhenden 
Zustand, und dass der Unterschied von der ersten Ordnung ist. 
Dies ist gerade die Laplacesche Annahme, und es ist wahrschein- 
lich, dass die Aberration Laplace auf sie geftihrt hat. Allein eine 
eenauere Untersuchung zeigt, dass dieses Resultat in der Optk 
dadurch bedingt ist, dass die Wellenlangen sehr klein in bezug 
auf die Entfernungen sind. Fiir die Planeten und ihre Satelliten 
sind dagegen die Perioden (Umlaufszeiten). derart, dass die ent- 
sprechenden Wellenliangen gross gegen die Dimensionen des 
Sonnensystems wiiren. Die Rechnung zeigt dann, dass die Ande- 
rungen in der Ausbreitungsrichtung der Kraft, d. h. die Aberration, 
durch Anderungen in deren Intensitét und in der Entfernung 
vom Ursprung der Welle derart kompensiert werden, dass die 
Glieder erster Ordnung verschwinden. Das neue Gravitations- 
evesetz wird sich yom Newtonschen nur durch sehr kleine Glieder 
zweiter und hoherer Ordnung unterscheiden. Uberdies sind 
diese Glieder, soweit sie iiberhaupt zu wahrnehmbaren Stérungen 
Veranlassung geben kinnten, keine Reibungsglieder; die Lapla- 
cesche Berechnung ist also nicht anwendbar, und man wird aus 
dem Folgenden ersehen, dass in der Tat nichts uns hindert, der 
Schwerkraftdie Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes susu- 
schreiben; dass aber auch nichts uns dazu zwingt, da diese Hypo- 
these, zur Zeit wenigstens, zu keiner Erklirung der Anomalie des 
Merkur fiihrt. 

Um die Gravitation auf elektrische Krafte zuriickzufiihren, 
haben Mossotti, Zéllner und neuerdings Lorentz die Hypothese 
vorgeschlagen, dass die Anziehung von Ladungen entgegenge- 
setzten Vorzeichens die Abstossung gleich grosser Ladungen mit 
gleichem Vorzeichen etwas tiberwiege. Da ein Atom Wasserstoff, 
zum Beispiel, nach den heutigen Ansichten als eine Verbindung 
zweier gleich grosser, entgegengesetzter elektrischer Ladungen 
aufzufassen ist, so wiirden, nach den gewéhnlichen elektrostati- 
schen Gesetzen, zwei Atome, die in einer gegen ihre Dimensionen 
grosser Entfernung yoneinander sich befinden, keinerlei dem 
Quadrat der Entfernung umgekehrt proportionale Kraft aufeinan- 
der austiben. Nach der neuen Hypothese dagegen ist die Kom- 
pensation der anziehenden und abstossenden Wirkungen keine 


vollstindige mehr: die ersteren tiberwiegen. Da Ladung und 
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_ Masse eines Wasserstoffions ungefiihr bekannt sind, kann man 
berechnen, um wieviel Prozent die Anziehung zweier Ladungen, 
wenn sie entgegengesetztes Vorzeichen haben, ihre Abstossung 
bei gleichem Vorzeichen iibersteigt. Es ist dies eine ausserordent- 
lich kleine Gréisse; der Unterschied betrigt nur 10734 Prozent. 
Die Gravitationskrifte sind also ausserordentlich gering gegen 
die elektrischen Kriifte, die entstehen wiirden, wenn es gelinge, 
die engverbundenen positiven und negativen Ladungen irgend 
eines Kérpers vollstandig voneinander zu trennen. Dies gelingt 
uns (durch Reibung usw.) nur in einem verhiltnismissig dusserst 
geringen Maasse. 

Hine so kleine Dissymmetrie, deren Existenz aber unzwerfelhaft 
ware, wiirde unserem physikalisch-asthetischen Geftihl sehr wenig 
entsprechen. In Wirklichkeit geniigt aber eine kleine Verinderung 
in den Bezeichnungen ('), um zur Superposition zweier Krafte, einer 
gewoéhnlichen elektrostatischen, und einer Gravitationskraft, 
zuriickgefiihrt zu werden. Es liegt also in dieser Mossottischen 
Annahme nur eine veranderte Bezeichnung yor; was sie Positives 
aussagt ist nur, dass auf die Gravitation die Gesetze der elektri- 
schen Krafte anzuwenden seien, indem man Ladungen durch 
Massen ersetzt. Ferner muss man den Koérpern fiir die Gravitation 
wie fiir die. Elektrizitit eine gewisse Leitfahigkeit zuschreiben, so 
dass prinzipiell Schirmwirkungen gegen die Gravitahion miglich 
sind. Durch geeignete Hilfsannahmen kann man allerdings, wie 
Herr Gans gezeigt hat, diese Wirkungen sehr herabsetzen; aber 
eine Absorption von nur einem Millionstel fiir die ganze Dicke 
der Erdkugel zu erreichen, wie es die Erfahrung verlangt, scheint 
unméglich. Es liegt hierin ein wichtiger Einwand gegen diese 
Theorie. 

Welche Stérungen wiirde unsere Hypothese nun fiir die 
Planetenbewegung ergeben? Hier sind die verschiedenen elektro- 
dynamischen Theorien einzeln zu unterscheiden. Man hatte schon 
die friiheren Formeln yon Weber und Riemann auf die Gravi- 
tation angewendet. Als einzige merkliche Stérung ergab sich 


eine langsame Drehung des Perihels, die fiir Merkur pro Jahrhun- 


(1) Siehe R. Gans, Jahresber. deutsch. Math.—Vereinigung, t. XIV, 1909, 
De ot 


Q 
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dert nach dem Weberschen Gesetz 7" (‘), nach dem Riemannschen 
14 betragt, fiir die andern Planeten aber unmerklich klein wird. 
Die Gréssenordnung und die Richtung der Drehung stimmen mit 
der Erfahrung tiberein; ein schon an sich bemerkenswertes Ergeb- 
nis. Aber die beobachtete Anomalie betragt 4a", ist also bedeu- 
tend grisser. Was die vegenseitigen Kinwirkungen der Planeten 
aufeinander betrifft, so sind dieselben schon so wie so schwach, 
und eine Korrektion zweiter Ordnung, die etwa 10°” Prozent 
betragen kénnte, bleibt ganz ohne Einfluss auf die Beobachtung. 

Herr H. A. Lorentz hat ebenfalls seine Gleichungen auf die 
Bewegung der Planeten angewandlt. Bekanntlich fiihrt Herr Lorentz 
die absoluten Geschwindigkeiten in bezug auf den Ather ein. 
Eine genauere Betrachtung zeigt nun, dass die einzigen Ursachen 


merklicher Stérungen die folgenden sein kinnen : 


1° die Translationsbewegung der Sonne im Raum. Indem er die 
Bewegung des Sonnensystems in bezug auf die Fixsterne, wie sie 
sich aus der Astronomie ergibt, mit der Bewegung in bezug auf 
den Ather identifiziert, eine nicht unwahrscheinliche Annahme, 
findet Herr Lorentz Stirungen, die selbst fiir Merkur 
unmerklich sind ; 

»° die Veranderlichkeit der Masse mit ihrer absoluten Ge- 
schwindigkeit. Nimmt man, wie schon fiir die Elektronen, so auch 
fiir die Materie an, es sei die Masse rein elektrodynamischen Ur- 
sprungs (die Annahme einer « wahren » Masse wirde die Stérun- 
gen verkleinern), so findet man wieder eine Drehung des Perihels 
von Merkur, die wenige Bogensekunden pro Jahrhundert betragt (?), 
und es ist hierbei gleichgiiltig ob man die Formeln yon Abraham, 
Bucherer-Langevin oder Lorentz fiir die elektromagnetische 
Masse zu Grunde legt. 


Endlich hat neuerdings Herr Lorentz seine Theorie so abgean- 
dert, dass die absolute Bewegung keine Rolle mehr spielt. Die 
Wirkung der Translation des Sonnensystems yerschwindet also ; 


(') Tisserand gibt das Doppelte, 14”; ev setzt naimlich die Webersche Kon- 
stante gleich dem reziproken Quadrat der Lichtgeschwindigkeit, wahrend sie nur 
halb so gross ist. Diese unrichtige Angabe ist tiberall wiederholt worden, wo 
diese Frage behandelt wurde. 

(*) Witkens, Physik. Zettschr., t. VIL, 1906, p. 846. 
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da sie aber so wie so keine merkliche Perturbation ergab, werden 
unsere Schliisse dadurch nicht beriihrt. 

Zusammenfassend kann man hieraus schliessen, dass es erlaubt 
ist, die elektrodynamischen Gesetze auf die Schwerkraft anzuwen- 
den, dass sich daraus aber weder eine Ableitung der Gravitations- 
konstante aus elektrischen oder magnetischen Messungen noch 
eine Erklirung der noch unverstandlichen Anomalie des Merkur 
ergeben, 

Die elektromagnetischen Theorien sind nun aber aller- 
dings noch zum Teil im Ausbau begriffen, und man kann 
die Frage aufwerfen, ob fernere Anderungen an denselben 
diese so sehr wichtige Reduktion der Gravitation auf elektrische 
Krafte nicht in befriedigender Weise erméglichen werden. 
Wir wollen zeigen, dass dies sehr wahrscheinlich der Fall 
sein diirfte. 

Es ist hierzu nétig 
man den Ausdruck der Kraft, die zwei elektrische Ladungs- 


, genau zu wissen innerhalb welcher Grenzen 


elemente aufeinander austiben, verindern kann, ohne mit der 
Erfahrung in Konflikt zu kommen. Dies hat Verfasser (‘) 
getan. Eine allgemeinste Lisung zu geben ist vielleicht 
unméglich; man erhalt aber geniigend allgemeine Ansiatze, 
wenn man. gewisse Zusatzhypothesen heranzieht, insbesondere 
die Annahme der Relativitiét der Bewegung in ihrem klassischen 
Sinn (nicht in demjenigen welchen Lorentz und Einstein 
eingefiihrt haben) (7), und ihre Anwendbarkeit auf die Licht- 
ausbreitung (#). 

Die besprochene Kraft zwischen zwei Ladungselementen oder 
Elektronen hangt von den Lagen, Geschwindigkeiten und Akzele- 
rauionen derselben ab und von dem Gesetz der Ausbreitung. 
Man findet nun, dass schon die Glieder zweiter Ordnung durch 
die Erfahrung nicht vollstandig bestimmt sind, sondern noch eine 


(+) W. Ritz, OZueres, XVIII, p. 317. 

(*) Nach dem Prinzip der Relativitat bleibt die gleichformige Translation eines 
Systems ohne Einfluss auf die sich darin abspielenden Vorgainge. Die Herren 
Lorentz u. Einstein nehmen dartiber hinaus noch eine neue Definition der Zeit, 
der Geschwindigkeit usw. an, 

(3) Man vergleiche hieriiber den Aufsatz des Verfassers Du role de VEther 
en Physique, OFuvres, XX, p. 447. 
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willkiirliche Konstante enthalten. Die Glieder héherer Ordnung 
spielen nur in den Kaufmannschen Versuchen iiber die Veran- 
derlichkeit der Masse eine Rolle und bleiben grisstenteils unbe- 
stimmt. Unter diesen Umstinden eriffnen sich zwei Wege, um die 
Gravitation auf elektrische Krafte zuriickzufiihren und gleichzeitig 
die Bewegung des Merkur und den numerischen Wert der Gravi- 
tationskonstante abzuleiten. 

Nach den heute allgemein angenommenen Vorstellungen besteht 
das chemische Atom aus einer gewissen Anzahl negativer Elektro- 
nen und positiver Ladungen, die deren negative Ladung kompen- 
sieren. Die Erscheinungen des Magnetismus insbesondere 
erfordern ferner, dass man diesen Atomladungen rotierende oder 
Umlaufs-Bewegungen zuschreibe. Nehmen wir an, um eine be- 
stimmtere Vorstellung zu Grunde zu legen, dass die Elektronen 
ruhen, wiihrend einige der positiven Ladungen in einer gleichfér- 
migen, sehr rapiden, allen gemeinsamen Rotation begriffen sind. 
Wenn zwei solche Atome A und B aus grosser Entfernung auf- 
einander wirken, ergibt sich Folgendes. 

Die elektrostatischen Krafte verschwinden, oder, genauer 
gesagt, entsprechen sehr kleinen Dipolen und hangen von der 
Entfernung nach einem ganz andern Gesetz ab als das Newtonsche. 
Fiir ein System, bestehend aus einer grossen Anzahl Atome, 
ist diese Kraft gleich Null. Aber diejenigen Krafte, die von 
den Geschwindigkeiten und von den Akzelerationen abhingen, 
und wovon die ersteren umgekehrt proportional sind dem 
Quadrat der Entfernung, die letzteren der Entfernung selbst, 
miissen auch in Betracht gezogen werden. Zur ersteren Kate- 
gorie gehéren zum Beispiel die yon Ampére untersuchten Wir- 
kungen, die zwei konstante Stréme, und somit zwei bewegte 
Ladungen, aufeinander ausiiben. Zur letzteren sind die elek- 
trischen Krafte, die von Hertzschen Oszillatoren ausgehen, 
zu zaihlen; ebenso die im Licht wirkenden Krafte, endlich 
der Lichtdruck. 

Damit diese Krifte zu einer Gravitationswirkung Veranlassung 
geben, diirfen dieselben zuniichst nicht im Mittel verschwinden, 
wenn die Rotationsachsen der Ladungen alle moglichen Richtun- 
gen haben, was notwendig eintreten muss in einem Korper, der 
von einer grossen Anzahl Atome gebildet wird. Weder in der 


7 
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ersten noch in der neuen Theorie von Lorentz existieren Glieder, 
die dieser Bedingung geniigen. Wird dem aber notwendigerweise 
immer so sein? Eine genauere Betrachtung zeigt, dass dies Resul- 
tat in der ersten Theorie dadurch bedingt wird, dass die absoluten 
Geschwindigkeiten auftreten; in der neuen dadurch, dass die 
Prinzipien der Kinematik und der Begriff einer universellen Zeit 
aufgegeben werden. Dies sind aber zweifellos die unsichersten 
Punkte der heutigen Elektrodynamik. Sobald man, unter Bei- 
behaltung der klassischen Kinematik, die relativen Bewegungen 
einfiihrt, erscheinen Glieder, die einen von Null verschiedenen 
Mittelwert ergeben. Es gibt deren schon von der zweiten Ord- 
nung; die resultierende Kraft ist proportional dem Mittelwert des 
Quadrats der Geschwindigkeiten der Ladungen('), und hangt von 
einer willkiirlichen Konstante ab. Die thermische Molekular- 
bewegung gentigt allerdings schon (wenn man die _ hieriiber 
alleemein angenommenen Ansichten beibehilt), um eine bedeu- 
tende resultierende Kraft zwischen irgend zwei Kérpern A, B 
hervorzubringen, die der Temperatur proportional ist; dies wider- 
spricht der Erfahrung, und es wird daher nétig, die willktirliche 
Konstante so zu wahlen, dass diese Kraft verschwindet. Aber 
weitere Glieder, von 4°" oder 6 Ordnung, mit noch unbekann- 
ten Koeffizienten wurden diesem Einwand nicht ausgesetzt sein, 
falls die Bewegungen der Ladungen im Innern der Atome gross 
sind gegen die Warmebewegung, was von vornherein wahrschein- 
lich ist. Man wird somit eine resultierende Kraft erhalten, die dem 
Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional ist, der Anzahl 
rotierender Ladungen, die die Kérper A und B enthalten, direkt 
proportional, wobei der Koeffizient zundchst noch unbekannt ist. 
Es geniigt, anzunehmen, dass diese Anzahl in jedem Atom der 
Masse desselben proportional ist, und iiber den Koeffizienten in 
geeigneter Weise zu verfiigen, um das Newtonsche Gesetz zu 
erhalten (7). Selbstverstandlich wird eine zuktinftige Theorie diesen 


(1) Siehe OFZuvres, XVIII, p. 424, 425. 

(2) Wenn die rotierenden Ladungen unveranderlich an die Atome gebunden 
sind, werden fiir die Gravitation keine Schirmwirkungen médglich sein. Denn 
dieselben entstehen bei elektrischen Kraften durch die Verschiebungen der 
Elektronen innerhalb der Kérper; fiir die magnetischen Krafte durch die Orien- 
tation der Elementarmagnete unter dem Einfluss der von aussen einwirkenden 
Krafte. Keine dieser beiden Wirkungen kame hier zu stande, 
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Koeffizienten a priori bestimmen miissen oder ihn aus elektri- 
schen oder magnetischen Messungen ableiten : die so erhaltene 
Gravitationskonstante wird mit der direkt beobachteten identisch 


sein miissen. Da die betreffenden Glieder von so hoher Ordnung. 


sind, ist es erklarlich, dass, wie wir oben auseinander gesetzt 
haben, die Gravitationswirkung zweier Atome aufeinander um so 
viel kleiner ist als die elektrostatischen Wirkungen ihrer Ladungen 
es einzeln waren. 

Neben dem Glied 4'*" (oder 6") Ordnung, aus welchem wir 
die Gravitation abgeleitet haben, wird auch noch das nachste 
Glied 6'" (oder 8'*") Ordnung zu beriicksichtigen sein, welches ja in 
hezug auf die Gravitationskrafte zweiter Ordnung ist. Uber seinen 
Koeffizienten wissen wir nichts. Es wird wieder eine Rotation 
des Perihels von der beobachteten Grissenordnung bedingen, wie 
in allen schon behandelten Fallen, und es geniigt, dass der Koeffi- 
zient grosser sei wie in jenen Fallen, um die Anomalie des Merkur 
zu erhalten. 

Bisher haben wir nur die elektrodynamischen Glieder beriick- 
sichtigt, die von den Geschwindigkeiten abhangen und dem Qua- 
drat der Entfernung umgekehrt proportional sind. Andere 
Glieder aber sind der Akzeleration eines der beiden Ladungsele- 
mente und einer gewissen Potenz von deren relativen Geschwin- 
digkeit proportional; sie sind dritter oder héherer Ordnung und 
der Entfernung umgekehrt proportional. Aber in einem rotieren- 
den Elektron wird die Akzeleration des einen Teiles durch die 
entgegengesetzte des andern kompensiert, und zwar um so mehr, 
als die Entfernung der beiden Elektronen grisser gegen ihren 
Durchmesser a sein wird. Eine genaue Rechnung, bei der 


= a . = . . . i 
nach Potenzen von - entwickelt wird, zeigt dass das Glied in — 
» Zelg = 


verschwindet, und dass im allgemeinen ein Glied in “; bleibt, fiir 
welches der Mittelwert, iiber alle moglichen Lagen der Rotations- 
achsen genommen, von Null verschieden ist. Wir erhalten also 
eine dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportionale Kraft, 
deren Koeffizient der Grisse a, d. h. den Dimensionen des Elek- 
trons, und emer Potenz der reziproken Lichtgeschwindigkeit pro- 
portional ist, die mindestens gleich drei ist, woraus sich wieder 


eine Erklirung der Gravitation und ihres relativ ausserordentlich 
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geringen Betrags ergibt. Der Koeffizient dieses Gliedes, ebenso 
wie samtlicher Glieder von héherer als der zweiten Ordnung 
(mit Ausnahme des Lichtdrucks, der uns hier nicht interessiert) 
ist vorderhand unbekannt, und so erhalten wir dasselbe Resultat 
wie oben : es wird eine Reduktion der Gravitation auf elek- 
trische Kréfte, eine Ableitung der Gravitationskonstante aus 
elektromagnetischen Messungen und eine Erklérung der Mer- 
kuranomalie durch die Anwendung der Gesetze der Elektro- 
dynamtk voraussichtlich méglich sein, wenn erst diese Gesetze 
mit gentigender Genauigkeit bekannt sind. 

In allen Fallen wtirde dann die Gravitationswirkung auf 
der dynamischen Konstitution der Atome beruhen. 

Wenn also zwei Jahrhunderte eifriger Forschung uns noch 
keinen Anhalt iiber irgend einen etwaigen Zusammenhang der 
Gravitation mit andern Erscheinungen, und besonders mit den 
elektrischen Kriften, gegeben haben, und auch iiber eine endliche 
Ausbreitungsgeschwindigkeit derselben uns nichts bekannt ist, so 
ist es doch wahrscheinlich, dass dies nur von unserer unvollkom- 
menen Kenntnis der Gesetze der Elektrodynamik herriihrt. In 
absehbarer Zeit diirfen wir also hoffen, wenn auch vielleicht nicht 
eine « mechanische Erklarung », so doch eine Zuriickfiihrung der 
Gravitation auf elektrische Krafte zu erzielen. Fiir die Einheit 
unserer Weltanschauung wird dies ein Schritt von der grissten 


Tragweite sein. 
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Supplément francais de la « Scientia », Vol. V, N° X-2 (3° Année), 
1° Avril 1909, p. 152-165. 


Lorsque Newton découvrit que les mouvements des corps 
célestes peuvent étre calculés et préyus avec une précision éton- 
nante, en admettant qu’ils s’attirent suivant sa loi célebre, mi lui 
ni ses contemporains ne considérérent la question comme épuisée. 
Malgré son extréme simplicité, cette solution du probleme du 
mouvement des astres, en faisant intervenir wne action agissant 
sans intermédiaire ou, ce qui revient presque au méme, de facon 
instantanée a toutes les distances, répugnait aux esprits. Et cette 
répugnance, qu’on constate encore de nos jours, n’est pas sans 
fondement psychologique : elle est l’expression d’un sentiment 
profond de lunité des forces physiques, qui, dans leur extréme 
diversité, ont toujours besoin d’un certain temps pour manifester 
leur action, et, si laction a lieu entre deux corps séparés par un 
milieu intermédiaire, modifient ce milieu de facon sensible (2). La 
lumiére faisait, semblait-il, exception; mais Galilée ne douta pas 
un seul instant que ce ne fat la qu’une apparence, et l’on sait 
que l’expérience lui a donné raison. Le désir de se faire du milieu 


(1) Traduit par Pauteur lui-méme. 
(*) Lorsque, il ya cent ans, l’action a distance était communément admise 
pour la gravitation, ce méme sentiment de l’unité de la nature a amené les phy- 


siciens a considérer toutes les forces comme agissant a distance, méme les forces 


moléculaires. Mais on sait que ce point de vue a été relativement stérile. 


ey 
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hypothétique et de la propagation une vue précise a conduit, de 
Newton a Fresnel, aux lois de VOptique. Pour les actions élec- 
triques, Pexpérience a encore domné raison au sentiment dont 
nous parlons; seule, la gravitation ne s’y conforme pas. On a 
peine a croire qu’il y ait la plus qu’une apparence, et de nom- 
breuses théories ont été proposées, dont la plupart-entrainent un 
temps fini de propagation et certaines corrections de la loi de 
Newton, susceptibles d’une vérification expérimentale. Nous 
allons les passer.en revue, en les groupant convenablement, ce 
qui les réduit 4 quelques types simples, et en cherchant surtout a 
préciser la réalité qu’elles prétendent exprimer, c’est-a-dire 
les conséquences susceptibles de vérification expérimentale qui en 
découlent. 

Evidemment, on ne peut songer a aborder par une expérience 
directe la question de la vitesse de propagation de la gravitation 
comme on l’a fait pour la lumiere et lélectricité. Mais les consé- 
quences indirectes qui découlent de chaque hypothése suffisent en 
général, yu l’extréme précision des observations astronomiques, 
pour une premiere vérification. Les perturbations provenant des 
termes nouveaux introduits par chacune de ces bypothéses 
doivent, en général, ne pas dépasser la limite des erreurs d’expé- 
rience; mais il y a des exceptions. Les observations astrono- 
miques, accumulées pendant des siecles, ont permis de mettre en 
évidence certaines anomalies que n’explique pas la loi de Newton, 
et que devra expliquer la loi qui prétend la remplacer. Parmi ces 
anomalies, la plus considérable, de beaucoup, est celle de la pla- 
néte Mercure, dont l’ellipse tourne trés lentement dans son plan, 
sous l’influence des autres planétes ; mais la rotation calculée est 
inférieure a la rotation observée; l’excés est d’environ 42” d’arc 
par siécle. Crest bien peu de chose, mais il a été impossible 
d’éliminer cette différence. I est d’ailleurs possible que Vénus et 
la Terre présentent une anomalie analogue, bien que de 5 Aa 10 fois 


plus faible. Car lexcentricité des ellipses de ces planetes est 
{ . 
100? 
cercles. Or il est manifestement impossible d’observer la rotation 


extrémement petite, de l’ordre de ce sont presque des 
d'une orbite circulaire sur elle-méme ; il suffira d’augmenter ou 
de diminuer dans un rapport convenable le temps de révolution de 
la planete pour obtenir leffet de la rotation supposée. Dans 
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Vespéce, la correction, déja minime, que subiraient du fait d’une 
telle anomalie les positions de Vénus et de la Terre si leurs orbites 
étaient aussi excentriques que celle de Mercure, pourra étre 
réduite au centi¢me environ de sa valeur par une correction insi- 
enifiante (méme en Astronomie) des temps de révolution. Pour la 
planéte Mars, dont Vexcentricité est 0,09, on sera ainsi conduit a 
prévoir une perturbation légere, analogue a celle de Mercure, 
mais bien plus faible; c’est en effet ce qua donné Vobservation. 

Les autres irrégularités observées concernent le mouvement 
de la Lune et celui de la cométe Encke. Nous n’en parlerons pas 
ch. 

Les expériences montrent qwil n’existe pas, pour Ja gravita- 
tion, d’écrans protecteurs comme pour Pélectricité (1), et aucune 
influence du milieu matériel ne peut étre mise en évidence. Ce 
sont la, pour les théories dont nous allons parler, deux points 
importants : cela est yrai avant tout pour VPhypothése qui, d'une 
maniere ou d’une autre, cherche non a donner une éxplication de 
la gravitation dans le sens ordinaire, mais 4 la réduire a des 
actions électriques, de maniére a déduire par exemple la constante 
de gravitation de mesures d’un tout autre genre. Il y aurait la une 
réduction du probleme fort importante pour Vunité de nos 
conceptions physiques. 

Les explications mécaniques proposées peuvent se grouper en 
statiques e.dynamiques. Dans les premiéres, la matiére déforme- 
rait ’éther environnant, et cette déformation, se propageant de 
proche en proche, agirait sur d’autres portions, de maniére a don- 
ner Vapparence d'une attraction. Si la matiére pondérable se 
trouve en équilibre, ‘len sera de méme (du moins au bout d’un 
certain temps) de l’éther. Cette hypothése, la plus simple, 
remonte 2 Newton. Mais Maxwell a montré que, sans la préci- 
ser davantage, on peut la rejeter d’emblée. Car elle exige que 
Vénergie de gravitation soit Vénergie de déformation du milieu ; 
W@aprés un principe général de la Statique, cette énergie devra 


(1) Si une partie de la maticre d'une planéte était protégée en partie contre 
attraction du Soleil par autre, la force totale ne serait plus proportionnelle a 
la masse totale, d’ou une perturbation trés sensible, 4 moins que labsorption de 
la gravitation ne soit excessivement faible, de ordre du millionieme pour toute 
Pépaisseur de la Terre. 
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loujours étre, aprés la déformation, plus grande qu’en |’état non 
déformé, c’est-a-dire en l’absence de corps matériels. Or, c’est le 
contraire qui serait vrai ici : les forces de gravitation étant attrac- 
tives, énergie potentielle d’un systéme de corps devient plus petite 
lorsque les masses — et par conséquent, la déformation de |’éther 
—augmentent; elle augmente lorsque la déformation diminue. 
Pour les actions électriques, qui suivent, aw signe prés, la méme 
loi que la gravitation, I’énergie, au contraire, suit une marche 
inverse; c’est ce qui faisait entrevoir 4 Maxwell la possibilité 
d@une explication des forces électrostatiques, ot il a d’ailleurs 
échoué. On yoit donc, en résumé, qu’un « éther », capable de 
donner les apparences de la gravitation, serait, méme en l’absence 
de corps matériels, en état d’équilibre instable, ce qui est inadmis - 
sible. 

Nous sommes donc nécessairement conduits a introduire des 
mouvements cachés, de manieére a avoir aflaire 4 une énergie de 
nature cinétique méme lorsque les masses pondérables, seules 
perceptibles anos sens, sont au repos. Le critérium du minimum 
de l’énergie, dés lors, ne s’applique plus, et le probleme devient 
Paéluble en principe. 

La plus ancienne en date de ces faeories dynamiques est celle 
de Lesage, reprise depuis par Isenkrahe et d’autres. Elle admet 
que espace est parcouru en tous sens par des « corpuscules ultra- 
mondains » doués de tres grandes vitesses ; lorsqu’un corps pon- 
dérable A unique subit le choe de ces corpuscules, il restera au 
repos, par raison de symétrie ; mais sil existe, 4 quelque distance, 
un autre corps B, ce corps arrétera les corpuscules marchant dans 
la direction BA; le corps A ne subissant plus autant de chocs 
dans cette direction, la compensation n’a plus lieu, et A sera 
poussé vers B; de méme B vers A. Il semblera’y avoir 
attraction. 

Une analyse plus attentive (') montre qu’il faut considérer les 
corpuscules comme dénués plus ou moins completement d’élasti- 
cité, de sorte que leur choc engendre de la chaleur; sinon B 


(1) Comparer H. Poincare, Science et Méthode, p. 263, Paris 1g08; J. ZEn- 
NECK, Article Gravitation de |’Encyclopedie des Sciences mathem., t. V, p. 57. 
Leipzig, 1903. 


R, oo 


482 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


réfléchira vers A autant de corpuscules qwil en arréte, Veffet est 
nul. De plus, comme il n’existe pas d’écrans pour la gravitauion, 
les atomes des corps pondérables doivent se trouver a de trés 
erandes distances les uns des autres, par rapport a leurs dimen- 
sions; enfin, les atomes chimiques doivent étre composés de par- 
ticules identiques entre elles, et beaucoup plus grandes que les 
« corpuscules ultramondains ». On obtient bien alors Ja loi de 
gravitation pour des corps au repos. Dans le cas de corps mobiles, 
il y aura frottement, comme dans un gaz. De plus, la gravitation 
se propagera avec une vitesse finie, au plus égale a celle des cor- 
puscules, et action subie par un corps ne dépendra que des 
vitesses relatives du corps et des corpuscules. C’est la une hypo- 
these envisagée déja par Laplace ; elle conduit, nous l’ayons dit, a 
une sorte de frottement qui devrait retarder de plus en plus la 
marche des planétes et de la Lune. Une telle action serait décelée 
avec une précision extréme par les éclipses, sur lesquelles nous 
possédons des renseignements trés anciens, comme on salt; on 
conclut de IA a une limite inférieure de la vitesse de l’onde de gra- 
yitation ainsi concue : cette vitesse est, d’aprés Laplace, au moins 
cent millions de fois celle de la lumiére. Quant aux corpuscules 
eux-mémes, leur vitesse est bien plus invraisemblable encore. En 
combinant l’ensemble des perturbations que lhypothése de Lesage 
introduit en Astronomie, M. Poincaré arrive, pour cette vitesse, a 
une limite inférieure égale & 24.10'7 fois celle de la lumiére. En 
méme temps, le frottement produirait une quantité de chaleur 
telle que, pour la Terre, elle serait 107° fois plus grande que celle 
que le Soleil émet dans toutes les directions dans le méme espace 
de temps. 

De tels résultats permettent de déclarer cette théorie définiive- 
ment inadmissible. La méme conclusion s’impose pour une modifi- 
cation des hypothéses de Lesage, proposée d’abord par Hooke 
(contemporain de Newton), et examinée récemment par M. H.-A. 
Lorentz, qui remplacerait les corpuscules par des ondes sillon- 
nant V’éther dans toutes les directions. Ces ondes devront étre 
absorbées, du moins en partie, par la matiére gravitante, sinon 11 
n'y a point d’action résultante ; il y aura done production de cha- 
ora- 


co) 


. é : a: 
leur, et d’autre part, il ne devra pas exister d’écrans pour la 
vitauion. Nous aurons done affaire a des rayons qui, en passant a 
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travers la Terre, ne seront aflaiblis que dans la proportion 
de 1 millioniéme; cela est absolument invraisemblable ; aussi 
M. Lorentz rejette-t-il cette hypothése. D’aprés les calculs de 
M. Poincaré, la chaleur produite, ici encore, serait telle que la 
température de la Terre s’accroitrait de 10'? degrés par seconde. 
Dans toutes ces théories, le phénoméne de gravitation est accom- 
pagné de phénoménes trréversibles tres considérables. I n’en est 
plus de méme pour les explications hydrodynamiques de Bjerknes 
et de Riemann. 

Nous ne citons les premiéres que pour mémoire. Si l’on sup- 
pose dans un fluide incompressible et sans frottement un systeme 
de spheres dont les rayons augmentent et diminuent périodique- 
ment et s¢multanément, et si Vintensité des pulsations est suppo- 
sée proportionnelle aux masses des sphéres-atomes, on obtient 
bien la loi de Newton pour les actions apparentes que ces corps, 
par Vintermédiaire du fluide, exercent les uns sur les autres. 
Mais cette simultanéité est bien plus incompréhensible encore 
que la lor de Newton elle-méme, et bien plus éloignée de tout ce 
que nous obseryons dans la nature. M. T.-H. Weber, il est vrai, 
trouve que lorsqu’on fait VPexpérience, ce synchronisme, s'il 
nexistait pas au début, s’établit rapidement par les actions méme 
des sphéres les unes sur les autres; mais ce n’est qu’en vertu du 
frottement, facteur important dans tous les fluides réels, dont 
Vintroduction nous raménerait aux difficultés signalées pour les 
théories précédentes. 

On peut remplacer la pulsation des spheres par une émission et 
une absorption alternatives d’éther; en prolongeant de plus en 
plus la période de pulsation, on est ainsi amené ala conception de 
J. Bernoulli et B. Riemann, dont l’étude a été récemment reprise 
par M. Brill. Dans cette maniére de voir, tout atome serail une 
source continuelle d’éther (ou en absorberait continuellement). 
Cet éther est incompressible hors des atomes ; a leur intérieur, il 
se détruit ou se crée continuellement, c’est-a-dire n’est plus sou- 
mis a la loi de la conservation de la masse. 

Pour obtenir la loi de Newton, il faut que les dimensions des 
atomes-sources soient petites par rapport a leurs distances. La 
vitesse du fluide a sa sortie des atomes joue alors le réle de ce 
qu'on appelle une coordonnée cyclique, et, d’aprés les principes 
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eénéraux de la Mécanique, le moment correspondant reste con- 
stant en l’absence de forces extérieures. C’est ce moment (et non 
la vitesse initiale) qui doit étre suppose proportionnel 4 la masse 
de la source. Dans ces conditions, les sources sembleront graviter 
les unes vers les autres conformément a la loi de Newton, et 
Paction, grace a Vincompressibilité du fluide, semblera instan- 
tanée; il n’y aura ni perturbations, ni frottement. 

Ce n’est évidemment pas la une explication mécanique de la 
gravitation; meme dans une mécanique eénéralisée, Vindestructi- 
bilité de la matiére sera certainement un des axiomes que nous 
consentirons le plus difficilement a sacrifier. Il est, de plus, 
impossible d’identifier ce fluide avec l’éther de lOpuque. 

Arrivés au bout de cette étude des explications mécaniques de 
la gravitation, nous croyons qwil s’en dégage dun cété Pimpossi- 
pilité d’une résolution du probleme dans le sens trop restreint ou 
on Pentend aujourd’hui; de Yautre coté, Vimpression que cette 
résolution pourra devenir facile le jour ot une généralisation 
conyenable de ce que nous entendons par « explication méca- 
nique » aura été donnée. Car ce qui-est essentiel a une telle exph- 
cation, pour qu elle satisfasse au sentiment confus mais profond 
que nous ayons de lunité de la Nature, ce n’est pas que les lois 
de la Mécanique, telles que nous les admettons aujourd’hm, y 
soient directement applicables; c’est plutdt que les seules quanti- 
tés variables soient l’espace et le temps, et qu’a coté d’elles ne 
subsistent plus que des invariants (*) qui seront soil la quantité 
de matiére au sens ordinaire, soit l’énergie (*), soit des charges 
électriques, etc., etc. Une mécanique de l’Energie, qui considé- 
rerait celle-ci comme un fluide répandu dans l’espace, donnera 
peut-étre un jour la solution cherchée. 

Au lieu de chercher une explication mécanique, on peut se 


poser la tache plus modeste, et peut-étre, pour linstant du moins, 


(1) Le mot substance serait a peu prés équivalent, mais posséde un sens méta- 
physique qui le rend impropre a V'usage des physiciens. 

(2) Lunité de V Energie, réalisée, par exemple, dans la Mécanique de Hertz, 
est un des postulats les plus importants que deyra réaliser la Physique de Vavenir. 
Les explications dynamiques de la gravitation exposées plus haut réduisent 
V’Energie de gravitation a de Energie cinétique ordinaire, et c’est la, sans 
doute, un point de yue trop particulier. 
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plus féconde en apercus et en conséquences nouvelles, de réduire 
la gravitation aux actions électriques. On sera ainsi amené a attri- 
buer a la gravitation une vitesse de propagation égale a celle de la 
lumiére, et 4 compléter la loi de Newton par de nouveaux termes 
dépendant des vitesses et des accélérations. Lorsque la vitesse 
d’un corps matériel, divisée par la vitesse de la lumiére, entre 
dans les équations, nous dirons que c’est 14 un terme du premier 
ordre; pour les corps du systéme solaire, ce quotient ne dépasse 
guére 3 dix-milliemes. Son carré (10-7) sera dit du second 
ordre, etc. 

Cela posé, il faut d’abord se demander comment cette hypo- 
these peut se concilier avec le résultat énoncé plus haut, di a 
Laplace, et qui exigeait une vitesse 10% fois supérieure a celle de 
la lumiére ? Car enfin, nous savons, par le phénoméne de I’aber- 
ration, que la direction de lV’onde de gravitation diflérera, lors- 
qu'il y a un mouvement relatif, de ce qu'elle serait s'il y avait 
repos, et que la diflérence est proportionnelle a la vitesse relative, 
c’est-a-dire du premier ordre. Cest précisément ce qu’avait admis 
Laplace : c’est méme l’aberration qui a di le conduire a son hypo- 
thése. Mais une analyse plus détaillée montre que ce résultat tient 
ace que, en Optique, les longueurs d’onde sont trés petites par 
rapport aux distances. Pour les planétes et leurs satellites, les 
périodes ou temps de réyolution, au contraire, sont telles que les 
longueurs d’ondes correspondantes seraient grandes par rapport 
aux dimensions du systeme solaire. Le calcul montre qu’alors le 
changement de direction de l’onde, ou aberration, est compensé, 
en ce qui concerne les termes du premier ordre, par des change- 
ments de la distance au point origine de l’onde, et de lintensité 
des forces ; dans la nouvelle hypothése, la loi de Gravitation ne 
différe de celle de Newton que par des termes tres petits du 
second ordre. Encore ces termes, en tant qu ils jouent un role 
effectif dans les perturbations, ne sont-ils pas des termes de frotte- 
ment; le calcul de Laplace n’est plus applicable dans ces condi- 
tions, et l’on va voir qu’en eflet rien n’empéche. d’atiribuer a la 
gravitation la vitesse de propagation de la lumiére, mais que, 
en reyanche, rien ne nous y oblige non plus, cette hypothése ne 
donnant pas, du moins a l’heure qu’il est, une explication de 


Vanomalie de Mercure. 
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Pour réduire la gravitation aux actions électriques, Mossott, 
Zillner, puis Lorentz ont proposé d’admettre que Vattraction des 
charges de signe contraire est un peu plus grande que la répulsion 
des charges de méme signe. Un atome @hydrogene, par exemple, 
résultant, dans les vues actuelles, de la réunion d’une charge 
négative et d’une charge positive égale, deux atomes, placés a une 
distance grande par rapport a leurs dimensions, n’exerceraient 
Yun sur Pautre aucune action proportionnelle a l’inyerse du carré 
des distances, d’aprés les lois ordinaires de l’Electrostatique ; 
d’aprés ’hypothése nouvelle, la compensation des actions attrac- 
tives et répulsives ne serait plus complete. La charge et la masse 
@un ion dhydrogéne étant connues, du moins approximative- 
ment, on peut calculer de combien differe l’attraction des ions de 
méme signe : cette différence est extrémement petite, elle nest 
que de 10-%* pour 100. Les forces de gravitation sont donc 
-extrémement faibles par rapport aux forces électriques qui se pro- 
duiraient s’il nous était possible de séparer complétement les 
électricités intimement unies dans les corps. Nous n’y réussissons 
que dans une mesure relativement trés faible, par le frottement, etc. 

Une si minime dissymétrie, mais dont l’existence serait sup - 
posée hors de doute, serait bien contraire 4 nus sentiments esthé- 
tiques, si j’ose m’exprimer ainsi. Et, en réalité, il suffit dun petit 
changement de notations (') pour étre ramené a la superposition 
de deux forces, lune électrostatique dans le sens ordinaire, 
autre gravifique. Il n'y a done dans cette hypothése de Mossotti 
qwun changement purement verbal ; ce qu’elle énonce de posit, 
cest qwil convient d’appliquer a la gravitation les lois de l’Electro- 
dynamique en remplacant les charges par des masses. Seulement, il 
faudra attribuer aux corps une certaine conductibilité par rapport 
i la gravitation; il existera, en principe, des écrans. Par des hypo- 
theses appropriées, on peut bien diminuer considérablement leur 
imperméabilité, comme l’a montré M. Gans; mais il me semble 
impossible de n’obtenir qu'une absorption de 1 milhoniéme de la 
force pour toute lépaisseur du globe terrestre, comme nous 
avons yu que Vexpérience lVexige. C’est li une premicre grave 
objection a cette théorie. 


(1) Voir R. Gans, Jahresber. deutsch, (Math.-Vereinigung, t. XIV, p. 578, 1905). 
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Quelles sont les perturbations qu’entrainerait notre hypothése 
pour le mouvement des planétes? Ici, il faut distinguer les 
diverses" théories électrodynamiques les unes des autres. Les 
anciennes lois électrodynamiques de Weber et de Riemann avaient 
déja été appliquées a la gravitation. La seule perturbation sensible 
s’est trouvée étre une rotation lente du périhélie, de 7" par siécle 
pour Mercure ('), d’aprés la loi de Weber, de 14" d’aprés celle de 
Riemann, insensible d’ailleurs pour les autres planétes. C’est 
bien Vordre de grandeur que donne l’expérience, et le sens de la 
rotation est également exact; cela est déja remarquable. Mais 
lanomalie observée est de 42", c’est-a-dire considérablement plus 
grande. Quant aux actions des planétes les unes sur les autres, elles 
sont déja bien fables, et une correction du second ordre, c’est-a-dire 
de la grandeur 10-* pour 100 environ, est absolument insensible. 

M. Lorentz a également appliqué ses équations au mouvement 
des planétes. On sait que M. Lorentz introduit les vitesses absolues 
par rapport a Péther; un examen attentif montre alors que les 
seules causes perturbatrices sensibles sont : 

1° le mouvement de translation du Soleil dans Vespace. En 
identifiant le mouvement par rapport a la moyenne des étoiles 
fixes, donné par |’ \stronomie, avec le mouvement par rapport a 
Péther, hypothese assez plausible, M. Lorentz trouve des pertur- 
bations insensibles, méme pour Mercure . 

»° la variabilité de la masse, fonction de la vitesse absolue. Si 
lon admet l’hypothése extréme, adoptée généralement pour les 
électrons, d'une masse enti¢rement électro-magnétique, on trouve 


encore une rotation du périhélie de Mercure de quelques secondes 


_ Ware par siécle (2), et il est indiflérent, pour ce résultat, que lon 


applique les formules d’Abraham, de Bucherer-Langevin ou de 
Lorentz pour la masse électro-magnéuque ; 

3° enfin, M. Lorentz a modifié récemment sa théorie de maniere 
4 la rendre conforme au principe de la relativité du mouvement. 
La translation du Soleil dans l’espace ne jouera donc plus de role 


(1) Tisserand donne le double, 14”; cela tient a ce qu’il identifie la constante 
de Weber avec la réciproque du carré de la vitesse de la lumiére, alors quelle 
nen est que la moitié. Cette indication erronée a passé dans tous les ouvrages 
qui ont traité de cette question. 

(7) Witkens, Physik. Zeitschr. t. VIL, 1906, p. 846. 
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du tout; mais comme ce role était déja insensible dans la 
premiére théorie, nos conclusions ne sont pas modifiées. En 
résumé, il est loisible d’appliquer les lois électrodynamiques a la 
gravitation; mais elles ne peuvent servir, actuellement, ni a sup- 
primer les divergences qui subsistent entre le calcul et l’expé- 
rience, ni a déduire la constante de gravitation de mesures 
électriques ou magnétiques. . 

Pourtant, les théories électrodynamiques sont en pleine évolu- 
tion, et l’on peut se demander si les changements futurs ne per- 
mettront pas d’effectuer cette réduction si importante de la gravi- 
tation aux forces électriques d’une facon plus satisfaisante. Nous 
allons voir que cela est, en effet, trés probable. 

Pour cela, il faut savoir exactement dans quelles limites on peut 
faire varier l’expression de la force que deux charges élémentaires 
exercent l’une sur l’autre (expression qui dépend des positions, 
vitesses, accélérations et de la loi de propagation), sans entrer en 
contradiction avec les données de l’expérience. C’est ce qu’a fait 
lauteur de cet article (!). Sans chercher 4 donner la solution la 
plus générale, ce qui, peut-étre, est impossible, on est conduit a 
des résultats suffisamment instructifs en admettant certaines hypo- 
théses accessoires, telles que le principe de la relativité du mouve- 
ment dans son sens classique (et non dans celui que lui donnent 
MM. Lorentz et Einstein (2), et en le considérant comme apph- 
cable également a la propagation de la lumiere (*). On trouve 
alors que les termes du second ordre, déja, ne sont pas déterminés 
enticrement par l’expérience et contiennent un facteur arbitraire ; 
quant aux termes d’ordre supérieur, ils ne jouent de réle que 
dans expérience de M. Kauffmann sur la variabilité de la masse, 
et restent presque entierement arbitraires. Dés lors, voici comment 
on peut espérer réduire la gravitation aux forces électriques et 
expliquer en méme temps le mouvement de Mercure et la valeur 
numérique de la constante de gravitation. 


(+) W. Ritz, QEueres, XVIII, p. 317. 

(*) La translation uniforme d’un systéme, d'aprés le principe de relativité, 
est sans influence sur les phénoménes qui s’y passent. MM. Lorentz et Einstein 
Supposent en outre une définition nouvelle du temps, de la vitesse, etc. 

(3) Voir, ace sujet, article de auteur Du réle de l’Ether en Physique, 
Ofuvres, XX, p. 447. 
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Dans les idées communément admises aujourd'hui, l’atome chi- 
mique est composé d’un certain nombre d’électrons négatifs et de 
charges positives qui compensent la charge négative. Les phéno- 
ménes du Magnétisme, entre autres, exigent de plus qu’on attribue 
aux charges atomiques des mouvements de rotation ou de circula- 
tion. Supposons, pour fixer les idées, que les charges négatives 
soient au repos, et que quelques-unes des charges positives tour- 
nent sur elles-mémes avec une grande vitesse, la méme pour 
toutes. Lorsque deux atomes A, B, ainsi constitués agissent l’un 
sur l’autre a une distance grande par rapport a leurs dimensions, 
que va-t-il se passer ? Les forces électrostauques sont nulles, ou 
plus exactement, elles correspondent a des dipoles trés petits et 
dépendent de la distance, suivant une loi toute différente de celle 
de Newton ; ces forces sont nulles pour un systeme d’atomes nom- 
breux. Mais les forces dépendant des vitesses et des accélérations, 
dont les premiéres sont inversement proportionnelles au carré de 
la distance, les secondes a la distance elle-méme, doivent étre 
prises également en considération. A la premiere calégorie appar- 
uennent, par exemple, les forces étudiées par Ampére, que deux 
courants constants, et par conséquent deux électrons en mouve- 
ment, exercent l’un sur l’autre; a la seconde, les forces élec- 
triques émanant des oscillateurs hertziens, celles qui constituent 
les ondes lumineuses, enfin la pression de la lumiére. 

Pour que ces forces donnent lieu au phénomene de gravitation, 
il faudra tout d’abord qu’elles ne soient pas nulles en moyenne 
lorsque les axes de rotation auront toutes les directions possibles, 
ce qui arrivera nécessairement dans un corps composé d’un grand 
nombre d’atomes. Dans la premiére théorie de Lorentz, pas plus 
que dans sa nouvelle théorie, conforme au principe de relativité, 
il n’existe de termes donnant, dans ces conditions, une moyenne 
différente de zéro. L’explication échoue donc pour ces théories. 
Mais est-ce la un résultat nécessaire ? Une analyse plus exacte 
montre qu’il est obtenu par Vintroduction des vitesses absolues, 
dans l’ancienne théorie ; par l’abandon des principes de la cinéma- 
tique et de la notion d’un temps unty rersel, dans la nouvelle. Et ce 
sont la, certainement, les paris les plus hypothétiques de I’ Elec- 
trodynamique actuelle. Dés qu’on introduit des vitesses relatives 
en conservant la cinématique classique, on voit apparaitre des 
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termes donnant une résultante différente de zéro. Il y en a du 
second ordre; la résultante est proportionnelle a la moyenne du 
carré des vitesses des charges ('), et dépend d’une constante arbi- 
traire. Mais ici une objection se présente : l’agitation thermique 
suffit, lorsqu’on admet les idées généralement regues a ce sujet, 
pour donner lieu a une action considérable des corps A et BVun 
sur lautre, dépendant de la température, ce qui est contraire 
a Vobservation ; il faut done disposer du facteur arbitraire de 
maniere 4 annuler l’effet de ces termes de second ordre. Mais 
d’autres termes, du 4°" ou du 6*"° ordre, a coefficients inconnus 
encore, ne préteront plus a cette objection, 4 la condition que les 
vilesses intra-atomiques soient grandes par rapport aux vitesses 
produites dans l’agitation thermique, ce qui est probable @ priorv. 
On aura alors une résultante inversement proportionnelle au 
carré des distances, affectée d’un coefficient encore inconnu, et 
proportionnelle aux nombres de charges en rotation que con- 
tiennent les corps A et B. Il suffira d’admettre que ce nombre est, 
dans tout atome, proportionnel a la masse de cet atome, et de dis- 
poser conyenablement du coefficient pour obtenir la loi de 
Newton (?). Bien entendu, les théories futures devront détermi- 
ner ce coefficient a priort, ou par des expériences électriques ou 
magnétiques ; la constante de Gravitation ainsi obtenue devra étre 
identique avec la constante expérimentale. Les termes étant d’un 
ordre si élevé, on s’explique aisément que, comme nous l’avons 
dit plus haut, la force de gravitation de deux atomes soit si petite 
par rapport aux actions électrostatiques de leurs charges. 

A cété du terme de 4*™° (ou 6"™*) ordre qui nous aura servi a 
expliquer la gravitation, il faudra considérer encore le terme sui- 
vant, du 6%" (ou 8") ordre, qui, par rapport aux phénoménes de 
gravitation, sera du second. Sur son coefficient, nous ne savons 
rien; il donnera lieu 4 une rotation du périhélie des planétes de 
Pordre de grandeur voulu, et il suffira que ce coefficient soit plus 


(*) Voir QBuvres, XVIII, p. 3r7. 

tera pas d’écrans pour la gravitation. Car les écrans pour les forces électriques 
ou magnétiques sont dus aux déplacements des électrons dans les corps, ou aux 
orientations des aimants élémentaires, sous l’influence des forces électromagné- 
tiques. Ni l’un ni l’autre de ces effets n’aurait lieu ici. 


Si les charges en relation sont indissolublement liées aux atomes, il n’exis- 


XXII. — LA GRAVITATION. 49 


grand qu'il ne l’est dans les lois étudiées plus haut, pour obtenir 
Vanomalie de Mercure. 

Dans ce qui précéde, nous n’avons considéré que les termes 
électrodynamiques dépendant des vitesses et inversement propor- 
tionnels aux carrés des distances. D’autres, proportionnels a 
Paccélération d’un des deux éléments de charge qui agissent |’un 
sur l’autre, et a sa vitesse relative par rapport a lautre, élevée a 
une certaine puissance, sont du 3"™° ordre ou d’un ordre supé- 
rieur, el inversement proportionnels a la simple distance. Mais 
dans un électron en rotation, Paccélération d’une des parties sera 
compensée par l’autre d’autant plus complétement que la dis- 
tance r des électrons sera plus grande par rapport a leur diamétre 
a. En faisant le calcul exact, par un développement en série pro- 


f , a aes, 
cédant suivant le rapport —> on trouve que le terme en — s’éva- 
= 


nouit, et qu’il reste, en général, un terme en <) pour lequel la 
moyenne prise par rapport a toutes les directions possibles des 
axes de rotation est différente de zéro. Nous aurons done une 
force inversement proportionnelle. au carré des distances, conte- 
nant en facteur les dimensions de |’électron et une puissance au 
moins égale a 3 de l’inverse de la vitesse de la lumiére : ce sera 
encore une explication possible de la gravitation et de sa petitesse 

~extréme. D’ailleurs, le coefficient de ce terme, de méme que celui 
de tous les termes supérieurs au second (sauf celui qui donne la 
pression de la lumiére et qui ne nous intéresse pas ici), reste 
encore indéterminé, ef l’on en conclura, comme plus haut, 
qu une explication de Vanomalie de Mercure et une détermi- 
nation de la constante de gravitation par des mesures électro- 
magnétiques pourront sans doute étre déduites des lois de 
VElectrodynamique, lorsque celles-ci seront connues avec plus 
d’ exactitude. 

Dans Vune et Cautre hypothése, la Gravitation tiendrait 
essentiellement a laconstitution dynamique des atomes. 

En résumé, si deux siécles de recherches ne nous ont donné 
encore aucune indication d’une connexion entre la gravitation et 
d’autres phénoménes, en particulier les phénomenes électroma- 
gnétiques ; si la propagation de cette force dans un temps fini 
reste problématique, il est probable que cela tient a Vimperfecuon 


de a 60 nnaissar ces 


i 


triques, et que nous pond dans aves 
chain, espérer, 4 défaut d’une explication. mécaniqu 
-tation, une réduction de cette force aux actions électriques 
sera la, pour l’unité de nos conceptions physiques, un ig Je la 
plus haute importance. | 


XXIII. 


UBER DIE 
GRUNDLAGEN DER ELEKTRODYNAMIK 


THEORIE DER SCHWARZEN STRAHLUNG. 


Phystkalische Zeitschrift, 9. Jahrgang, No 25, Seite 903-907. 


ee ee ee ee 


fn einer ktirzlich in dieser Zeitschrift (') erschienenen Mitteilung 
« Zur Strahlungstheorie » kommt Herr H.-A. Lorentz zum Schluss, 
dass die von Jeans (7) und ihm (*) entwickelte Theorie der 
« schwarzen Strahlung » mit der Erfahrung nicht vereinbar sei; da 
nun aber die Ableitung der Strahlungsformel auf diesem Wege 
nur hinfallig werden kénne, wenn an den elektromagnetischen 
Grundgesetzen wesentliche Anderungen angebracht wiirden, so 
ergebe sich daraus die Notwendigkeit solcher Anderungen, und 
zwar miisse, im Sinne der Planckschen Theorie, irgend etwas einem 
Zeit-Energie-Atom Ahnliches in die Theorie aufgenommen wer- 
den. 

Bei der grossen Wichtigkeit dieser Frage, und bei den Schwierig- 
keiten, die, wie Herr H.-A. Lorentz zeigt, auch bei Einfiihrung 
des Planckschen Atoms noch fortbestehen, sei es gestattet, auf 


(1) Phystkal. Zeitschrift, t. IX, 1908, p. 562. 

(*) Proc. Roy. Soc., t. LXXVI, 1906, p. 296, 545. 

(*) H.-A. Lorenz, Le partage de l’énergie entre la matiére pondeérable et 
lVéther. Conférence tenue au congrés de Rome (Roma, Tipografia della R. Accad. 
dei Lincei), avril 1908. 
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einen Fehler der Jeans-Lorentzschen Theorie hinzuweisen, der 
cerade den wesentlichen Punkt des Beweises betrifft, womit dieser 
hinfallig wird. 

Der Ansatz fiir die elektrischen und magnetischen Krafte, 
der in jenem Beweise gemacht wird, ist su allgemein ; er wider- 
spricht den Formeln der retardierten Potentiale, denen jede 
physikalisch zuldssige Lisung der Grundgleichungen geniigen 
muss. Durch diese Bedingung werden aber gerade die Koordinaten 
des freien Athers, die Herr Lorentz (loc. cit.) mit q3, g bezeich- 
net, in ihrer Anzahl ausserordentlich beschrinkt. Diese Koordi- 
naten aber sind es, die schliesslich die Strahlungsformel besum- 
men; und der Widerspruch der Theorie mit der Beobachtung wird 
gerade dadurch bedungen, dass diese Koordinaten, die unendlich 
zahlreich sind, auf Grund eines dem Boltzmannschen Satze der 
eleichen Verteilung der Energie auf die verschiedenen Freiheits- 
erade ganz analogen, die gesamte Energie des Systems an sich zu 
ziehen bestrebt sind. 

Bekanntlich lassen sich die elektromagnetischen Grundglei- 
chungen der Lorentzschen Theorie durch Einfiihrung der Poten- 
tiale unter die gemeinsame Form bringen 


@) 


wo c= Lichtgeschwindigkeit, o eine gegebene Funktionvonz, y, 2, ¢ 
bedeuten, und f im Unendlichen verschwindet. Die allgemeine 
Losung dieser Gleichung, etwa nach der Poissonschen Methode, 
involviert zwei willkiiriche Funktionen yon x,y, 3, namlich die 
<= : OF ne : : 5 . Ne 
Werte von fund a fiir die Anfangszeit ¢). Partikulare Lésungen 
0 ~ Cc 


derselben sind: 


Wile Vis SAN 


ferner beliebige lineare Kombinationen aus J; und f, der Form 
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Sa= fi ait foa2, wo a, + a,=1; endlich 


= f O(a vy 2 t)da' dy' dz’ dt’ 
(xv —a')? ay P+ (s6—2'P?—(t—7t')? ec? 


Die Lisung f, entspricht divergenten Wellen, J> konvergenten, 
aus dem Unendlichen kommenden, /, beiden Arten ; wieder andere 
Lisungen wiirden Wellen entsprechen, die gegen Punkte des reinen_ 
Athers, wo © =o ist, konvergieren oder von solchen divergieren ; 
in fi, ist die Auflésung in Wellen, die nach den Kihhowithen 
und Poissonschen Satzen stets in unendlich vielen Weisen ge- 
schehen kann, nicht vorgenommen. Die Erfahrung lehrt, dass 
ausschliesslich die Lisung /, in Betracht komme, und die Maxwell- 
Lorentzsche Theorie setzt dies ausdriicklich yvoraus. Wie notwen- 
dig diese Emschrankung ist, geht schon daraus hervor, dass ebenso 
wie bei der Lisung /, ein Kérper, dessen Elektronen akzeleriert 
sind, Energie ausstrahlt, so dass in grosser Entfernung der Poyn- 
tingsche Vektor nach aussen gerichtet ist, bei /, (Vertauschung 
‘von c mit —c) dieser Vektor sein Vorzeichen andert, der Kirper 
somit Energie aus dem Unendlichen empfangt, ohne dass irgend- 
ein anderer Korper ein entsprechendes Quantum Energte ver- 
liert. Ein solcher Korper, welcher in dieser Weise dauernd 
Energie aus dem Ather zu entnehmen fihig wire, mtisste ein 
Perpetuum mobile genannt werden und ist physikalisch un- 
moéglich. 

Um nun solche, allen Bedingungen — auch den Bedingungen im 
Unendlichen — geniigende Lisungen, die trotzdem unmoglich sind, 
auszuschalten, hat man den zunachst noch willktirlichen Anfangs- 
zustand in geeigneter Weise einzuschranken. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung, damit f, in allen Zeiten gelte, ist, dass 
es zur Zeitt=t, und ¢=¢)-+ dat gelte. Dass diese Anfangsbe- 
dingung aber im Maxwellschen Vorstellungskreis keinerlei yer- 
ntinftigen Sinn hat, ist einleuchtend, und man hat sie daher durch 
andere zu ersetzen gesucht. Nimmt man, wie es meist geschieht, 

n, dass zur Zeit ¢) in grossen Entfernungen das Feld gleich Null 
ist, so folgt allerdings fiir spitere Zeiten die Formel /, ; fiir friihere 
aber die unszuldssige Formel fy. Ferner ist nun die Giiltigkeit 
auch yon f, einer ganz unnitigen Einschrankung unterworfen 
(Feld =o fiir ¢ = ¢)), welcher z. B. die gleichformige Translation 
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nicht geniigt. Endlich bringt es der Charakter der Gleichung (1) 
als einer hyperbolischen Differentialgleichung mit sich, dass, wenn 
die Anfangsbedingung nur sehr angenahert erfiillt ist (was ja allein 
sich konstatieren liesse), daraus keineswegs folgt, dass die Formel 
f; mit einer ahnlichen Annaherung gelte: es kénnten z. B. kon- 
vergente Wellen, die zur Zeit ¢) sehr schwach und fern sind, zu 
einer spiiteren Zeit an einem gegebenen Punkt des Raumes einen 
beliebigen endlichen Wert annehmen. 

Ebensowenig ertragen die andern bisher vorgeschlagenen Zusatz- 
bedingungen eine genaue Kritk ('); der Ubergang von den rever- 
siblen Differentialgleichungen zu den retardierten Potentialen, 
durch welchen erst die Irreversibilitdt tn die Elektrodynamtk 
eingefiihrt wird, lasst sich auf dem Boden der Maxwellschen An- 
schauungen allein nicht finden. Es ist also wichtig zu konstaueren, 
dass der vollstandige Ausdruck der Strahlungsgesetze und iiber- 
haupt der Maxwell-Lorentzschen Theorie nicht die Differential- 
eleichungen sind, sondern die Elementarwirkungen, die sich durch 
Einfiihrung der retardierten Potentiale in den Lorentzschen Aus- 
druck der ponderomotorischen Kraft ergeben. In dieser Form 
sind auch der elektrische und der magnetische Vektor eliminiert, 
welche ja nie direkt beobachtet werden kénnen, sondern bloss die 
Rolle mathematischer Hilfsfunktionen spielen (*), wahrend die 
eigentlichen Aussagen der Theorie sich nur auf die Gréssen Raum, 
Zeit und elektrische Ladungen beziehen. 

Zur Ableitung der Strahlungsformel stellen sich nun Jeans und 
Lorentz einen parallelopipedischen, durch spiegelnde Winde be- 
grenzten Hohlraum vor, in dem sich ein Kirper K befindet; die 
elektrischen und magnetischen Krafte im Innern werden als Funk- 
tionen von x, y, in Fourierreihen entwickelt, deren Koeffizienten 
Funkutonen der Zeit sind und die Rolle Lagrangescher Koordinaten 
spielen, fiir welche die Dillerentialgleichungen aus dem Hamilton- 
schen Prinzip abgeleitet werden kinnen. Bei diesem Ansatz ist 
die wesentliche Bedingung der Darstellbarkeit durch retardierte 


Potentiale nicht beriicksichtigt; diese Bedingung schaltet aber, 


(') Uber diese und andere schwache Seiten der Maxwell-Lorentzschen Theorie 
vergleiche man die Arbeit des Verf.: Recherches critiques sur Veélectrodynamique 
générale, Okuvres, XVIII, p. 317. 

(7) Oe mCiena Deo nkes 
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wie oben hervorgehoben, aus den Anfangszustinden eine unend- 
liche, durch zwei willkiirliche Funktionen von ays und somit 
durch unendlich viele Parameter darstellbare Mannigfaltigkeit von 
Zustinden des Athers als unzuliissig aus. Sie erfordert insbeson- 
dere, dass die Krifte konstant bleiben, wenn die elektrischen 
Ladungen dauernd ruhen. Dies ist dagegen nach den partiellen 
Differentialgleichungen nicht notwendig der Fall: man wird stets 


5 ne 3 0? A 
noch eine Lisung der homogenen Gleichung Ce c2?A = o hinzu- 


fiigen kinnen, die im vorliegenden Falle den Randbedingungen an 
den spiegelnden Wiinden geniigen muss, und sich somit als Gesamt- 
heit der elektrischen Eigenschwingungen des Hohlraumes (ohne 
den Korper K.) ergibt. Solche Lisungen erscheinen in der Jeans- 
Lorentzschen Ableitung, wie Lorentz (oc. cit., p. 14) hervorhebt, 
als zulassig, was sie nicht sollten. Vielmehr miissten die unendlich 


vielen Parameter, die sie involvieren (Koeffizienten der Entwicke- 
lung der allgemeinen Lisung von & —c?A=o0 nach den Ejigen- 
schwingungen des Hohlraumes, also in eine Fourierreihe), dauernd 
Null sein. Diese unendlich vielen Parameter des « reinen Athers » 
aber gerade sind es, die nach dem Satz der gleichmiassigen Ver- 
teilung der Energie auf die Freiheitsgrade, die ganze Energie zu 
absorbieren und auf die kiirzesten Wellenlangen zu verteilen be- 
strebt sind. Die Jeans-Lorentzsche Theorie ist also unzuldssig. 

Man kénnte einwenden, die eben besprochene, nach Fourier- 
reihen entwickelte Lisung lasse sich auffassen als « retardierte » 
Krafte, herriihrend von den Elektronen der spiegelnden Wande. 
Da aber vollkommen spiegelnde Wande wnendlich viele Leitungs- 
elektronen in denselben voraussetzen, so sind sie eben aus diesem 
Grunde hier als unzulassige Abstraktion zu verwerfen, da in Wirk- 
lichkeit die Anzahl] der Freiheitsgrade des Kérpers K (bzw. die 
Zahl der darin befindlichen Elektronen ) und der des Spiegels nicht 
als unendlich verschieden betrachtet werden diirfen und es gerade 
hierauf ankommt. Ist die Anzahl der Elektronen des Spiegels sehr 
eross, so wird allerdings der Ansatz Jeans-Lorentz giiltig bleiben, 
aber nur fiir Eigenschwingungen des Hohlraumes, fiir welche die 
in Wirklichkeit vorliegende Diskontinuitat des Spiegels sowie die 
Endlichkeit der Elektronenzahl und der Leitfahigkeit noch nicht 
in Betracht kommen, also fiir lange Wellen oder niedere Tem- 


S 


R. 32 
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peraturen. Dies ist der Grund, warum jenerA nsatz fiir solche 

Wellen, und nur fiir solche Wellen, richtig tst. Fiir ktrzere 
Wellen ist derselbe dagegen in keiner Weise mit der Be- 
dingung der retardierten Potentiale vereinbar, er stellt eine 
viel su grosse Mannigfaltigkett von Lésungen dar. 

Die Bedingung der retardierten Potentiale in die statistische 
Betrachtung aufzunehmen, scheint allerdings schwierig, und es 
fragt sich, ob sie auch geniigt, um eine spektrale Verteilung der 
Energie von dem experimentell gegebenen Charakter zu bedingen. 
Es ist hierzu vor allem notig, festzustellen, wieviel und was fiir will- 
kiirliche Konstanten die allgemeine Losung der Bewegungsglei- 
chungen eines Systems von Elektronen involyiert, wenn fiir die 
Krifte der Ansatz der retardierten Potentiale gebraucht wird. 
Denn nur auf diese willkiirlichen Elemente darf sich die statisusche 
Betrachtung erstrecken. Bei mechanischen Problemen vereinfacht 
sich die Frage dadurch sehr, dass durch Angabe der Koordinaten g 
und der Impulse p der weitere Verlauf bestimmt ist. In der Elek- 
tronentheorie ist dem anders, und es liegt vielleicht hier wieder 
ein wunder Punkt derselben. Schon die Gleichungen der krafte- 
freien Bewegung des starren Elektrons lassen, wie Herr Herglotz (2) 
eezeigt hat, ausser der gleichformigen Transiauion noch unendlich 
viele Lisungen zu; bei sehr kleiner Geschwindigkeit ist die all- 
gemeine Lisung darstellbar als Summe unendlich vieler Schwin- 
eungen, mit willkiirlichen Amplituden, deren Wellenlangen samt- 
lich weit jenseits des bekannten ultravioletten Spektrums legen, 
nimlich héchstens von der Grissenordnung des Elektronendurch- 
messers sind, und keine untere Grenze besitzen. Da die Herglotz- 
sche Methode (2) auch fiir allgemeinere Probleme der Elektronen- 
theorie anwendbar bleibt und zu ahnlichen Integralgleichungen 
fiihrt, diirfte auch allgemein ein ahnliches Verhalten der Losungen 
zu erwarten sein. Dasselbe ist namlich in letzter Instanz dadurch 
bedingt, dass in der Elektronentheorie die Akzeleration eines Elek- 
trons bestimmt wird durch gewisse friihere Lagen, Geschwindig- 
keiten und Akzelerationen der anderen Elektronen bzw. Ladungs- 


(1) G. Hereiorz, Gott. Nachr., 1903, Heft 6; 1904, Heft 6; Math. Ann., 
t. LXV, 1908, p. 87. 
(*) Loc. cit., 1904. 
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elemente. Beschrankt man sich zunichst auf den Fall, wo alle 


‘ r 
vorkommenden Funktionen der Form wb (« =e 3) nach der Formel 
Cc 


= . a2 
¥(t— 7 = 4(2)— “Yi (t) + —— H(t) =... 
entwickelbar sind, so ergeben sich Differentialgleichungen von 
unendlich hoher Ordnung, deren allgemeine Lisung von unendlich 
vielen Konstanten abhangt (1), die in diesem Spezialfall gewissen, 
durch die Konvergenzbedingungen auferlegten Ungleichungen ge- 
niigen miissen. Die Untersuchungen von Sommerfeld (2) und 
P. Hertz (*) iiber das starre kugelformige Elektron zeigen, dass 
man bei gegebener dusserer Kraft die Bewegung willkiirlich vor- 
schreiben kann innerhalb einer Zeit T, welche gleich dem Durch- 
messer des Elektrons dividiert durch die Lichtgeschwindigkeit 
ist; insbesondere bei gleichformiger Oberflichenladung geniigt 
jede Funktion mit der Periode T den Bewegungsgleichungen des 
kraftefreien Elektrons, und es kann eine beliebige solche Funktion 
P(t) jeder Lisung des Problems bei gegebenen ausseren Kriften 
hinzugefiigt werden. Soll die Lésung analytisch sein, so sind zwar 
nicht die Werte von P(¢) innerhalb einer Periode willkiirlich, wohl 
aber kann man P = reeller Teil von Q setzen, wo 
2 TCO 
(Oe Q(e* = Q(r) = A+ a0 + A,v7 4+... 

und die @; (bis auf die Konvergenzbedingung der Reihe) willktirlich 
sind. 

Allgemeiner diirfte die Lésung bei beliebigen Systemen beweg- 
licher Elektronen ebenfalls zu ihrer Bestimmung unendlich vieler 
Konstanten bediirfen, und oszillierende Lésungen von unbegrenzt 
kleiner Wellenlange zulassen. Diese sind eben durch die unendlich 
vielen « Freiheitsgrade des Athers » bedingt; und es ist zu be- 
fiirchten, dass sie, auf Grund des Satzes der gleichformigen Ver- 
teilung der Energie, schliesslich doch wieder eine Tendenz der 


Strahlung, ganz auf die kiirzesten Wellenlangen sich zu konzen- 


(1) Vel. T. Latesco, Sur l’e€quation de Volterra, Thése, Paris, 1908. 
(*) Gott. Nachr., 1904, p. 363. 
©) 


3) Math. Ann., t. LXV, 1908, p. 5. 


500 OEUVRES DE WALTHER RITZ. 


trieren, bewirken méchten, wenn auch die Formel vielleicht eine 
von der Jeansschen abweichende Gestalt hatte.’ Aber auch ohne 
diese Betrachtung muss die Existenz z. B. der kraftefreien Eigen- 
schwingungen des Elektrons, die sich jeder Losung superponieren 
lassen und nach denen sich jede Lisung entwickeln lasst, die also 
iiberall auftreten miissten, als experimentell unwahrscheinlich be- 
trachtet werden. Sollte auch eine Strahlung von dusserst kurzer 
Wellenlinge unseren Beobachtungsmethoden unzuginglich sein, 
so miisste sich doch ein entsprechender merklicher Energiedefekt 
zeigen, der nirgends wahrgenommen wurde. 

Man darf hieraus vielleicht schliessen, dass, ebenso wie sur 
schon geswungen waren, die Mannig faltigkeit der Losungen 
der Maxwellschen Theorie durch die Einfiihrung der retar- 
dierten Potentiale ausserordentlich herabzusetzen, eine neue 
derartige Beschrinkung noch nétig ist, um die Anzahl der 
Bestimmungselemente (Konstanten) der Lésungen auf eine 
endliche su reduzieren. 

Dass unter den moglichen, unendlich vielen LLésungen stets eine 
ausgezeichnet ist, wie unter dev Lésungen der partiellen Differen- 
tialgleichungen die retardierten Potentiale ausgezeichnet waren, 
lasst sich leicht plausibel machen. Man denke sich, es wirke die 
Gravitation nicht momentan, sondern nach den elektrodynamischen 
Gesetzen. Um alsdann bei gegebenen Anfangswerten der Koordi- 
naten und Geschwindigkeiten die weitere Bewegung zu berechnen, 
wird man zunichst von der Bewegung nach dem klassischen Gesetz 
als erster Approximation. ausgehen ; diese Lisung wird man dann 
in die (sehr kleinen) Zusatzglieder einsetzen, die das neue Gesetz 
eingefiihrt hat; so entstehen neue Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, die man mit denselben Anfangswerten integriert usw. 
Es ergibt sich so schliesslich eine Lisung, in welcher jede Koor- 
dinate x eine bestimmte analytische Funktion der Zeit ¢ und der 
Anfangswerte .ro;, 2); 1st, die aber allerdings nur im eimem be- 
schrinkten Bereich dieser Grissen gilt. Diese Lisung kann dann, 
sowohl als Funktion yon ¢ wie als Funktion der Anfangswerte 2%o;, 
x), analytisch fortgesetzt werden und gibt dann fiir jede Zeit und 
fiir beliebige Anfangswerte der Koordinaten und Geschwindigkeiten 
eine ganz bestimmte, nur yon diesen Daten abhangige Lisung des 


Problems, neben welcher allerdings unendlich yiele andere L6- 
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sungen existieren, fiir welche das Verfahren nie giiltig ist, und 
welche héchst merkwiirdigen Planetensystemen entsprechen wiir- 
den. Fiir den Fall des kriiftefreien Elektrons erhilt man die ein- 
fache Translation. Ist diese Lisung die cinzig zulassige, so wiirde 
die Anzahl der willktirlichen Konstanten, d.h. die Mannig- 
faltigkeit der Losung, nicht grésser sein wie in der Mechanik, 
ndmlich gleich der doppelten Anzahl der Fretheitsgrade der 
Elektronen. ie 

Dies lasst sich etwa bewirken, indem man eine Zusatzbedingung 
in Form eines Minimalprinsips einfiihrt, wobei die Variation 
zwar fiir alle Lisungen verschwinden, ein wirkliches Minimum 
aber nur fiir e¢re bestimmte Lisung eintreten diirfte. Abhnliches 
gilt z. B. in der Theorie der Schwingungen von Saiten, Membra- 
nen usw. ('), wo fiir simtliche Eigenschwingungen, in unendlicher 
Anzahl, die Variation verschwindet, das Minimum aber nur fiir 
den Grundton erreicht wird. Ebenso kinnte man, neben den 
Bedingungen im Unendlichen, auch Bedingungen fir sehr grosse ¢ 
einfthren, die wieder durch die Variationsrechnung sich ableiten 
hessen. 

Die von Lorentz heryorgehobenen prinzipiellen Schwierigkeiten 
in der Theorie der schwarzen Strahlung fiihren uns also nicht 
sowohl darauf, mit Planck ein Energie-Zeit-Element einzu- 
fiihren, als vielmehr auf die Forderung, es miisse das durch 
die gegenwartige Elektronentheorie verletzte Prinzip der Ein- 
deutigkeit des Naturgeschehens im Sinne der klassischen 
Mechantk durch ein Minimalprinszip wieder hergestellt werden, 
so dass eine gewisse endliche Anzahl Bestimmungsstiicke geniige, 
den Verlauf der Bewegung eines Systems von Elektronen fiir alle 
Zeiten zu bestimmen. 

Damit wiirde der letzte Rest dessen, was man einst Ather nannte, 
aus den Naturgesetzen verschwinden. Sukzessive hatte die Erfah- 
rung schon genotigt, iam Bewegung und andere Eigenschaften der 
Materie abzusprechen; aus einem mehr oder weniger komplizierten 
Mechanismus war er der selbst unyerinderliche Trager der elektro- 
magnetischen Erscheinungen geworden. Auf diesem reduzierten 


, 


(1) Vgl. z. B. Riemann-WeseEr, Partielle Differentialgleichungen, t. I, p. 284, 


Braunschweig, 1901. 
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Gebiete hitte seine Existenz sich noch immer durch Lésungen der 
Gleichungen, die yon der Materie baw. den Elektronen unabhingig 


s : o? , £ : “ 
waren (der Gleichung = — c?A=o geniigten), zeigen kénnen. 


Die Erfahrung zwingt uns, diese Lésungen abzuweisen. Dann 
aber driicken die Gleichungen der Elektronentheorie nur noch 
Beziehungen zwischen Raum und Zeit aus, die Feldstarken oder 
« Zustande des Athers » konnen vollstandig eliminiert werden. 
Der Ather sinkt zur Abstraktion herab : er ist nur noch ein abso- 
lutes Koordinatensystem und eine ‘mathematische Konstruktion, 
welche in die Formeln unendlich viele Konstanten einfiihrt. Die 
Erfahrung scheint ihm weder die erste noch die zweite dieser 
Eigenschaften lassen zu wollen: sie verbannt ihn ganz aus der 
Physik. 

Bei dieser Annahme zerrinnt uns aber in Nichts eine der wesent- 
lichen Grundlagen der Maxwellschen Beschreibung der Vorgange 
durch partielle Differentialgleichungen, denen ja nun kein physi- 
kalischer Sinn, sondern nunmehr die Bedeutung einer mathemati- 
schen Zwischenkonstruktion zukommt, welche iiberdies fiir sich 
allein ungentigend ist. Der Glaube an ihre unbedingte Gilugkeit 
wird dadurch nicht gefestigt, um so mehr als sich zeigen lasst ("), 
dass die experimentellen Grundlagen nach gewissen Seiten hin 
vollstandig fehlen. 


(1) W. Rirz, loc. cit.; Qugres, XIX, p. 427; XX, p. 447; XXI, p. 462. 


XXIV. 
ZUM 
GEGENWARTIGEN STAND DES STRAHLUNGSPROBLEMS. 


(ERWIDERUNG AUF DEN AUFSATZ DES HERRN A. EINSTEIN.) 


Physikalische Zeitschrift, 10. Jahrgang, No 7, Seite 224-225. 


Herr Einstein ist der Ansicht ('), dass die yon mir (2) betonte 
Vielfaltigkeit der Integrale der Differentialgleichung 


(c = Lichtgeschwindigkeit) nicht besteht, wenigstens nicht in dem 


Sinne, dass die parukuliren Integrale 


if r 
g(a! y’ gi t— t 
I : / j 
(ites —_—_———_ dix'dy' dz, 
QTe T 
Pa 
o) (a y' Bt+ ty 
iL } Cc / t Ul 
———— —_—_—_—_—_———— dzx' dy' dz, 


fs=afit afr (a, + a2=1) 


endlich 


nicht denselben Vorgangen entsprechen. Vielmehr komme der erste 


(1) Physikal. Zeitschr., t. X, 1909, p. 189. 
(*?) GEuvres, XXIII, p. 493. 
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Ansatz darauf hinaus, dass man das Feld in (x, y, 3, ¢) berechne 
aus gewissen friiheren Zustanden, der zweite aus spateren, so dass 
die Wahl zwischen f, und f, die Art der Berechnung, nicht das 
Wesen des Vorgangs beriihre. Diese Ansicht ist durchaus unhalt- 
bar. Wenn auf einem Korper A zur Zeit ¢ ein mit Strahlung ver- 
bundener, sehr kurze Zeit dauernder Vorgang stattfindet, so wird 
auf die Elektronen eines in grésserer Entfernung r befindlichen 
Koérpers B bei der Annahme von f, ein Impuls wirken zur Zeit 


r ; 5 ws Snpeh r 

t+“; bei der Annahme von /, ein solcher zur Leto 2 (bevor 
c 

der Vorgang auf A stattgefunden hat!); bei Annahme von /; da- 


gegen ergeben sich fiir B ser Impulse, zu den Zeiten ¢— = und 


ea S - 5 
t+ -- Der letztere Vorgang ist also wesentlich verschieden von 
GC. 


den beiden andern, und auch diese sind in al!gemeineren Fallen 
durch Umkehrung des Vorzeichens der Zeit nicht miteimander zur 
Deckung zu bringen. Um eine andere Art der Berechnung han- 
delt es sich hier nicht, sondern um einen ganz anderen Vorgang. 

Bei einem endlich begrenzten Raume, meint ferner Herr Ein- 
stein, kinne man sowohl die Vorginge durch f, wie durch /, dar- 
stellen. Dem ist nicht so. Nach bekannten Satzen kommt zu dem 
iiber die elektrischen Dichten oder Strimungen erstreckten Inte- 
gral (f, oder f,) ein Oberflichenintegral hinzu, welches von den- 
selben nicht abhingt. In dieser Form kann man sowohl friihere 
Zeiten als auch spitere Zeiten zur Berechnung des Feldes heran- 
ziehen. Aber die Lorentzsche Annahme besteht eben darin, dass 
bei der Anwendung von f, und Voraussetzung grosser Raume das 
Oberflichenintegral wegfallt, woraus folgt, dass es dann bei An- 
wendung von fy bei demselben Vorgang im allgemeinen nicht ver- 
schwindet. 

Aber neben diesen Integralen f,, fs, 3 bestehen noch eine un- 
endliche Anzahl anderer, und es ist ganz unstatthaft, zunachst 
tiberhaupt, wie Herr Einstein es tut, yon emituierten und absor- 
bierten Feldern zu reden. Ware es erst gelungen, aus dieser 
Mannigfaltigkeit von Losungen durch irgendeine neue Annahme 
Ji, J, und fy; als allein in Betracht kommend herauszuschalen, so 
istes nicht mehr schwer, durch Bedingungen itiber die Richtung 
des Strahlungsvektors im Unendlichen, /; als einziges Integral zu 


— = 
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bestummen. Es handelt sich aber hier um eine viel schwierigere 
Frage, und alles was bisher zu ihrer Lisung beigebracht wurde, 
muss als unhaltbar zuriickgewiesen werden, wie ich an anderer 
Stelle (') eingehend eriértert habe. 

Herr Einstein wirft ferner der mit retardierten Kraften operie- 
renden Theorie vor, sie kinne den Zustand (Energie und Bewe- 
gungsgrésse) eines Systems nur unter Hinzuziehung friherer 
Zustande des Systems beschreiben, wiahrend die partiellen Diffe- 
renualgleichungen den Momentanzustand geben. Aber die Frage 
ist, ob dieser Momentanzustand mit den Formeln der retardierten 
Potentale tibereinstimmt oder nicht. Im ersteren Falle sagt die 
eine Darstellung tatsdchlich genau dasselbe aus wie die andere, 
in etwas abweichender Form ; im zweiten Fall dagegen ist der Vor- 
gang ein solcher, der tatsichlich nie beobachtet wurde. Ist es 
gelungen, die Tatsache, dass eine Lésung, die sich nicht aus den 
retardierten Potentialen ableiten lasst, nie beobachtet wurde, in 
voller Allgemeinheit vermittelst annehmbarer Zusatzhypothesen 
aus den partiellen Differentialgleichungen streng abzuleiten, so 
wird die Schwierigkeit behoben sein. bis dahin erblicke ich viel- 
mehr in der Tatsache, dass die retardierten Krafte die einzig 
wahren Integrale der Gleichungen sind (gegen den kalten Welt- 
raum), und dass in grosser Entfernung infolgedessen die Energie 
stets nach aussen hin oder wenigstens nie nach innen strémt, die 
Wurzel der Irreversibilitat und des zweiten Hauptsatzes. Dass man 
durch Ersatz des Bildes « Ather » durch gewisse energeusche Vor- 
stellungen die besprochenen und manche andere Schwierigkeiten 
vermeiden kann, soll an dieser Stelle nicht ausgefiihrt werden. 

Ich muss daher meinen Schluss aufrecht erhalten, dass, solange 
man zu f, noch irgendein willkiirliches Integral der Differential- 
gleichung 


ji of 
c2 Ot 


— Ne oO 


hinzufiigen darf, notwendig (auch wenn man auf beschrankte 
Raume und vollkommene Spiegel verzichtet) eine der Erfahrung 
widersprechende Strahlungsformel nach der Methode Jeans-Lorentz 


(1) W. Rirz, OFuvres, XVIII, p. 145. 


- Pheri 


Gittingen, Februar 1g09. 
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AON 
ZUM GEGENWARTIGEN STAND 


DES STRAHLUNGSPROBLEMS, 


Von W. RITZ uno A. EINSTEIN. 


Physikalische Zeitschrift, 10. Jahrgang, N° 9, Seite 323-324. 


Zur Aufklérung der Meinungsverschiedenheiten, welche in 
unsern beiderseitigen Publikationen (') zutage getreten sind, be- 
merken wir Folgendes. 

In den speziellen Fallen, in denen ein elektromagnetischer Vor- 
gang auf etnen endlichen Raum beschrdnkt bletbt, ist die Dar- 
stellung des Vorganges sowohl in der Form 


z ffeil ye 
— 4 TVS: 
Un = da’ dy 


als auch in der Form 


se r 
I e(2' 2,042 
f=f=— ——____—__—_ dz' dy' dz! 
2=F : 
4Tw 7 


und in andern Formen méglich. 
Wihrend Einstein glaubt, dass man sich auf diesen Fall be- 
schranken kénne, ohne die Allgemeinheit der Betrachtung wesent- 


(1) W. Ritz, GEupgres, XVIII, p. 493, und A. Einstein, Phystkalische Zett- 
schrift, t. X, 1909, p. 185-193. 
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lich zu beschranken, betrachtet Ritz diese Beschrankung als eine 
prinzipiell nicht erlaubte. Stellt man sich auf diesen Standpunkt, 
so notigt die Erfahrung dazu, die Darstellung mit Hilfe der retar- 
dierten Potentiale als die einzig mégliche zu betrachten, falls man 
der Ansicht zuneigt, dass die Tatsache der Nichtumkehrbarkeit 
der Strahlungsvorginge bereits in den Grundgesetzen ihren Aus- 
druck zu finden habe. Ritz betrachtet die Einschrinkung auf die 
Form der retardierten Potentiale als eine der Wurzeln des zweiten 
Hauptsatzes, wahrend Einstein glaubt, dass die Nichtumkehrbar- 
keit ausschliesslich auf Wahrscheinlichkeitsgriinden beruhe. 


Ziirich, April 1gog. 


| 


XXVI. 


DAS 


PRINZIP DER RELATIVITAT IN DER OPTIK. 


(ANTRITTSREDE ZUR HABILITATION.) 


Ein Grundgesetz der Mechanik, das Prinzip der Relativitit, 
besagt, dass die gleichférmige Translation eines mechanischen 
Systems ohne Einfluss bleibt auf die Vorginge innerhalb desselben. 
Gleiches gilt von der absoluten Orientation des Systems im Raume: 
eine beliebige Drehung der Koordinatenachsen idndert die Gestalt 
der Gleichungen der Mechanik nicht. Beide Aussagen kann man 
dahin zusammenfassen, dass diese Gleichungen unverandert blei- 
ben, wenn man an Stelle der Koordinaten 7, vy, s neue einfiihrt 
durch die linearen Beziehungen : 


w=yr+ byt yist ert, 


y= e+ Poy + yest vet, 


Z = aie t B35. - {3s t V3 ¢, 


R 


worin die a, 8, y die Richtungskosinusse sind, die den sog. Ortho- 
gonalitatsbedingungen geniigen miissen, wihrend ¢,, ¢2, 3 die 
Komponenten der konstanten Translationsgeschwindigkeit des 
Systems sind. 

Gleiches gilt natiirlich auch fiir alle diejenigen physikalischen 
Erscheinungen, die auf mechanische Vorgiinge innerhalb der Ma- 
terie sich zuriickfiihren lassen, wie der Schall, die Warme usw. 

Ganz anders ist es mit den optischen und den mit ihnen 
verkniipften elektrodynamischen Erscheimungen. Zwei Theorien 
haben sich bekanntlich lange Zeit das Gebiet der Optik streitig 
gemacht. Die Mmissionshypothese und die Undulations- oder 


Athertheorie. Nach dem ersten wird die Energie von einem 
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leuchtenden Korper nach allen Seiten fortgeschleudert. Nach der 
zweiten pflanzt sie sich wellenartig fort in dem das ganze Weltall 
erfiillenden Lichtaéther. Je nachdem wir die eine oder die andere 
Theorie zu Grunde legen, werden wir fiir den Einfluss einer Trans- 
lationsbewegung der Materie ganz andere Resultate erhalten. 

Betrachten wir zuniachst die Emissionshypothese. Die Energie- 
teilchen werden mit einem konstanten stets gleichen Anfangsimpuls 
fortgeschleudert, sie bewegen sich geradlinig fort, bis sie einen 
neuen Korper treffen, der sie dann ablenkt. Alle diese Vorgange 
sind rein mechanische, folglich bleibt auch das Relativitatsprinzip 
erfullt. Leuchtet ein Kérper kurz auf, so werden die ausgesandten 
Lichtteilchen zu jeder Zeit die Flache einer Kugel erfiillen, die 
sich gleichmassig ausbreitet, und deren Mittelpunkt mit dem leuch- 
tenden Koérper zusammenfallt, ob derselbe nun in Ruhe oder in 
gleichformiger Bewegung begriffen sei. Die optischen Gesetze 
werden also nach der Emissionshypothese durch eine gleichformige 
Translation der Materie nicht beeinflusst. 

Anders bei den Voraussetzungen der Undulationstheorie. Ruht 
hier der Ather und auch der strahlende Korper, so breitet sich zwar 
das Licht auch kugelférmig aus, und der Mittelpunkt der Kugel 
bleibt im leuchtenden Kérper. Bewegt sich aber dieser, so ist das 
fiir die Ausbreitung des Lichtes ganz gleichgiiltig: dieselbe richtet 
sich nur nach dem Ather, nicht nach der Materie. Eine bestimmte 
Zeit nach dem Aufleuchten werden wir also folgendes Bild haben: 


Die Undulationstheorie fordert also einen Einfluss der Trans- 
lation der Materte auf die optischen Erscheinungen. 

Nun aber ist bekannt, dass die Emissionshypothese, Wenigstens 
in der Gestalt, die ihr Newton gegeben hat, sich nicht bewahrt hat, 
wahrend die Undulationstheorie simtliche Erscheinungen befrie- 
digend darstellt. Es war daher zu erwarten, dass die Bewegung der 


: 


XXVI. — DAS PRINZIP DER RELATIVITAT IN DER OPTIK. 51 


Erde, zum Beispiel, einen Einfluss auf die optischen Vorgange ha- 
ben miisste, und dass, auch wenn man Lichtquellen benutzt, die an 
der Translation der Erde teilnehmen, die Lage der Beugungsbilder, 
der Interferenzstreifen usw. yon der Orientierung des Apparates 
gegen die Erdbewegung, also schliesslich gegen den Fixstern- 
himmel abhangen wiirde. Allerdings zeigt die Theorie in ihrer 
vollkommensten Gestalt, die ihr Lorentz gegeben hat, dass der 
Einfluss ein sehr geringer sein muss und durch die sog. Glieder 
zweiter Ordnung gegeben ist, d. h. Glieder, die das Verhaltnis 
Erdgeschwindigkeit: Lichtgeschwindigkeit zam Quadrat enthalten 
Das ist ungefahr ein Hundertmillionstel. 

Dem amerikanischen Physiker Michelson gelang es zuerst, die 
Schwierigkeiten eines so feinen Versuches zu iiberwinden. Das 
iiberraschende Resultat war, dass der erwartete Einfluss der Erd- 
bewegung nicht vorhanden war. Andere Versuche, teils optischer 
teils elektrischer Natur haben dies Ergebnis bestatigt, so dass man 
die Uberzeugung gewinnt, dass auch die optischen Erscheinungen 
dem Relativitétsprinzip geniigen und dass die Natur in diesem 
Falle strenger an ihren allgemeinen Prinzipien halt als die Physiker 
es getan hatten. 

Wir sind nun vor folgendes feisene gestellt: die E’'misstons- 
hy pothese geniigt dem Relativitatsprinzip ; soll sie aber sonst auch 
annehmbar sein, so muss sie tiefgreifende Anderungen i in ihrem 
Aufbau erfahren. Die Undulationstheorie, die sonst betriedigend 
ware, ist mit dem Prinzip zundchst unvereinbar. Fiir die Gesetze 
des Lichtes ist eben nicht nur die Materie, sondern vor allem der 
Ather massgebend, dessen Bewegung oder Ruhe mitwirkt. Will 
man diesen Einfluss ausschalten, so erweisen sich tiefgreifende 
Anderungen in den Begriffen Zeit, Raum und Bewegung als not- 
wendig. Diesen letzteren Weg ist Lorentz gegangen, ferner Ein- 
stein, endlich in wesentlich vertiefter Fassung Minkowski, der 
der Wissenschaft so jah entrissen worden ist. Um uns zu veran- 
schaulichen, welche Anderungen i im Zeitbegriffe nétig sind, wenn 
man das Relativitatsprinzip in die Undulationstheorie einfiihren 
will, kehren wir zuriick zu unserer Figur. Wir denken uns in A 
und B zwei Beobachter mit sehr vollkommenen Uhren versehen. 
Zur Zeit ¢ =o lasst der erste ein Lichtsignal leuchten, wahrend 
der zweite feststellt, zu welcher Zeit er dieses Signal wahrnimmt. 
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Nun ist zwar bekanntlich wohl méglich, an verschiedenen Punkten 
der Erde Uhren herzustellen, die genau Schritt halten mit der Um- 
drehung der Erde um sich selbst und somit denselben Gang haben. 
Damit sie aber auch gleichzeitig dieselbe Stunde angeben, also 
synchron gehen, ist es notwendig, die Differenz der geographischen 
Linge festzustellen. Viel genauer erreicht man das Ziel durch ein 
elektrisches Signal, welches, von dem einen Beobachter abgegeben, 
sich mit Lichtgeschwindigkeit zum andern fortpflanzt. Wenn aber 
die Zeit im Punkte B durch dieses Mittel festgestellt ist, so ist es 
nicht mehr méglich, die Lichtgeschwindigkeit in der besprochenen 
Weise zu messen; je nach der Bewegung des Systems wird der Be- 
obachter B einfach seine Uhr anders stellen, und um den Einfluss 
der Bewegung wahrzunehmen, muss der Beobachter tiber andere 
Mittel verfiigen, um die Gleichzertigkert in verschiedenen Orten 
festzustellen. Durch geeignete Hypothesen haben wir ibm nun 
diese Mittel zu entztehen. 

Dazu ist zunachst erforderlich, dass alle Krafte, auch die Gravi- 
tationskraft, sich nach demselben Gesetz ausbreiten wie das Licht: 
so wird eine Kontrolle eines Signals durch ein anderartiges un- 
moglich. Nun kénnte aber der Beobachter B sich nach A mit seiner 
Uhr begeben, den Gang seiner Uhr und ihren Synchronismus mit 
der Normaluhr A vergleichen, sich nach B zuriickbegeben und 
nun den Versuch ausfiihren. Jetzt wird sich die Absolutbewegung 
geltend machen, wenn nicht der Gang einer Uhr in einem bewegten 
System so von der Bewegung abhangt, dass der Synchronismus 
durch das Forttragen der Uhr gerade um den geeigneten Betrag 
sich indert und dass beim Riicktragen der Uhr in umgekehrter 
Richtung bis A hier der Synchronismus wieder hergestellt ist. Der 
Gang der Uhren, durch die wir die Zeit in beliebigen Orten defi- 
nieren, vermittelst der Normaluhr A, bangt also von der Geschwin- 
digkeit des Systems AB ab. Die so definierte Zeit ist natiirlich 
ein durchaus relativer Begriff. Zwei Ereignisse an yerschie- 
denen Orten kinnen nicht mehr schlechthin als gleichzeiug be- 
zeichnet werden, das hat gar keinen Sinn mehr. Sind sie gleich- 
zeitig fiir einen Beobachter, so sind sie es im allgemeinen nicht 
fiir einen zweiten, der sich relatiy zum ersten bewegt. Zwei Zet- 
ten, die fiir den ersten gleich sind, sind es nicht ftir den zweiten. 
Und da die Geschwindigkeiten die Quotienten yon Verschiebungen 


=i 
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durch Zeiten sind, werden auch die Aviome der Kinematik hin- 
fallig, das Gesets des Parallelogramms dev Geschwindigkeiten 
wird ungtilig. Wenn ein Kirnchen Radium nach zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen Elektronen von 250000!" Geschwindigkeit 
aussendet, ist die relative Geschwindigkeit dieser Elektronen 
nicht einfach 500000", sondern ergibt sich aus einer komplizier- 
ten Formel gleich 2960008": die Relativgeschwindigkeit bleibt 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit, wenn die absoluten Geschwin- 
digkeiten es waren. 

Die Physik operiert stets mit dem Grenzbegriff des starren Kér- 
pers. Ein solcher wiirde jede Einwirkung ¢nstantan weitergeben. 
Das darf nicht sein. Dieser Grenzbegriff wird also als solcher 
unzulissig. 

Doch auch die Masse wird zu einem ganz relativen Begriff. Sie 
hangt von der Geschwindigkeit ab, aber nicht von der Absolut- 
geschwindigkeit, wie in friiheren Theorien, sondern von der rela- 
tiven Geschwindigkeit in bezug auf den Beobachter. Zwei ver- 
schieden bewegte Beobachter werden also demselben Kérper zur 
selben Zeit mit gleichem Recht verschiedene Massen zuschreiben. 

Macht man alle diese Voraussetzungen, so ist es nun wirklich 
einem Beobachter unmiglich geworden, eine gleichformige Trans- 
lation seines Systems ohne Zuhilfenahme fremder Systeme fest- 
zustellen : das Prinzip der Relativitat ist erfiillt. Vor einigen Jahr- 
zehnten wiirden allerdings solche Konsequenzen eine Theorie als 
unannehmbar von vorne herein ausgeschlossen haben. Aber heute 
sind die Maxwellschen Gleichungen der Elektrizitatslehre und 
Optik so sehr zu Axiomen geworden, dass man thnen ziemlich 
unbedenklich fast alle andern Axiome der Physik zu opfern bereit 
ist. Merkeoiirdiges Schicksal einer Theorie, von welcher zu 
Lebzeiten ihres Entdeckers fast niemand etwas wissen wollte. 

Die yon Einstein und Lorentz gemachten Hypothesen lassen 
sich dahin zusammenfassen, dass bei einer gewissen linearen Sub- 
stitution der Koordinaten und der Zeit die Gleichungen der Natur- 


. 


erscheinungen ungeadndert bleiben: 


B= A UV+ Ay VY + 435 +H, 6, 
y = (19,0 + Ags VY + A235 + Ag, Fl, 
S = A310 + Azo V + A333 + Agyf, 


t’'= Ay ® + aAy2V + Ay34 + Ay, t, 


(SS) 
iss 


Ry 
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diese Substitutionsgleichungen enthalten 6 unabhangige Para- 
meter. ; 
Der Unterschied gegen friiher besteht darin, dass auch ¢ der 
Transformation unterworfen wird. Das eigentliche Wesen dieser 
Transformation hat erst Minkowski erkannt. Es wurde schon be- 
tont, dass in der gewdhnlichen Vorstellung die Naturvorgange 
nicht davon abhangen, wie die wirkenden Kérper in threr Gesamt- 
heit gegen den Raum orientiert sind, sondern nur davon, wie sie 
vegeneinander legen. Neben den drei Raumkoordinaten fiihrt 
nun Minkowskials vierte die in geeigneter Einheit gemessene ima- 
cinare Zeit ein. Die friiher gemachten Hypothesen besagen nun 


$ 
einfach, dass in diesem neuen, yierdimensionalen Raum betrachtet, 


die Naturvorgiinge von der absoluten Orientation unabhangig sind. 
Diese Aussage ist natiirlich wesentlich befriedigender als die 
Lorentz -Einsteinschen Hypothesen, die ihrerseits den Vorzug 
haben, den Einfluss auf unsere cewohnten Begriffe augenschein- 
licher zu machen. Sie erleichtert die mathematische Behandlung 
spezieller Probleme sehr, ich muss mir aber versagen, auf den 
weiteren Aufbau dieser Theorie hier einzugehen. 

Wie verhalten sich nun die Dinge, wenn wir an der klassischen 
Form des Relativitatsprinzips festhalten, und an der Universalitat 
der Zeit und dementsprechend die Emissionshypothese so umzu- 
evestalten suchen, dass sie die optischen Gesetze richtig darstellt, 
ohne ihre Voraiige zu yerlieren, die ja in der ceometrischen Opuk 
bekannt sind? 

Ein solches Unternehmen kénnte zuniichst als aussichtslos gel- 
ten, nachdem die Differentialgleichungen der Optik sich so glan- 
zend bewahrt haben. Es war der Hlektronentheorie von Lorentz 
vorbehalten, uns hier eine tiefere Einsicht zu erofinen. Lorentz 
zeigte, dass man die partiellen Differentialgleichungen seiner elek- 
trodynamischen und optischen Theorie auch ersetzen kann durch 
evewisse Krafte, die zwischen den Elektronen der Lichtquelle, denen 
des optischen Apparates, endlich denen der Retina wirksam sind. 
Diese Krifte sind der Gravitationskraft nicht unahnlich, unter- 
scheiden sich aber von ihr zunachst dadurch, dass sie nicht nur von 
der Lage, sondern auch yon den Geschwindigkeiten und Akzelera- 
tionen der Teilchen abhiingen. Diese Verallgenieinerung hatte 
schon W. Weber in seinem beriihmten Grundgesetz der Elektro- 
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dynamik vorgenommen. Zweitens ist fiir die Wirkung eines Elek- 
trons A auf ein anderes B im Augenblick ¢ nicht, wie bei dem 
Gravitationsgesetz, der gegenwiirtige Zustand von A massgebend, 
sondern der Zustand zu einer friiheren Zeit'¢,, die soweit zuriick- 
hegt, dass eine von A im Moment ¢, ausgehende Welle B gerade 
im Moment ¢ trifft. 

Aber gesetzt zuniichst, alle Geschwindigkeiten seien unendlich 
klein, so kinnen wir ebenso gut statt von einer sich fortpflanzenden 
Energiewelle von einer fortgeschleuderten Energie sprechen: das 
Gesetz der Ausbreitung ist dasselbe in beiden Fallen, solange die 
Materie in bezug auf den Ather ruht. Bloss das Bild, welches wir 
den Dingen unterschieben, hat sich geaindert. Statt eine in Zeit 
und Raum periodische Verteilung eines Lichtvektors zu Grunde- 
zu legen, werden wir von der Betrachtung einer ebenso periodisch 
verteilten Energie ausgehen. Ja der Umstand, dass, wie die Ver- 
suche tiber den Lichtdruck zeigen, der strahlenden Energie eine 
Bewegungsgrisse zukommt, wie einem bewegten Korper, lisst die 
Zweckmassigkeit der Vorstellung schon deutlich zu Tage treten. 
Eine Kanone, die abgefeuert wird, erhalt einen Riickschlag: ebenso 
ein Kérper, der einen Energiestrahl aussendet. Und es ist doch 
wohl einleuchtender, von der Bewegungsgrisse zu sprechen, wenn 
sich die Energie wirklich bewegt als wenn, wie es die Lorentzsche 
Theorie will, es sich um einen Vorgang handelt, bei dem der Ather 
in Ruhe bleibt und gar keine reale Bewegung vorhanden ist. 

Sie sehen also: bei unendlich kleinen Geschwindigkeiten kann 
das Bild « Ather» durch das Bild « Emission » ersetzt werden, 
wenn wir nur im Ausdruck der Krafte durch die Lage, Geschwin- 
digkeiten usw. sonst nichts andern. Aber auch dies ist nicht ein- 
mal nétig. Man kann die absoluten Geschwindigkeiten, die in der 
Lorentzschen Formel fiir die Krafte auftreten, und die in der 
Emissionstheorie keinen Sinn hiatten, auf verschiedene Weisen 
durch relative Geschwindigkeit ersetzen. 

Gehen wir nun auf den Fall bewegter Kérper iiber, so wird 
sich zwar der Unterschied der beiden Gesetze fiir die Lichtaus- 
breitung geltend machen; bei einer gleichformigen Translation 
aber zu Gunsten der Emissionstheorie, weil das Relativitatsprinzip 
erfillt ist. Ferner ist bekannt, wie einfach die Emissionshypothese 
die Aberration erklart; ihre Uberlegenheit tiber die Undulations- 
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theorie in dieser Hinsicht’ hat Kirchhoff ausdriicklich hervorge- 
hoben. Eine nihere Betrachtung aller hierher gehérigen Erschei- 
nungen zeigt wirklich, dass man der Erfahrung vollstandig gentigen 
kann. 

Was nun weitere Vorteile der Emissionshypothese gegentiber 
der Lorentz-Einsteinschen Theorie betrifft, so scheint es mir, dass 
man den Vorteil fiir die OQkonomie unseres Denkens nicht zu 
vering anschlagen darf. Es wirkt sehr erschwerend, dass bei Be- 
handlung irgend eines Problems sich stets dieser Widerspruch 
zwischen unsern Vorstellungen und den Gesetzen der neuen Kine- 
matik geltend macht. 

Ferner mochte ich eine grossere Symmetrie in der Beschreibung 
der Vorginge hervorheben. Betrachten wir zwei gleichférmig be- 
wegte Elektronen; nach dem alten Relativitatsprinzip sollte sich 
fiir die Kraft, die das eine auf das andere ausiibt, ein Ausdruck 
ergeben, der nur yon der relativen Lage und Geschwindigkeit ab- 
hangt, und es ist fiir eine Ungleichheit von Actio und Reactio gar 
kein Grund vorhanden. Dem ist anders in der Lorentzschen 
Elektrodynamik. Hier hangen die Kriafte ab, nicht von der Relativ- 
ceschwindigkeit, sondern von der Geschwindigkeit in bezug auf 
den Ather; es ergibt sich im allgemeinen eine Ungleichheit von 
Actio und Reactio auch bei eleichformiger Bewegung. Dies hatte 
zur Folge, dass ein gegen die Richtung der Erdbewegung schrag 
aufgehingter Kondensator in geladenem Zustande eine andere 
Bewegungsgrosse hiitte als im ungeladenen; bei der Entladung 
miisste er einen Drehimpuls erfahren. Der Versuch ist von Trou- 
ton und Noble ausgefiihrt worden: der Drehimpuls existiert nicht, 
und somit auch nicht die Dissymmetrie der Kriifte, die ihn her- 
vorbringen sollten. Die Lorentz-Einsteinsche Relativitaétstheorie 
hebt nun nicht etwa die Dissymmetrie der urspriinglichen Formel 
auf, sie kompensiert sie durch andere Dissymmetrien der Moleku- 
larkrafte und scheinbare Dimensionsainderungen der Korper. Das- 
selbe fand sich schon bei der Ausbreitung des Lichtes: die Erfah- 
rung erforderte, dass in einem bewegten System die Ausbreitung 
des Lichtes symmetrisch yor sich gehe, wie in einem unbewegten, 
waihrend das gewohnliche Gesetz der Lichtausbreitung eine Dis- 
syminetrie verlangt. Die Emissionshypothese hebt nun die Dis- 
symmetrie des Grundgesetzes einfach auf, wahrend die Einsteinsche 
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Theorie sie durch die Dissymmetrie des Zeitbegriffes kom- 
pensiert. 

Der wichtigste Vorzug entsteht der Emissionstheorie aus der 
Moéglichkeit, die Gravitationskraft auf elektrische Kriifte zuriick- 
zufiihren, und zwar in der Weise, dass sie die Gravitationskonstante 
a priori aus elektrischen und molekularen Konstanten ableitet. 

Die Elektronentheorie stellt sich bekanntlich jedes Atom vor als 
aufgebaut aus positiven und negativen Ladungen, deren Summe 
Null ergibt. Mit dieser Vorstellung hatten zwar schon Ziéllner und 
Mosotti versucht, die Gravitation zu erkliren, indem sie annahmen, 
dass die Anziehung entgegengesetzter-Ladung die Abstossung glei- 
cher Ladung um einen geringen Bruchteil iibersteige. Derselbe 
istallerdings ausserordentlich gering, namlich etwa der 10734" Teil. 
Allein es ist leicht einzusehen, dass dies nur ein anderer Ausdruck 
fiir dieselben Tatsachen ist: die Gravitationskonstante ist nicht 
a priori ableithar aus andern. Anders in der Emissionshypothese. 
Die Erscheinungen des Magnetismus erfordern nimlich, dass 
einige dieser Ladungen sich in Bewegung befinden. Nehmen wir 
an, um es mit einer bestimmten Vorstellung zu tun zu haben, dass 
einige der positiven Ladungen mit sehr grosser Geschwindigkeit 
rotieren, und die Geschwindigkeit sei dieselbe fiir alle. Zwei so 
konstituierte Atome werden zwar keine resullierende elektrostati- 
sche Kraft ergeben, wohl aber eine elektrodynamische. Aller- 
dings haben wir es in Wirklichkeit immer mit Kérpern zu tun, die 
eine grosse Anzahl Atome enthalten, und die Rotationsachsen 
werden alle mbglichen Richtungen einnehmen: es muss das Muttel 
gebildet werden. In der Lorentazschen Theorie ergibt sich Null; 
denn die Wirkung einer elektrischen Kraft auf eine Ladung ist 
unabhingiy von ihrer Bewegung und hebt sich fiir die positiven 
und negativenim Mittel heraus. Die Wirkung einer magnetischen 
Kraft daher ist proportional der Absolutgeschwindigkeit der 
Ladung, und dreht ihr Vorzeichen mit der Geschwindigkeit um. 
Entgegengesetzte Rotationen heben sich daher auf in ihrer Wir- 
kung, es gibt keine resultierende Kraft. 

Allein schon die Webersche Theorie hatte dieselben elektro- 
magnetischen Krafte durch die Einfiihrung bloss von Relativ- 
geschwindigkeiten in dem Ausdruck der Kraft dargestellt, und 
die Umkehrung der einen Geschwindigkeit kehrt hier die Kraft 
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nicht einfach um. Es fragt sich also, ob wir in dem allgemeinen 
Ausdruck der Kraft, die zwei Elektronen auf einander austiben, 
in der Emissionstheorie nicht solche Glieder einfihren kénnen, 

ohne mit der Erfahrung in Konflikt zu kommen, die von der Relativ- 
geschwindigkeit ahharves und bei der Mittelwertbildung nicht 
Nall ergeben. Dem ist wirklich zo, z. B. sind Glieder moglich, 
die der Relativgeschwindipkert zur vierten Potenz direkt propor- 
tional sind, dem Quadrat der Entfernung umgekehrt; und die 
Kraft liegt in der Verbimdungeliiie: Der Mittelwert ist von Null 
verschieden; da diese Glieder vierter Ordoung sind, ergeben sie, 
wie es ja sein muss, eine verhaltnismassig qusserardentlreh kleine 
Kraft. Der Koeffizient hangt ab von der Anzahl rotierender La- 
dungen und den Quadraten dieser univ rersell gedachten Rotations- 
veschwindigkeiten. Es geniigt, in jedem Atom die Anzahl der 

rotierenden Ladungen proportional der Masse a nzunehmen, um 
das Gravitationsgesetz zu erhalten und den Wert der Gravilations- 
konstante, ausgedriickt durch elektrische und molekulare Kon- 
stanter. 

Damit wire die Gravitationsenergie auf elektrische Energie 
zuriickgefiihrt; gleiches gilt schon von der kinetischen (durch den 
Begriff der elektromagnetischen Masse) und den andern Energie- 
formen. So erdffnet sich uns die Hoffnung, dass die Naturvorgange 
dem Postulat der Hinheit der Energie geniigen, ein Postulat, das 
in der wohl zu-speziellen Form, dass alle Energie kinetische sein 
miisse, von Lord Kelvin, Heinr. Hertz und andern aufgestellt 
worden ist. Gleichzeitig diirfen wir erwarten, dass die Verteilung 
und Bewegung der Energie im Raume bei der Beschreibung der 
Naturvorginge ein besonders einfaches Element sein wird. 
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EXTRAITS DE LETTRES 


ROTATION DU PLAN DE POLARISATION, 
L’ABSORPTION, 


LES SPECTRES EN SERIES. 


Lettre non datée a A. Cotton. 


Vous ai-je dit que les calculs que j’ai faits surles théories actuelles 
de la rotation de la lumiére dans. les liquides m’ont montré 
qu’elles conduisent toutes a des différences entre les deux indices 
Wabsorpuon de méme ordre qu’entre les indices de réfraction, 
Topps? © est-a-dire parfaitement inobservables ? Si je ne me trompe 
beaucoup (je n’ai pas repris ces calculs), le seul fait que vous 
avez découvert des absorptions nettement différentes fait crouler 
toutes ces théories, et permet de préciser la nature du terme de 
frottement qui conduit a explication vraie. Ce terme a précisé- 
ment la forme d’une vitesse de rotation, et son influence asymé- 
trique sur les déplacements des charges électriques ou des atomes 
environnants est comparable a celle d’une hélice de bateau. Les 
théories connues jusqu’ici n’admettaient aucune interprétauion 


mécanique. 


Dans une autre lettre a A. Cotton, Ritz énonce d’autres contradictions 
entre la théorie et l’expérience : 
Tr novembre 1908. 
J'ai lu avec intérét le Mémoire de Natans Je remarque qu il 
J’ai lu avec intéret le Memoire de Natanson. I i | 


ne sait pas que Drude a changé un peu sa théorie, d’apreés certaines 
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objections de Voigt. Elle est exposée dans Winkelmanns Hand- 
buch, 2° édition. De plus, Natanson ('), comme les autres, ne 
remarque pas la contradiction que j'ai trouvée. Dans l’exemple 
qwil traite, s'il avait calculé les pouvoirs absorbants et Vindice de 
réfraction séparément, il aurait trouvé que, étant donnée la valeur 
(approximative) de ces pouvoirs absorbants, |’influence de cette 
Bande sur Vindice de réfraction ne se manifesterait que dans la 
giewe décimale, Or pat autrefois observé cet indice, et je me souviens 


n 


| 


d’avoir constaté une dispersion anormale du genre de cette courbe, 
affectant la 2™¢ ou la 3ie™* décinale. 
Pour décider si vraiment ces deux ordres de grandeur, calculé 


et observé, sont aussi incompatibles que je le dis, il faudrait 
reprendre la mesure du pouvoir absorbant et de Vindice de réfrac- 
tion en fonction de ). Vous voyez, puisqu’il s’agit de Vordre de 
grandeur, que ces expériences n’auraient pas besoin d’étre précises. 
Lindice d’absorption 4 10 pour 100 pres et Ja constatation d’une 


anomalie de la dispersion dans la 3°m™e décimale suffiraient. L’am- 
IT ks 


plitude ayant le facteur e » est la constante & = fonct. de A 
quil faudrait caleuler. 

Si j’avais ce résultat, je montrerais que les conclusions qui dé- 
coulent de la théorie et de vos observations (?) sont incompatibles, 
et dans quel sens la théorie doit étre modifiée. 


Lettre a P. Weiss. 
Geettingue, 9 février 1909. 
Il y a dans le spectre de ’hydrogéne une série qu'on n’a encore 
observée que dans les étoiles. Une discussion des conditions ot 
elle apparait et de diverses autres questions y relatives me con- 
duisent 4 croire que ces raies sont toujours faibles, mais appa- 


(1) Naranson, Bulletin de l’ Acad. de Cracovie, octobre 1908. 
(7) A. Cotton, Ann. de Chimie et de Physique, t. VIII, 1896, p. 347. 


> 


XXVIII. — EXTRAITS DE LETTRES. 521 


raissent mieux sous une grande épaisseur de gaz lumineux. De 
méme, H,, Hg ont méme intensité dans quelque direction qu’ on 
regarde le tube de Geissler, mais les nouvelles lignes infra-rouges 
n’apparaissent que end on, c’est-d-dire sous une épaisseur con- 
venable. Done j’aimerais regarder une décharge (ou une suite de 
décharges rectilignes) aussi longue que possible, la densité du gaz 
étant de quelques millimétres par exemple. L’hydrogéne électro- 
lytique humide suffit. Comme spectroscope, un petit, lumineux, 
suffirait pour Vinstant. C’est surtout la ligne bleue 4687,88 (') 
qwil y a espoir de trouver. 


Lettre a F, Paschen. 
Ziivich, 4. April 1908. 


... Besonders wichtig ist es, dass das Rydbergsche Gesetz so 
genau bestatigt wird. Denn da die Wellenzahlen der von Ihnen 
beobachteten Linien durch dies Gesetz als Differenz zweier bedeu- 
tend grisserer Zahlen bestimmt werden, so bringt eine Unsicher- 
heit der extrapolierten Grenzen in der 6'" Stelle eine solche in 
der 5'" Stelle der berechneten Linien hervor: die Unsicherheit 
der 6%" Stelle in den Grenzen besteht aber, und zwar ist sie weniger 
den Formeln als den yon uns ja mehrfach besprochenen Beobach- 
tungsfehlern, die von Rowlands Normalen herrtihren, zur Last zu 
legen. 

Was nun die merkwiirdige Linie } = 18700 betrifft, so méchte 
ich Ihnen zwei Hypothesen mitteilen. 

1° Sie gehbrt zu Wasserstoff. Denn, wie Sie wissen, kann man 


mit Grund vermuten, dass neben der Balmerschen Serie 


coal ato (N = 09675,0) 


(*) Raie de la série principale de H qui n’était apparue jusqwici que dans les 
nébuleuses et qui a été découverte récemment par Stark dans les tubes a gaz 


raréfié, 
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Nun ist aber aus i= N (2 — a)? } = 18756 A.-E., und die 
N ae 4 


Linie . =N (5 = 7) finde ich in Lymans extremen ultravioletten 


Spektrum. Man sollte also in Wasserstoffréhren die Linie 18756 
und einige schwdachere im Ultrarot erwarten. [st H in Ihren 
Roéhren vorhanden? 
2° Dieselbe Hypothese kann man auch machen, ausgehend von 
einer der zwei ersten Nebenserien von Helium, deren Formel ist 
[ ] IT 5 > 
ea N | a — | (e, % beide klein). 
Dann wire 18500 eine He-Linie, deren exakte Berechnung ich 
[hnen erst von Gittingen aus mitteilen kann, da mir meine Nouzen 


hier fehlen. 


Lettre a F. Paschen. 
Gottingen, 14. Juni 1908. 


Sie kénnen sich denken, dass mich das Ergebnis bei Wasserstoff 
wieder sehr gefreut hat. Die Differenz zwischen Beobachtung und 
Rechnung liegt hier, wie bei den He-Linien daran, dass ich bei der 
ersten Berechnung durchaus nicht erwartete, dass Sie eine so hohe 
Genauigkeit erreichen wiirden, und demnach mit fiinfstelligen 
Logarithmen und ohne Beriicksichtigung der Luftrefraktion ope- 
rierte. Die genaue Zahl, die sich aus der Vakuumformel 


cae I I 
=o O Sate aes 
ne oe ) 


ergibt, istin Luft = 18551,7, was mit Ihrer Angabe 18 99T Goo 
vorziiglich tibereinstimmt. Die nachste Linie der Serie 


eee I i! r 
109675,0 (4 — 4) fe 5) 
‘ / 


ware A= 12818,5, die Sie vielleicht noch finden kénnen, wenn 


sie auch schwacher sein wird als die erste Linie be 


(*) Cette raie a aussi été trouvée par Paschen (Ann. d. Phys., t. XXVIL, 1908, 
p. 966) avec A =12817,6. 
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Sodann habe ich meinen Formeln fiir das Sauerstoffspektrum 
die ersten infraroten Glieder der Serien extrapoliert. Ich finde: 


Triplets. 
| 11302,6 (starkste Linie ) 
Zweite Nebenserie m = 2,5 INS NDONS 
] Ter 290.3% 


beobachtet haben Sie 11285 +14, die Diflerenz mag sowohl der 
Formel als der Beobachtung zuzuschreiben sein. 


Be 67,0 (stirkste Linie ) 
Erste Nebenserie m=3 Ne ia ioe 


Dublets (starke Komponente). 


: , n=2,5 A=13 
Zweite Nebenserie : ‘ 
if 


r=t1 


Letztere Linie, gleichzeitig Grundlinie der Hauptserie, ist unzwei- 
felhaft [hr 8446,0; bei so weiter Extrapolation, da schon n = 2,5 
nicht beobachtet ist, ist ein Fehler von 16 ae gering; durch 
passende Anderung der Konstanten kiénnte man ihn zam Ver- 
schwinden bringen, ohne den Anschluss der beobachteten Glieder 


zu verschlechtern in merklichem Maasse. 
Erste Nebenserie n= 3 OMG 


Ich denke, diese Linien werden sich wohl alle nachweisen lassen. 
“rst nach diesem Nachweis kénnte ich die neuen Serien aus mei- 
nem Kombinationsprinzip bilden. 

. Als ich in Tiibingen war, hatten Sie eine Wasserstoflrohre fiir 
Kanalstrahlen-Untersuchungen in Betrieb.... [ch méchte Ihnen ein 
Problem vorlegen, welches fiir die Frage nach dem Relativitats- 
prinzip, und somit fiir die ganze Elektrodynamik, von grésster 
Bedeutung ist. Nach der Lorentz-Einsteinschen Relativitatstheorie 
muss nimlich die Wellenlinge, die ein bewegtes Atom aussendet, 
nicht nur in der Richtung der Bewegung nach dem Dopplerschen 
Prinzip sich verandern, sondern auch bei Beobachtung senkrecht zur 
Richtung der Geschwindigkeit » muss sich eine Verschiebung nach 


Spy + OEUVRES DE WALTHER RITZ. 
‘ Phe \e ; F Piste fs: 5 
Rot im Betrag -(-) \ (c= Lichtgeschwindigkeit) ergeben('). Bet 
Oa \e 8 8 


H, und » = 1000 km/sec ware dies 0, 02 A.-E. etwa. Bei Beobach- 
tung von Kanalstrahlen wiirde man eine scheinbare Verschiebung 
der Linie um weniger als 0,02 A.-E. beobachten, da natirlich 
stehende und bewegte Intensitit nicht zu tennen waren. Bei fei- 
nen Linien, und wenn man das normale und das verschobene Spek- 
trum auf derselben Platte hat, liesse sich diese Verschiebung auch 
ohne grosses Gitter nachweisen. Ware es nicht méglich zu machen, 
dass man die Frage nach der Existenz dieses Effektes mit Sicher- 
heit beantworten kinnte? Wenn der Effekt besteht, ist es aus mit 
unserer universellen Zeit, mit dem Parallelogramm der Geschwin- 
digkeiten und der ganzen Kinematik. Ich hoffe, der Effekt besteht 
nicht, das ware viel schéner. Da es sich aber um ein wirkliches 
Experimentum crucis handelt, und Sie vielleicht, trotz der gréssen 
Schwierigkeit, ein Mittel finden werden die Sache zu realisieren, 
wollte ich sie [hnen doch mitteilen,... 


Lettre a F. Paschen. 
Gottingen, 16. Juli rgo8. 


... Ich hoffe, mit Hilfe Ihrer wertvollen Untersuchungen auch 
wirklich noch weiter zu kommen. Vorerst muss ich Ihnen beichten, 
dass meine Sauerstoffrechnung, die ich nur einmal, nicht, wie sonst. 
mehrmals gemacht habe, einen Fehler enthalt, und zwar bei der 
Linie 11457. Diese ist falsch, da ich die Zusatzgrisse meiner 
Formel, die bei Haupt- und zweiter Nebenserie stets positivy ist, in 
der Zerstreuung auch hier, bei der ersten Nebenserie, addierte, 
wo ich hatte subtrahieren sollen. Der richtige Wert, der sich an- 
genaihert auch aus Ihrer und Herrn Runges Formel ergibt, ist 
11260 (*), und ich zweifle nicht, dass dies 11 287 sein sollte ; dieser 
Fehler ist ganz normal, der andere war unmoéglich. 11294 und 
11300 halte ich fiir das Triplett. Betreffend He sind ja allerdings 


die Grenzen unsicher: ich glaube aber, dass die erste Nebenserie 


(') Einstmn, Ann. d. Phys., t. XXII, 1907, p. 197. 
(7) Das Triplett 9266 der ersten Nebenserie hatte ich schon friiher berechnet, 


das ist richtig, 
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nur eine Grenze 2 29222,8 zulisst, so dass 29219,69 mir ausge- 
schlossen scheint. Vielleicht ist auch meine Formel (m, p,— ps, 
=; — 7%) nicht so ganz genau, es kinnte sich doch die Unsicherheit 
der Serienformel in der 6'? Stelle bemerkbar machen, und ich 
glaube, man muss die Frage offen lassen zuniichst und zufrieden 
sein, dass es so schin klappt. 


Lettre a F. Paschen. 


Gottingen (non datée). 


... Ich wollte wissen, ob das Schema konstante Differenzen, das 
Rydberg seinerzeit fiir das rote Argonspektrum aufgestellt hatte, 
auch einige Threr Linien umfasst. Dies ist wirklich so: es treten 
die charakteristischen Differenzen bei }—= 8522,85; g123,6; 
9658, go auf, und wenn man noch Ihre und Runges Messungen im 
Rot dazunimmt, noch bei einer ganzen Anzahl anderer Linien. 
Das Rydbergsche Schema hat so genau die Form, die nach dem 
Kombinationsprinzip zu erwarten ist, dass mich dieses Spektrum 
hesonders interessiert. Es wire gut, die den Heliumserien ent- 
sprechenden Argonserien zu finden. Es miissten Doppellinien mit 
dem Abstand etwa 100 dabei sein (die Wellenzahlen in 5 Stellen). 
Ich finde eine sehr haufig auftretende Differenz 115,6, die Lhr Paar 
13505,6; 13719,9 zeigt. Ob das ein Paar der Serien ist? 


XXVUI. 


SUR LES 


SPECTRES DE BANDES, 


d’aprés quelques notes manuscrites de Ritz et une conversation. 
Par Pierre WEIss. 


PREMIERE PARTIE. —- MECANISME p EMISSION DES SPECTRES 


DE BANDES. 


Dans le Mémoire (') ott Ritz étudie un mécanisme électromagné- 
tique simple émettant les spectres en séries, 11 dit (OF uvres, 
Piptr2)s 

« Auf Bandenspektren sind diese Theorien nicht anwendbar. 
[ch méchte mich in dieser Hinsicht auf die Bemerkung beschran- 
ken, dass man sie vielleicht geschlossenen Ringen oder Polygonen, 
aus den betrachteten Elementarmagneten bestehend, zuschreiben 
k6nnte, in der Annahme, dass solche Gebilde eine wichtige Rolle 
im Baue des Atoms spielen, und dass sie durch die lichterregenden 
elektrischen oder chemischen Prozesse erst gesprengt werden 
miissen, bevor ein Serienspektrum zustande kommen kann. » 

Ila été trouvé dans les papiers laissés par Ritz, sur une petite 
feuille portant quelques équations et quelques mots de texte, une 
ébauche de théorie de ce mécanisme d’émission des spectres de 
bandes que je vais essayer d’expliciter. 

Rappelons que lorgane d’émission des spectres en séries, ima- 
giné d’abord comme des batonnets magnétiques et non magnétiques, 
Juxtaposés en ligne droite, peut étre réalisé de diverses facons. 


Ritz se représentait volontiers (*) les batonnets magnétiques comme 


(*) Magnetische Atomfelder und Serienspektren (QEugvres, VII, p. 98). 
(*), Loc. cit.; OFuvres, p. 108. 
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fournis par des solides de réyolution chargés d’électricité a leur 
surface et animés d’un mouvement rapide de rotation autour de 
leur axe. Il s’était rendu compte, en particulier, que pour des 
solides de révolution quelconques on peut trouver une distribution 
superficielle d’électricité qui les rend équivalents a des systemes de 
deux poles magnétques situés sur l’axe. Lorsque les poles magné- 
uques se rapprochent de lasurface, la densité électrique augmente 
indéfiniment dans leur voisinage, et les surfaces portant l’électricité 
deviennent pratiquement équivalentes 4 des charges ponctuelles. 
Ces solides sont alternativement positifs et négatifs et doués de 
rotation de sens contraire. Ils sont fixés les uns aux autres, en 
chaine linéaire, par leur attraction électrostatique. I] avait pensé 
que les batonnets non magnétiques, exigés eux aussi par la théorie 
des spectres en séries, pourraient étre des corps électrisés de méme 
espéce mais dépourvus de rotation, puis, faisant un pas de plus,” 
que VPélectron vibrant et le pole électrique libre a Pextrémité de la 
file des batonnets sont une seule et méme chose. 

Supposons que, supprimant les batonnets non magnétiques, on 
considére une file de batonnets magnétiques. On peut admettre 
que, lorsqu’elle est soumise a une tension 2”, elle possede la pro- 
priété de prendre des mouvements vibratoires analogues a ceux 
d’une corde ou plutét d'une chaine. 

Il regne le long de cette corde un champ magnétique H dirigé 
dans Je sens de la longueur, et elle porte des charges électriques 
équidistantes. Supposons que ces charges exécutent des vibrations 
circulaires autour de l’axe sous l’influence combinée de la tension 
a2 etdu champ H. (Les notes de Ritz sont muettes sur la raison pour 
laquelle Vaction du champ sur les charges positives et négatives 
voisines ne se neutralisent pas. On peut peut-étre mvoquer a cet 
effet une différence de configuration des charges positives et néga- 
tives, que l’on est disposé 4 admettre par ailleurs. Les unes, occu- 
pant un espace plus étendu, seraient, par exemple, partiellement 
en dehors du champ.) 

L’état vibratoire est alors décrit par 


iOTEIO™ 
sinvé, 


y = Asin 
(1) 


] MTL 


a 


vg = A sin 


cosyf, 
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ou aest la distance entre deux neeuds consécutifs pour la vibration 
fondamentale et v: 27 la fréquence. Les équations du mouvement 
dun élément de corde dx, de masse p.dz, et de charge <dx con- 
tiendront le terme d’inertie et les forces provenant du champ 


magnétique et de la tension de la corde: 


Py se LS A 
| arTE ee sl 
2) ‘ 
. | al eH he a oi pet oO 
SB ga ge agree 


d’ou, en substituant (1), deux fois la méme équation : 


(3) pv? + ey H — — f= ©, 


dans laquelle H peut aussi étre remplacé par — H, done 


eH f eH 4mm 
(4) vere — \ 1+ 2. 


Les solutions correspondant aux deux signes + et aux deux 
signes — sont seules acceptables. En posant 


— > ) 
=o: 


nombre qui est petit quand la tension de la corde a un role subor- 
donné par rapport au champ, ona 


=i 


t eH m2 k2 mi k* : 
(Con) i= ot ; a 4 
uw \ 4 16 
Pour m =o, on retrouve la fréquence d’une charge décrivant un 
cercle dans le champ H. Silon s’arréte au deuxiéme terme, ona 
; eH i 0 
la loi de Deslandres avec yy) = — pour la téte de la bande. Si Von 


conserve le troisicme terme, y croit moins vite, comme le veut 
Vexpérience dans certaines bandes a raies nombreuses. 

Ritz est amené ici a choisir entre une file rectiligne et un anneau 
fermé. Il donne la préférence 4 ce dernier dans les termes suivants : 
«Sil ya deux extrémités, les lignes devraient étre d’abord simples 


(m= 1, 2,...), puis & m grand correspondront des vibrations 
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diverses selon que l’on se trouve aux extrémités ou au milieu. 
Done anneau circulaire. » 

y croit avec m, la bande a donc la téte du cété du rouge. Pour 
obtenir des valeurs de y décroissantes, il faut supposer a2 négatif. 
L’anneau, au lieu d’étre tendu, est comprimé dans la direction de 
la périphérie. 

L’écartement entre deux raies consécutives est donné, a partir de 
la formule complete (4), par 


dy Vo mk? 


(6) a eee 
dm 2 Vi+mk 


Ul croit plus lentement que la loi de Deslandres V’indique, et cela 
est conforme a lexpérience. Mais l’écart ne cesse pas de croitre. 
La formule ne donne donc pas le maximum d’écartement des expé- 
riences de Kayser et Runge (') sur le spectre du cyanogéne (*). 

Sur une autre feuille de notes de Ritz se trouve la trace de nom- 
breuses tentatives pour trouver la meilleure formule empirique a 
trois constantes représentant ces expériences de Kayser et Runge. 
Cette feuille parait étre antérieure a ses idées sur l’origine électro- 
magnétique des spectres et nest donc qu’indirectement en rapport 
avec ce qui précéde. I] essaye notamment 


v=a+t bmi Vi+cm* 
et les trois premiers termes de son développement 
v=a-+ bm?2+ cm 


et trouve que le terme en m® yarie trop rapidement. II essaye 


v2= a+ bm? cm* 


et 
y=a+bm?+cm'*. 


Il trouve cette derniére formule préférable aux autres et note a ce 


(1) Kayser et Runez, Wied. Ann., t. XXXVIII, 1889, p. 80. 

(7) La méme feuille de Notes porte encore l’indication suivante, qui se rapporte 
a une autre solution possible du probleme, dans laquelle n’intervient pas la ten- 
sion a? : « Outre le champ magnétique constant qu’il produit dans toute sa Jon- 
gueur, un anneau peut étre soumis encore a des champs magnétiques extérieurs, 
variables de point en point, faibles par rapport au premier. » 


R, 


[S~) 
+ 
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propos que « @ partir de la 160° raie les fonctions v= f(m) et 
y2= f(m) se comportent d’une mantere non régulicre ». Nous 


. 


allons revenir sur ce point. Il essaye encore 


Verreur est un peu plus grande que ci-dessus. 

Dans une conversation, Ritz avait énoncé une idée qui rattache 
ce qwil appelle le caractere non régulier de la fonction » pour 
les raies d’ordre élevé au mécanisme d’émission. Ils’était exprimé 
& peu pres de la maniere suivante : 

On posséde dans certaines bandes des nombres de raies considé- 
rables dont la position est déterminée avec exactitude, mais quelle 
que soit la loi empirique avec laquelle on cherche a représenter la 
distribution des raies dans ces bandes, il arrive un moment ou, 
pour un numéro dordre élevé des raies, cette Joi est en défaut. 
Si Pon a recours 4 une représentation eraphique, la courbe tourne 
court avec une brusquerie que les formules habituelles ne rendent 
pas. 
Imaginons que la parle de Vatome, dont les vibrations émettent 
des spectres de bandes, ait une structure analogue a celle d’une 
chaine composée de maillons de longueur déterminée. On concoit 
alors trés bien que les vibrations se produisent pour la plus grande 
partie du phénoméne, comme si la chaine avait une structure con- 
tinue, tandis que, pour des longueurs dondes voisines de la lon- 
gueur du maillon (ou de certaines valeurs particuliéres en relation 
avec elle), les nombres de vibrations sont influencés par la grandeur 
finie de élément. 


DEUXIEME PARTIE. — STRUCTURE DES BANDES. 


A Ja question qui lui avait été adressée : N’est-il pas établi que 
les bandes ont quelquefois deux ¢é¢es, Vune du coté des grandes 
longueurs d’ondes, lautre du coté des petites? [hypothése de 
Thiele (')], Ritz avait répondu sans commentaires : « Cette idée 
n’est pas soutenable. » 


(1) TateLr, Astroph. Journal, t. VI, 1897, P- 63. 
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Les Tableaux de nombres trouyés dans ses notes montrent que 
cette conviction se rattache aussi A l’étude des bandes du cyanogene 
observées d’abord par Kayser et Runge ('), puis par Jungbluth (2) 
et dont les tétes sont a 3883, 56; 3871,53; 3861,85 et 3854,85 A. 

Voici en quelques mots l’état de la question: King (*) ayant 
découvert de nouvelles tétes dirigées du cdté des petites longueurs 
d’ondes, a ecru pouyoir les considérer comme les queues correspon- 
dant aux ¢étes anciennement connues et les a associées en faisant 
chevaucher les bandes les unes sur les autres. Comme preuve de 
cette coordination, il donne des relations numériques entre les 
longueurs d’ondes des tétes et des queues. Elles sont contenues 
dans le Tableau suivant : 


ie Os 0, a Q, 0. 
3090,52)) 3203.84 1,12069 3883,60 3465,69 1,12059 
3585,99 3180,58 1,12746 SIAN DAM aiy ih MOTGO 
3584,10 3160,32 1,13409 VIMO SOD OH  despith7) 


La valeur démonstrativé de ce Tableau me parait faible. D’aprés 
la loi de Deslandres, qui est applicable aux tétes de bandes d’une 
série, comme aux raies d'une bande, les distances entre les tétes 
successives, mesurées a |’échelle des fréquences, forment une pro- 
gression arithmétuique. Supposons que lon associe deux séries de 
bandes tournées en sens contraire et obéissant l’une et l'autre a 
cette loi, mais entiérement indépendantes quant a leur origine. 
Si les raisons des deux progressions sont voisines, comme cela 
arrive fréquemment (‘), les distances entre les tétes et les queues 
formeront elles aussi une progression arithmétique et cela pourra 
se produire suivant que les raisons seront de méme signe ou de 
signe contraire, quand on se déplace a partir des premiéres bandes 
dans le méme sens ou en sens contraire (Criterium de dépendance 
invoqué par Jungbluth). Il en sera méme ainsi quelles que soient 
les deux premiéres bandes que l’on associe et que Pon se déplace 


a parur de celle-ci dans le méme sens ou en sens contraire. 


(1) Kayser et Runee, Wied. Ann., t. XXXVIII, 1889, p. 80. 

(*) Junesiutu, Regularities in the Structure of the third Cyanogen Band 
(Astroph. Journal, t. XX, 1904, p. 237). 

(*) Kina, Astroph. Journal, t. XIV, 1901, p. 323. 

(4) Voir, par exemple, Fasry, J. de Phys., 4° série, t. IV, 1905, p. 245. 
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En premiére approximation, le quotient des fréquences variera, 
lui aussi, en progression arithméuque. C’est ce que trouve King. 
Eu égard a la grande similitude des séries de bandes successives, 
on ne saurait attribuer une portée quelconque a ce que ce quotient 
passe deux fois approximativement par les mémes trois valeurs. 

Cet argument parait néanmoins avoir pesé d'un assez crand poids 
dans la conviction de Kayser ('), qui considére comme certain que 
King ait trouvé les queues correspondant. aux tétes et que par 
suite ’hypothése de Thiele soit exacte. 

Jungbluth se propose de contréler cette hypothése en faisant de 
nouvelles mesures sur une parte des bandes anciennement connues. 
Pour les discuter, il porte en abscisses (*) les longueurs d’ondes et 
en ordonnées la différence des longueurs d’ondes de deux raies 
consécutives. Les courbes qual obtient ainsi pour quatre des bandes 
du cyanogéne partent de leurs tétes T,, T2, T;, T, avec une allure 
approximativement parabolique, qui correspond 4 la loi 


v=A+-( Br + GY 


(y = fréquence, n = nombre entier) de Deslandres ; mais pour les 
raies de numéros d’ordre élevés la courbe est nettement au-dessous 
de la parabole et écart entre les rales conséculives passe méme par 
un maximum. Ces courbes expérimentales sont continuées en poin- 
tillé et semblent aboutir naturellement, dans le dessin original de 
Jungbluth, pour les trois derniéres bandes a des queues Qs, Qs, Q, 
indiquées par King. Pour ]a premiére, une téte de King faisant 
défaut dans la région ot Jungbluth l’attend, 1 continue la courbe 
par continuité, et détermine ainsi la position de la queue Q,, dans 
une région ot elle est inobservable par suite de la présence d’une 
bande intense. 


Laissant celle-ci de cété, nous avons : 


Tétes d’apres Tétes d’apres 

Jungbluth. King. Queues supposeées. 
r, 3871, 53 415293 QOsaeee) S003, 1o 
Ts 3861,85 4158 , 22 Qs; 3628 ,98 
Wesco  akeKinlty ste) 11605,54 Q,. 3658 , 27 


(1) Kaysurn, Handbuch der Spektrosk., t. I, p. 487. 
(2) La figure donnée plus loin est celle de Jungbluth, redessinée en remontant 
aux Tableaux de nombres contenus dans son trayail. 
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La coordination des tétes et des queues de Jungbluth est donc 
formellement en contradiction avec celle de King. En outre, chez 
Jungbluth les bandes complétes de King chevauchant (fig. 1) les 
unes sur les autres, sont remplacées par des bandes s’emboitant 
(fig. 2) les unes dans les autres. 


Fig. 1 


Jungbluth, qui signale expressément cette circonstance, ne craint 
pas d’ajouter que, rapprochée des relations numériques de King, 
elle apporte aux idées de ce dernier une nouvelle confirmation. 

Pour rechercher quelle est exactement la portée des expériences 


Bie. 2 


de Jungbluth, j’ai marqué dans le dessin (fig. 3) les points obser- 
vés. La partie expérimentale, représentée en traits pleins, se ter- 
mine, pour les quatre bandes, ena, b,c, d. Pour deux des bandes, 
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en b et en d, elle s’écarte de la partie extrapolée par Jungbluth, 
représentée en pointillé, par une plus grande courbure, semblant 
donner raison a l’idée de Ritz, et rendant impossible lattribution 
des queues faites par Jungbluth. 

Mais si l’on compare les expériences de Jungbluth a celle de 
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Kayser et Runge, la concordance qui est bonne jusqu’en Ob! cesse. 
On se rend compte facilement que Jungbluth a, en b', passé par 
inadvertance a des raies d’une bande voisine placée par rapport a 
celles de la bande suivie jusque-la a peu pres comme les traits 
d’un vernier par rapport a ceux de échelle principale. D’ailleurs, 
Jungbluth supprime dans son graphique la portion 6'b. En défini- 
tive, sur les quatre bandes, la corrélation entre les tétes et les 
queues est admissible a la rigueur pour deux'd’entre elles (Ts — Q2; 
T;— Qs). 

Lridée de Ritz sur la nature non réguliére de la fonction pour les 
raies d’ordre élevé, qui repose sur la brusquerie du coude en b/, a 
donc en partie comme origine une erreur de Jungbluth. 

Il semble qu’a la suite du travail de Jungbluth, la conviction 
que Vhypothése de Thiele est exacte se soit généralisée. En 1909, 
A. Hagenbach (') lexprime dans une monographie sur les 
spectres de bandes. On n’a pas remarqué qu’en réalité les con- 
clusions de Jungbluth a la fin de son travail sont beaucoup moins 
alfirmatives que ses courbes. 

On trouve encore dans les Notes de Ritz Vindication suivante : 

« Les queues de King, en particulier a 3603, sont impossibles, 
parce quelles sont composées de raies relativement intenses avec 
des différences presque constantes, tandis que les différences 
devraient croitre trés rapidement comme a la téte de la bande. » 

Cette remarque est tres probablement suggérée par Vexamen de 
la planche de Kayser et Runge (2) sur laquelle il est aisé de recon- 
naitre aspect décrit par Ritz. On peut y évaluer la distance des 

6 
raies 20,5 A environ, ce qui porte l’are de courbe correspondant 
bien en dehors des limites de la figure. Le méme aspect est visible 
sur la planche de Jungbluth (doc. cit.). 

Cet argument semble définitivement détruire ce qu'il reste de 
probabilité aux attributions faites par Jungbluth, Nous avons déja 
fait justice incidemment de l’argument que Jungbluth tire de ce 
que les longueurs des bandes varient en progression arithmétuque. 


Mentionnons que, par contre, Ritz note avee soin, comme un fait 


(1) A. Hacenpacu, Wullner-Festschrift, 1905, p. 133. 


(2) Akad. Berlin (Phys. Abh. nicht zur Akad. gehor. Gelehrter, t.1, 1889, 
p- 44. 
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important, la progression arithmétique, signalée par Jungblath, 
des écartements maxima des raies des quatre bandes (2,25; 2,00; 
tiga 1, 0 A). Ce fait conserve sa valeur indépendamment de toute 
hypothése sur l’existence d'une seule ou de deux tétes. 

On peut done conclure de la maniére suivante : L’hypothése de 
Thiele est appuyée par : 


1° L’existence des tétes dirigées dans les deux sens ; 


2° L’existence d’un maximum dans l’écartement des raies. 


Mais la démonstration de cette hypothése n’a pu étre continuée 
Jusqu’a présent, ni par la possibilité de coordonner sans équivoque 
les tétes et les queues, ni par la poursuite de la décroissance de la 
distance des raies dans un interyalle assez étendu au dela du maxi- 
mum. L’écartement des raies dans le voisinage de la queue 3603 
y contredit formellement. 

L’idée de Ritz n’est pas en contradiction avec les faits. Mais les 
indications en sa fayeur, qui restent dans les quatre bandes du 
cyanogeéne, sont un peu diminuées apres suppression de la partie 
fautive b'b de Jungbluth. 

I] y aurait grand intérét a faire de nouyelles déterminations sur 
des bandes composées d’un grand nombre de raies et, peut-étre, 
a la reprise de la discussion des données déja connues. 


FIN. 


AVERTISSEMENT... 
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